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Resumen

En este trabajo se presenta un nuevo modelo de Memorias Asociativas Bidireccionales
(BAM, Bidirectional Associative Memories) llamado BAM Alfa-Beta. EI modelo esta
basado en las Memorias Asociativas Alfa-Beta de las cuales hereda el nombre.

Debido a su origen, la BAM Alfa-Beta no requiere de un proceso iterativo de convergencia
hacia estados estables, a diferencia de los modelos basados en la BAM de Kosko; por la
misma causa, no tiene problemas de estabilidad.

Los patrones que utiliza la BAM Alfa-Beta son binarios.

La capacidad de recuperacién del modelo propuesto es de 2™ ™™ siendo n y m las
dimensiones de los patrones de entrada y salida, respectivamente. Entonces, la BAM Alfa-
Beta siempre recupera de forma correcta todos los patrones entrenados. La recuperacion
correcta no requiere de ninguna condicidén previa de las propiedades de los patrones, como:
distancia de Hamming, ortogonalidad o separacion lineal.

Se presenta el fundamento matematico que sustenta el por qué la BAM-Alfa siempre tendra
recuperacion correcta.

Se proponen dos nuevas transformadas vectoriales: de expansion y de contraccion.

En la fase de aprendizaje, la BAM Alfa-Beta hace uso del codigo binario one-hot y de un
nuevo codigo propuesto: el cddigo binario zero-hot.

La BAM Alfa-Beta consta de 4 etapas, dos etapas se utilizan en el sentido hacia delante, y
las dos etapas restantes corresponden al sentido hacia atras, lo que permite la
bidireccionalidad del modelo.

La primera etapa, en el sentido hacia delante, esta conformada con dos memorias
autoasociativas Alfa-Beta, max y min, construidas a partir de los patrones de entrada. En la
segunda etapa se construye un Linear Associator modificado a partir de los patrones de
salida. La tarea de la primera etapa es obtener un vector one-hot, a partir de un patron de
entrada, lo que le permitird a la segunda etapa recuperar de manera acertada el patrén
correspondiente. El proceso en el sentido hacia atras es similar al descrito previamente.

La complejidad mostrada por el algoritmo utilizado para implementar la Memoria
Asociativa Bidireccional Alfa-Beta es O(n?).

Se presentan tres ejemplos de aplicacion. EIl primero permite elegir parejas de patrones de
entre 4 conjuntos de 26 patrones cada uno. El segundo ejemplo es el reconocimiento de
huellas dactilares que se asocian a niumeros; en este caso de utilizan 40 parejas de patrones.
La tercera aplicacion es un traductor inglés-espariol/espafol-inglés que trabaja sobre 120
parejas de palabras. En las tres aplicaciones, y como es de esperarse, el modelo presentd
recuperacion correcta.



Abstract

In this work, a new model for Bidirectional Associative Memories (BAM), called Alpha-
Beta BAM, is presented. The model is based on the Alpha-Beta Associative Memories,
from which it inherits its name.

Due to its origin, Alpha-Beta BAM do not require an iterative process of convergence
toward stable states, unlike the models based on Kosko’s BAM. Because of this, they have
no stability problems.

The patterns used by the Alpha-Beta BAM are binary patterns.

Recall capacity of the proposed model is 2™"™™, being n and m the respective dimensions
of input and output patterns. Therefore, the Alpha-Beta BAM always recover correctly all
trained patterns. Proper recall requires no previous condition on the properties of patterns,
such as Hamming distance, orthogonality, or linear separation.

Mathematical foundation which supports why Alpha-Beta BAM always have correct recall
IS presented.

Two new vector transformations are proposed: expansion and contraction.

During the learning phase, Alpha-Beta BAM make use of the one-hot binary code and a
proposed new code: the zero-hot binary code.

The Alpha-Beta BAM are made up of four stages; two stages are used in the forward
direction, and the other two stages are used in the backward direction, thus allowing the
biderectionality of the model.

The first stage, in the forward direction, is composed of two autoassociative Alpha-Beta
memories, max and min, built from the input patterns. On the second stage a modified
Linear Associator is built from the output patterns. The task of the first stage is to obtain a
one-hot vector, from an input pattern, which in turn allows the second stage to correctly
recall the corresponding pattern. The process in the backward direction is similar to the one
described above.

The complexity shown by the algorithm used to implement the Alpha-Beta Bidirectional
Associative memory is O(n?).

Three examples of application are presented. The first one allows to choose pairs of
patterns between 4 sets of 26 patterns each. The second example is the recognition of
fingerprints associated to numbers; in this case 40 pairs of patterns are used. The third
applications is a englis-spanish/spanish-english translator which work with 120 pairs of
words. In the three applications, as was expected, the model showed proper recall.



CAPITULO 1

Introduccién

1.1 Contexto

El area de las Memorias Asociativas, como parte relevante de las Ciencias de la
Computacién, ha adquirido gran importancia y dinamismo en la actividad desarrollada por
numerosos equipos de investigacion internacionales, especificamente en los que investigan
temas relacionados con la teoria y aplicaciones del reconocimiento y clasificacion de
patrones.

El propdsito fundamental de una memoria asociativa es recuperar correctamente patrones
completos a partir de patrones de entrada, los cuales pueden estar alterados con ruido
aditivo, sustractivo o combinado [1]. En el disefio de una memoria asociativa, previamente
a la fase de recuperacién de patrones, se requiere la fase de aprendizaje, que es el proceso
mediante el cual se crea la memoria asociativa a través de la formacion de asociaciones de
patrones, las cuales son parejas de patrones, uno de entrada y uno de salida. Si en cada
asociacion sucede que el patron de entrada es igual al de salida, la memoria es
autoasociativa; en caso contrario, la memoria es heteroasociativa: esto significa que una
memoria autoasociativa puede considerarse como un caso particular de una memoria
heteroasociativa [2].

A través del tiempo las Memorias Asociativas se han desarrollado paralelamente a las
Redes Neuronales, desde la concepcion del primer modelo de neurona artificial [3], hasta
los modelos de redes neuronales basados en conceptos modernos como la Morfologia
Matematica [4], pasando por los importantes trabajos de los pioneros en las redes
neuronales tipo perceptron [5, 6, 7].

En 1982 John J. Hopfield presenta al mundo su memoria asociativa, modelo que fue
inspirado en conceptos fisicos y tiene como particularidad un algoritmo iterativo [8]. Este
trabajo propicio el renacimiento del interés de los investigadores en los temas tanto de
memorias asociativas como de redes neuronales, los cuales se habian dejado de lado por
algunos afios. Las redes neuronales tuvieron un receso de 13 afios, a partir de que Minsky y
Papert, en 1969, publicaron su libro Perceptrons [9] en donde demostraron que el
perceptron tenia severas limitaciones. Por el lado de las memorias asociativas, fue Karl
Steinbuch quien por primera vez, en 1961, desarrolla una memoria heteroasociativa que
funciona como un clasificador de patrones binarios: la Lernmatrix [10]. Ocho afios después,
los investigadores escoceses Willshaw, Buneman y Longuet-Higgins [11] presentan el
Correlograph, dispositivo o6ptico elemental capaz de funcionar como una memoria
asociativa. Existe otro antecedente importante de la memoria Hopfield: dos modelos



clasicos de memorias asociativas fueron presentados en 1972 por Anderson [12] y Kohonen
[13] de manera independiente, y debido a su importancia y a la similitud de los conceptos
involucrados, ambos modelos reciben el nombre genérico de Linear Associator.

El trabajo de Hopfield tiene gran relevancia debido a que el modelo de red neuronal que
presenta, demuestra que la interaccion de elementos simples de procesamiento similares a
las neuronas dan lugar a la aparicion de propiedades computacionales colectivas, tales
como la estabilidad de memorias.

Sin embargo, el modelo Hopfield de memoria asociativa tiene dos desventajas:
primeramente es notable el hecho de que la capacidad de recuperacion de patrones es muy
pequeria, sélo de 0.15n siendo n la dimensidn de los patrones almacenados; y en segundo
lugar, la memoria Hopfield es solo autoasociativa; es decir, no es capaz de asociar patrones
diferentes.

Con objeto de subsanar la segunda desventaja del modelo Hopfield, en 1988 Bart Kosko
[14] crea un modelo de memoria heteroasociativa a partir de la memoria Hopfield: la
memoria asociativa bidireccional BAM (Bidirectional Associative Memory) la cual, al
igual que la memoria Hopfield, se basa en un algoritmo iterativo. Este modelo teorico es la
base que motivo el tema central de este trabajo de tesis.

1.2 El problema a resolver

La capacidad de aprendizaje y almacenamiento, la eficiencia en la respuesta o recuperacion
de patrones, la rapidez y la inmunidad al ruido, son topicos de interés entre los
investigadores que se dedican a estudiar los modelos de memoria asociativa con el fin de
proponer variaciones y generalizaciones que, a la postre, se traduzcan en nuevos modelos
con ventajas claras sobre los ya conocidos y que, ademas, sean propicios para su aplicacién
directa en problemas reales [15].

En el caso de la BAM de Kosko, la caracteristica fundamental es la heteroasociatividad que
se logré con base en el modelo de Hopfield. Kosko propuso una solucién basada en la
propia matriz que representaba la memoria Hopfield, con la cual fue capaz de realizar la
fase de aprendizaje en ambas direcciones: obtener un patron de salida a partir del
correspondiente patron de entrada o, viceversa, obtener un patron de entrada a partir del
correspondiente patrén de salida; de ahi el nombre de bidireccional.

No obstante que el intento de Kosko fue exitoso al obtener una memoria heteroasociativa,
la otra desventaja ya mencionada de la memoria Hopfield no fue subsanada con la BAM: la
memoria asociativa bidireccional de Kosko exhibe una muy baja capacidad de aprendizaje
y recuperacion de patrones, dependiente del minimo de las dimensiones de los patrones de
entrada y salida.

En el mismo afio de la aparicién de la BAM, 1988, surgieron los primeros intentos de
investigacion cientifica para mejorar la capacidad de aprendizaje y recuperacion de
patrones de la BAM [16]. A partir de entonces diversos grupos de investigacion de muchas



partes del mundo han intentado, a través de los afios, minimizar esa desventaja de la BAM,
mediante la utilizaciéon de los mas variados conceptos cientificos y técnicas matematicas,
desde el entrenamiento mdltiple hasta codificacion Householder [17] y algoritmos
genéticos [18], y en algunos casos programacion lineal.

Sin embargo, los avances han sido modestos y escasos, al grado de que la gran mayoria de
las propuestas de nuevos modelos de memorias asociativas bidireccionales planteadas en
revistas cientificas y congresos de alto nivel, no garantizan ni siquiera la recuperacion
completa del conjunto fundamental, de aprendizaje o de entrenamiento, utilizado en la fase
de aprendizaje: es decir, estos modelos no son capaces de recuperar todos los patrones
aprendidos, y en uno o mas fallan [14],[16-19], [28-65], [76-84].

La investigacion cientifica que sustenta este trabajo de tesis es una respuesta a lo anterior.
El problema a resolver en este trabajo de tesis es: encontrar un modelo de memoria
asociativa bidireccional que exhiba eficacia en el aprendizaje y recuperacion de patrones;
un modelo que recupere, al menos, todos los patrones del conjunto fundamental de
aprendizaje, tanto de entrada como de salida, y de preferencia que se base en un algoritmo
one-shot, es decir, un algoritmo no iterativo, que no requiera convergencia.

1.3 Objetivo

Disefiar e implementar un nuevo modelo tedrico de memoria asociativa bidireccional, que
exhiba recuperacion perfecta de todos los patrones del conjunto fundamental de
aprendizaje, con gran capacidad de almacenamiento y que se base en un algoritmo one
shot; es decir, un algoritmo no iterativo, que no requiera convergencia.

1.4 Contribuciones

La aportacion principal de este trabajo de tesis al bagaje cientifico en el &rea de las ciencias
de la computacion, es un nuevo modelo de memoria asociativa bidireccional que exhibe
recuperacion perfecta de todos los patrones del conjunto fundamental de aprendizaje, y que
ademas se basa en un algoritmo no iterativo, que no requiere convergencia.

Una contribucién adicional es una modificacion original al algoritmo del Linear Associator
cuando el conjunto fundamental esta formado por vectores one-hot.

Paralelamente, se plantean algunas ideas de aplicacion de este nuevo modelo en areas
especificas de la investigacion cientifica y tecnoldgica.

1.5 Organizacion del documento

En este capitulo se han presentado: el contexto, el problema a resolver, el objetivo del
trabajo de tesis y las contribuciones. El resto del documento de tesis estd organizado como
sigue:



En el capitulo 2 se presentan los conceptos basicos de las memorias asociativas, asi como
los modelos méas representativos que sirven como marco de referencia de los modelos de
memorias asociativas bidireccionales. Ademas, se presenta el estado del arte de los modelos
de memorias asociativas bidireccionales mas importantes a traves del tiempo.

En el capitulo 3 se describen, en detalle, las Memorias Asociativas Alfa-Beta, modelo que
representa el pilar tedrico y conceptual fundamental en el disefio y operacion de las
Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta.

En el capitulo 4 se describe el nuevo modelo original: Memorias Asociativas
Bidireccionales Alfa-Beta, tema central de este trabajo de tesis. Ademas, se da el
fundamento matematico original que sustenta el disefio y operacion de las cuatro etapas que
constituyen el modelo. Posteriormente, se detalla el algoritmo que permite el aprendizaje y
recuperacion de patrones de la Memoria Asociativa Bidireccional Alfa-Beta. Por Gltimo, se
incluye un andlisis de complejidad del nuevo modelo propuesto.

En el capitulo 5 se presentan aspectos experimentales: primeramente, se comparan los
resultados obtenidos por dos modelos de BAM cuyo algoritmo se basa en el modelo de
Kosko, y los resultados que arroja la BAM Alfa-Beta al aplicarse a un ejemplo numérico
bastante ilustrativo. Acto seguido, se incluye otra comparacion, del tiempo de ejecucion,
con una BAM que utiliza algoritmos genéticos en el disefio de su modelo. Ademas, se
muestran tres aplicaciones de la Memoria Asociativa Alfa-Beta: la primera aplicacion
permite crear conjuntos fundamentales de patrones monocromaticos, los cuales son
entrenados y recuperados de manera correcta por la BAM Alfa-Beta; la segunda aplicacion
es un identificador de huellas digitales, y la tercera es un traductor inglés-espafiol/espafiol-
inglés. Como colofén, se hace hincapié en la caracteristica mas importante del nuevo
modelo: la recuperacién correcta de todos los patrones del conjunto fundamental, y se
presentan graficas comparativos con otros modelos representativos de BAM.

En el capitulo 6, se presentan las conclusiones finales obtenidas a partir del desarrollo y
operacion del nuevo modelo original de Memoria Asociativa Bidireccional Alfa-Beta; se
incluyen, ademas, algunos posibles temas para trabajos de investigacion derivados del
nuevo modelo propuesto en este trabajo de tesis. Posteriormente, se presenta la relacion de
las publicaciones propias derivadas del nuevo modelo propuesto.

Finalmente, se presentan dos apéndices: el apéndice A con la simbologia usada en el
escrito, y el apéndice B, que contiene la descripcion detallada del estado del arte de las
Memorias Asociativas Bidireccionales; por ultimo, se incluyen las referencias
bibliogréficas.



CAPITULO 2

Antecedentes

2.1 Conceptos Basicos

El propdsito fundamental de una memoria asociativa es recuperar correctamente patrones
completos a partir de patrones de entrada, los cuales pueden estar alterados con ruido
aditivo, sustractivo o combinado. Los conceptos utilizados en esta seccion se encuentran en
las referencias [1, 2, 15].

Una Memoria Asociativa puede formularse como un sistema de entrada y salida, idea que
se esquematiza a continuacion:

X — M [— vy

En este esquema, los patrones de entrada y salida estan representados por vectores columna
denotados por x y vy, respectivamente. Cada uno de los patrones de entrada forma una
asociacion con el correspondiente patron de salida, la cual es similar a la una pareja
ordenada; por ejemplo, los patrones x y y del esquema anterior forman la asociacion (x,y).

No obstante que a lo largo de las dos secciones restantes del presente capitulo se respetaran
las notaciones originales de los autores de los modelos presentados aqui, a continuacion se
propone una notacion que se usara en la descripcion de los conceptos basicos sobre
memorias asociativas, y en el resto de los capitulos de esta tesis.

Los patrones de entrada y salida se denotaran con las letras negrillas, x y y, agregandoles
numeros naturales como superindices para efectos de discriminacién simbdlica. Por
ejemplo, a un patrén de entrada x* le correspondera el patron de salida y*, y ambos
formaran la asociacion (x',y'); del mismo modo, para un nimero entero positivo k
especifico, la asociacion correspondiente sera (x*,y).

La memoria asociativa M se representa mediante una matriz, la cual se genera a partir de
un conjunto finito de asociaciones conocidas de antemano: este es el conjunto
fundamental de aprendizaje, o simplemente conjunto fundamental.

El conjunto fundamental se representa de la siguiente manera:

{5y u=1,2,...p}



donde p es un numero entero positivo que representa la cardinalidad del conjunto
fundamental.

A los patrones que conforman las asociaciones del conjunto fundamental se les llama
patrones fundamentales. La naturaleza del conjunto fundamental proporciona un
importante criterio para clasificar las memorias asociativas:

Una memoria es Autoasociativa si se cumple que x* =y* Vu e {1, 2, ..., p}, por lo que
uno de los requisitos que se debe de cumplir es que n =m.

Una memoria Heteroasociativa es aquella en donde 3 € {1, 2, ..., p} para el que se
cumple que x“ = y*. Nétese que puede haber memorias heteroasociativas con n = m.

En los problemas donde intervienen las memorias asociativas, se consideran dos fases
importantes: La fase de aprendizaje, que es donde se genera la memoria asociativa a partir
de las p asociaciones del conjunto fundamental, y la fase de recuperacion que es donde la
memoria asociativa opera sobre un patron de entrada, a la manera del esquema que aparece
al inicio de esta seccion.

A fin de especificar las componentes de los patrones, se requiere la notacion para dos
conjuntos a los que llamaremos arbitrariamente A y B. Las componentes de los vectores
columna que representan a los patrones, tanto de entrada como de salida, seran elementos
del conjunto A, y las entradas de la matriz M seran elementos del conjunto B.

No hay requisitos previos ni limitaciones respecto de la eleccién de estos dos conjuntos, por
lo que no necesariamente deben ser diferentes o poseer caracteristicas especiales. Esto
significa que el numero de posibilidades para escoger A y B es infinito.

Por convencion, cada vector columna que representa a un patron de entrada tendra n
componentes cuyos valores pertenecen al conjunto A, y cada vector columna que representa
a un patrén de salida tendrda m componentes cuyos valores pertenecen también al conjunto
A. Es decir:

x*eAyy'e A"Vue{l,2, .. p}

La j-ésima componente de un vector columna se indicara con la misma letra del vector,
pero sin negrilla, colocando a j como subindice (je {1, 2, ..., n} 0 je {1, 2, ..., m} segun
corresponda). La j-ésima componente del vector columna x* se representa por: x|’

Con los conceptos basicos ya descritos y con la notacion anterior, es posible expresar las
dos fases de una memoria asociativa:

1. Fase de Aprendizaje (Generacién de la memoria asociativa). Encontrar los
operadores adecuados y una manera de generar una matriz M que almacene las p
asociaciones del conjunto fundamental {(x},y%), (X2.y?), ..., (xX*,y")}, donde x“ € A"y
y'e A"Vue{l,2, .., p} Sidue{l 2 .. p}tal que x*= y“ la memoria sera



heteroasociativa; si m = ny x* =y* Vu e {1, 2, ..., p}, la memoria sera
autoasociativa.

2. Fase de Recuperacion (Operacion de la memoria asociativa). Hallar los operadores
adecuados y las condiciones suficientes para obtener el patron fundamental de
salida y*, cuando se opera la memoria M con el patron fundamental de entrada x*;
lo anterior para todos los elementos del conjunto fundamental y para ambos modos:
autoasociativo y heteroasociativo.

Se dice que una memoria asociativa M exhibe recuperacion correcta si al presentarle
como entrada, en la fase de recuperacion, un patrén x” con o € {1, 2, ..., p}, ésta responde
con el correspondiente patréon fundamental de salida y“.

Una memoria asociativa bidireccional también es un sistema de entrada y salida, solamente
que el proceso es bidireccional. La direccién hacia adelante se describe de la misma forma
gue una memoria asociativa comun: al presentarle una entrada x, el sistema entrega una
salida y. La direccién hacia atras se lleva a cabo presentandole al sistema una entrada y
para recibir una salida x.

2.2 Memorias Asociativas

A continuacion, en esta seccion haremos un breve recorrido por los modelos de memorias
asociativas, con objeto de establecer el marco de referencia en el que surgieron las
memorias asociativas bidireccionales.

Las memorias asociativas que se presentaran en esta seccion, son los modelos més
representativos que sirvieron de base para la creacion de modelos matematicos que
sustentan el disefio y operacion de memorias asociativas mas complejas. Para cada modelo
se describe su fase de aprendizaje y su fase de recuperacion.

Se incluyen cuatro modelos clasicos basados en el anillo de los nimeros racionales con las
operaciones de multiplicacion y adicién: Lernmatrix, Correlograph, Linear Associator y
Memoria Hopfield, ademas de tres modelos basados en paradigmas diferentes a la suma de
productos, a saber: memorias asociativas Morfoldgicas, memorias asociativas Alfa-Beta y
memorias asociativas Media.

2.2.1 Lernmatrix de Steinbuch

Karl Steinbuch fue uno de los primeros investigadores en desarrollar un método para
codificar informacion en arreglos cuadriculados conocidos como crossbar [20]. La
importancia de la Lernmatrix [9, 21] se evidencia en una afirmacién que hace Kohonen
[13] en su articulo de 1972, donde apunta que las matrices de correlacién, base fundamental
de su innovador trabajo, vinieron a sustituir a la Lernmatrix de Steinbuch.

La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que puede funcionar como un clasificador
de patrones binarios si se escogen adecuadamente los patrones de salida; es un sistema de



entrada y salida que al operar acepta como entrada un patrén binario x“ € A", A={0,1}

y produce como salida la clase y“ € AP que le corresponde (de entre p clases diferentes),

codificada ésta con un método que en la literatura se le ha llamado one-hot [22]. EI método
funciona asi: para representar la clase k € {1, 2, ..., p}, se asignan a las componentes del
vector de salida y* los siguientes valores: y; =1,y y# =0 para j=1, 2, ..., k-1, k+1, ..., p.

Algoritmo de la Lernmatrix
Fase de Aprendizaje

Se genera el esquema (crossbar) al incorporar la pareja de patrones de entrenamiento
(x“,y”)e A" x AP. Cada uno de los componentes m;; de M, la Lernmatrix de Steinbuch,

tiene valor cero al inicio, y se actualiza de acuerdo con la regla m; +Am;, donde:

+e sixf=1l=yf
Am; =1-¢ six{=0yy/ =1
0 enotrocaso

donde £ una constante positiva escogida previamente: es usual que ¢es igual a 1.

Fase de Recuperacion

La i-ésima coordenada y”del vector de clase y” € AP se obtiene como lo indica la

siguiente expresién, donde v es el operador maximo:

ye = L s X5myx; =, (25 amy x;
0 enotrocaso
2.2.2 Correlograph de Willshaw, Buneman y Longuet-Higgins
El correlograph es un dispositivo 6ptico elemental capaz de funcionar como una memoria
asociativa [11]. En palabras de los autores “el sistema es tan simple, que podria ser
construido en cualquier laboratorio escolar de fisica elemental”.
Algoritmo del Correlograph
Fase de Aprendizaje
La red asociativa se genera al incorporar la pareja de patrones de entrenamiento (x*, y*) e

A" x A™. Cada uno de los componentes m;; de la red asociativa M tiene valor cero al inicio,
y se actualiza de acuerdo con la regla:



m;

_ 1 sy =1=x{
valor anterior en otro caso

Fase de Recuperacion

Se le presenta a la red asociativa M un vector de entrada x” e A". Se realiza el producto de
la matriz M por el vector x“ y se ejecuta una operacion de umbralizado, de acuerdo con la
siguiente expresion:

o _ 1 siyiam;.xy=u
' |0 enotrocaso

donde u es el valor de umbral. Una estimacion aproximada del valor de umbral u se puede
lograr con la ayuda de un namero indicador mencionado en el articulo [11] de Willshaw et
al. de 1969: logzn

2.2.3 Linear Associator de Anderson-Kohonen

El Linear Associator tiene su origen en los trabajos pioneros de 1972 publicados por
Anderson y Kohonen [12, 13].

Para presentar el Linear Associator consideremos de nuevo el conjunto fundamental:

{x*y) | x=1,2,..,p} conA={0,1}, x*e A" y y*“e A"

Algoritmo del Linear Associator

Fase de Aprendizaje

. . . \t
1) Para cada una de las p asociaciones (x“, y* ) se encuentra la matriz y* -(x") de
dimensiones m x n

2) Sesuman la p matrices para obtener la memoria
p
\t
_ u ny _
M=3y '(X ) —[mij]mxn
u=1
de manera que la ij-ésima componente de la memoria M se expresa asi:

p
_ Ny
mij = E Yi Xj
n=l



Fase de Recuperacion

Esta fase consiste en presentarle a la memoria un patron de entrada x“, donde
we{l,2,..,p} yrealizar la operacion

M- :{iyn .(Xy)t},xa,

=1

2.2.4 La memoria asociativa Hopfield

El articulo de John J. Hopfield de 1982, publicado por la prestigiosa y respetada National
Academy of Sciences (en sus Proceedings), impactd positivamente y trajo a la palestra
internacional su famosa memoria asociativa [8].

En el modelo que originalmente propuso Hopfield, cada neurona x; tiene dos posibles
estados, a la manera de las neuronas de McCulloch-Pitts: x; = 0 y x; = 1; sin embargo,
Hopfield observa que, para un nivel dado de exactitud en la recuperacion de patrones, la
capacidad de almacenamiento de informacion de la memoria se puede incrementar por un
factor de 2, si se escogen como posibles estados de las neuronas los valores xj=-1yxi=1
en lugar de los valores originales x; =0y x; = 1.

Al utilizar el conjunto {-1, 1} y el valor de umbral cero, la fase de aprendizaje para la
memoria Hopfield sera similar, en cierta forma, a la fase de aprendizaje del Linear
Associator. La intensidad de la fuerza de conexion de la neurona x; a la neurona x; se
representa por el valor de m;;, y se considera que hay simetria, es decir, m;jj = m;ji. Si x; no
esta conectada con x;j entonces m;; = 0; en particular, no hay conexiones recurrentes de una
neurona a si misma, lo cual significa que mj; = 0. El estado instantaneo del sistema esta
completamente especificado por el vector columna de dimension n cuyas coordenadas son
los valores de las n neuronas.

La memoria Hopfield es autoasociativa, simétrica, con ceros en la diagonal principal. En
virtud de que la memoria es autoasociativa, el conjunto fundamental para la memoria
Hopfield es {(x*, x*) | u=1,2, ..., p}conx“ e A"y A={-1, 1}

Algoritmo Hopfield
Fase de Aprendizaje
La fase de aprendizaje para la memoria Hopfield es similar a la fase de aprendizaje del
Linear Associator, con una ligera diferencia relacionada con la diagonal principal en ceros,

como se muestra en la siguiente regla para obtener la ij-ésima componente de la memoria
Hopfield M:
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p
XX st i
p=1

Osii=]j

Fase de Recuperacion

Si se le presenta un patron de entrada X a la memoria Hopfield, ésta cambiara su estado
con el tiempo, de modo que cada neurona x; ajuste su valor de acuerdo con el resultado que

arroje la comparacion de la cantidad Z m;x; con un valor de umbral, el cual normalmente
j=1
se coloca en cero.

Se representa el estado de la memoria Hopfield en el tiempo t por x(t); entonces x;(t)
representa el valor de la neurona x; en el tiempo t y xj(t+1) el valor de x; en el tiempo
siguiente (t+1).

Dado un vector columna de entrada X, la fase de recuperacion consta de tres pasos:

1) Para t=0, se hace x(t) =X; es decir, x,(0) =%, Vi e {1,2,3,....n}

2) Vie{1,23,...,n} se calcula xj(t+1) de acuerdo con la condicion siguiente:

1 si me

7

(t)>0

X (t+1) =4x(t) si ZmIJ ;) =0

—1si me

7]

<0

3) Se compara x;(t+1) con x;(t) Vi € {1, 2, 3,...,n} . Si Xx(t+1) = x(t) el proceso termina 'y
el vector recuperado es x(0) =X. De otro modo, el proceso continta de la siguiente
manera: los pasos 2 y 3 se iteran tantas veces como sea necesario hasta llegar a un valor

= ¢ para el cual xj(z+1) = xi(?) Vi € {1, 2, 3,...,n}; el proceso termina y el patrén
recuperado es X(7).

En el articulo original de 1982, Hopfield habia estimado empiricamente que su memoria
tenia una capacidad de recuperar 0.15n patrones, y en el trabajo de Abu-Mostafa & St.
Jacques [24] se establecio formalmente que una cota superior para el nimero de vectores de
estado arbitrarios estables en una memoria Hopfield es n.
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2.2.5 Memorias Asociativas Morfoldgicas

La diferencia fundamental entre las memorias asociativas clasicas (Lernmatrix,
Correlograph, Linear Associator y Memoria Asociativa Hopfield) y las memorias
asociativas morfoldgicas radica en los fundamentos operacionales de éstas Ultimas, que son
las operaciones morfoldgicas de dilatacion y erosion; el nombre de las memorias
asociativas morfoldgicas estd inspirado precisamente en estas dos operaciones basicas.
Estas memorias rompieron con el esquema utilizado a través de los afios en los modelos de
memorias asociativas clasicas, que utilizan operaciones convencionales entre vectores y
matrices para la fase de aprendizaje y suma de productos para la recuperacion de patrones.
Las memorias asociativas morfoldgicas cambian los productos por sumas y las sumas por
maximos o0 minimos en ambas fases, tanto de aprendizaje como de recuperacion [25].

Hay dos tipos de memorias asociativas morfoldgicas: las memorias max, simbolizadas con
M, y las memorias min, cuyo simbolo es W; en cada uno de los dos tipos, las memorias
pueden funcionar en ambos modos: heteroasociativo y autoasociativo.

Se definen dos nuevos productos matriciales:
El producto méaximo entre D y H, denotado por C = D V H, es una matriz [Cij]mxn CUYa ij-
ésima componente cj; es

Cij :\r/(dik +hkj)

k=1

El producto minimo de D y H denotado por C = D A H, es una matriz [Cij]mxn CUya ij-ésima
componente Cjj es

]
Cj = /\(dik + hkj)
k=1

Los productos maximo y minimo contienen a los operadores maximo y minimo, los cuales
estan intimamente ligados con los conceptos de las dos operaciones basicas de la
morfologia matematica: dilatacion y erosion, respectivamente.

2.2.5.1 Memorias Heteroasociativas Morfologicas

Algoritmo de las memorias morfolégicas max

Fase de Aprendizaje

1. Para cada una de las p asociaciones (x“, y*) se usa el producto minimo para crear la
matriz y* A (-x*)' de dimensiones m x n, donde el negado transpuesto del patrén de
entrada x“ se define como (-x*)' = (— X{ = XG ey Xé‘).

2. Se aplica el operador maximo v a las p matrices para obtener la memoria M.

M :\p/[y“A(—x”)‘]

12



Fase de Recuperacion

Esta fase consiste en realizar el producto minimo A de la memoria M con el patrén de
entrada x“, donde w € {1, 2, ..., p}, para obtener un vector columna y de dimensién m:

y=MAX*

Las fases de aprendizaje y de recuperacion de las memorias morfolégicas min se obtienen
por dualidad.

2.2.5.2 Memorias Autoasociativas Morfoldgicas
Para este tipo de memorias se utilizan los mismos algoritmos descritos anteriormente y que
son aplicados a las memorias heteroasociativas; lo Unico que cambia es el conjunto
fundamental. Para este caso, se considera el siguiente conjunto fundamental:

{(x*x") | x* e A", donde =1, 2, ..., p}

2.2.6 Memorias Asociativas Alfa-Beta

Las memorias Alfa-Beta [15] utilizan maximos y minimos, y dos operaciones binarias
originales a'y S de las cuales heredan el nombre.

Para la definicion de las operaciones binarias a'y £ se deben especificar los conjuntos Ay
B, los cuales son:
A={0,1} vy B={0,1,2}

La operacion binaria «: A x A — B se define como:

X y (X, Y)
0 0 1
0 1 0
1 0 2
1 1 1
La operacion binaria . B x A — A se define como:
X y B, Y)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
2 0 1
2 1 1
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Los conjuntos Ay B, las operaciones binarias 'y £ junto con los operadores A (minimo) y

Vv (méaximo) usuales conforman el sistema algebraico (A, B, «, 5, A, V) en el que estan
inmersas las memorias asociativas Alfa-Beta.

El fundamento tedrico de las memorias asociativas Alfa-Beta se presenta en el siguiente
capitulo de forma mas completa, debido a que estas memorias son la base fundamental para
la construccion del modelo de BAM propuesto en este trabajo de tesis.

2.2.7 Memorias Asociativas Media

Las Memorias Asociativas Media [26] utilizan los operadores A y B, definidos de la
siguiente forma:

Al y)=x-y
B(x,y)=x+y
Las operaciones utilizadas se describen a continuacion.

Sean P = [pijlmxr Y Q=[0qjj]rxn dOS matrices.

Operacion Oa: P Oa Qexn = [fi]mn donde f,* = ngr?ld A(Pi: Gy ;)

Operacion Og: Py O Qrxn = [fii~]mxn donde fi’ = ngz_ald B(pi.0y,;)

Algoritmo Memorias Media
Fase de Aprendizaje
Paso 1. Paracada £=1, 2, ..., p, de cada pareja (x°, y°) se construye la matriz:

[yf Oa (Xg)t]mxn

Paso 2. Se aplica el operador media a las matrices obtenidas en le paso 1 para obtener la
matriz M, como sigue:

M = medy?o, (|

El ij-ésimo componente M esta dado como sigue:

m; =rr;[éldA(yf,xf)
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Fase de Recuperacion
Se tienen dos casos:

Caso 1. Recuperacion de un patrén fundamental. Un patréon X", conw € {1, 2, ..., p} se le
presenta a la memoria My se realiza la siguiente operacion:

M OBXW

El resultado es un vector columna de dimension n, con la i-ésima componente dada como:
n
(M<>wa)i = med B(m. xW)
j=1

ijr 7

Caso 2. Recuperacion de un patrén alterado. Un patron X, que es una version alterada de
un patron x", se le presenta a la memoria My se realiza la siguiente operacion:

MO X

De nuevo, es resultado es un vector de dimension n, con la i-ésima componente dada como:

(MOBX)i = rr}neld B(mij ! Xj )

2.3 Estado del arte sobre Memorias Asociativas Bidireccionales

El estado del arte correspondiente al contenido de esta tesis incluye de manera importante
los diferentes modelos de memorias asociativas bidireccionales surgidos a partir de 1988,
afio en que fue creada la primera memoria asociativa bidireccional (BAM) por Kosko [14].
Esta seccion consta de dos partes. En la primera parte se describe el funcionamiento, tanto
en la fase de aprendizaje como en la de recuperacién, de la BAM de Kosko y se incluye un
ejemplo ilustrativo. La importancia de este modelo radica en que, ademas de ser la primera
memoria asociativa bidireccional, es la base fundamental tedrica que utilizan la mayoria de
los modelos siguientes que intentan mejorar la capacidad de recuperacion. En la segunda
parte se presenta una tabla resumen, tabla 2.3.1, donde se muestran los 38 modelos de
memorias asociativas bidireccionales mas importantes en orden cronologico.

2.3.1 Memoria Asociativa Bidireccional de Kosko.
Bart Kosko, investigador de la University of Southern California, propuso en 1988 la
Bidireccional Associative Memory (BAM) [14] para subsanar la clara desventaja de la

autoasociatividad de la memoria Hopfield. La BAM maneja pares de vectores (A1,B1), ...
(Am,Bm), donde A € {0, 1}"y B < {0, 1}*.
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Al igual que Austin ensambld dos redes asociativas de Willshaw para disefiar su ADAM
[27], Kosko ided un arreglo de dos memorias Hopfield, y demostré que este disefio es
capaz de asociar patrones de manera heteroasociativa.

El funcionamiento de la BAM se ilustra en la figura 2.3.

La matriz M es una memoria Hopfield con la Unica diferencia que la diagonal principal es
diferente de cero. M" es la matriz transpuesta de M que, ahora como entrada, recibe aB'y la
salida serd A. El proceso bidireccional anteriormente ilustrado continla hasta que A 'y B
convergen a una pareja estable (A;, Bj).

A—->M-—>B
A M «B
A N> M ->PB
A7« M« B’

Ai ->M —)Bi
A « M« B

Figura 2.3.1 Funcionamiento de la BAM de Kosko. Se le presenta un patron de entrada a la
matriz de correlacion M y se obtiene un patron de salida; posteriormente, se calcula la
transpuesta de M y se le presenta este patron de salida, lo que resulta en un nuevo patron de
entrada. Este proceso se repite hasta que el sistema llega a un estado estable en donde no
existen cambios en los patrones calculados.

Kosko descubrié que su memoria funcionaba mejor con patrones bipolares que con
patrones binarios (a la manera de Hopfield), por tanto: A € {-1,1}"y B € {-1, 1}*

Para la codificacion de la BAM se superponen las m asociaciones sumandolas para formar
la matriz de correlacion:

M=> A'B, 2.3.1)
y la memoria dual M" que esta dada por:
t
MT=> (A8 =Y B A (23.2)

En el proceso de decodificacion, cada neurona a; que se encuentra en el campo A y cada
neurona b; localizada en el campo B, de forma independiente y asincrona, examina la suma
de entrada de las neuronas del otro campo, entonces puede o no cambiar su estado si la
suma de entrada es mayor, igual 0 menor que un umbral dado. Si la suma de entrada es
igual al umbral, entonces la neurona no cambia su estado. La suma de entrada para b; es el
producto interno columna:
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AM' :Zaimij (233)

donde M’ es la j-ésima columna de M. La suma de entrada para a; es, de manera similar,

BM{ :Zj:bjmij (2.3.4)

donde M; es la i-ésima fila de M. Se toma el 0 como el umbral para todas las neuronas. Las
funciones de umbral para a; y b; son:

1, si BM] >0
a. =
-1, si BM] <0
b — 1, si AM’>0
"1 si AMI <0
Cuando se le presenta un patrén (A, B) a la BAM, las neuronas en los campos Ay B se
prenden o se apagan de acuerdo a la ocurrencia de 1’s y 0’s en los vectores de estado Ay B.
Las neuronas contintan sus cambios de estado hasta que se alcance un estado estable
bidireccional (As, By).
El siguiente ejemplo ilustra el funcionamiento de la BAM.

Ejemplo: Se proponen 3 pares de vectores (m = 3):

Ar=(111-11-1); Bi=(-1111-1)

A=(-11-111), B,=(111-1-1)

Az=(-1-1-11-11); B3=(-11-111)
Por tanto,n=3yp=>5.

La matriz de correlacion y su transpuesta son:

11 3-1-3
1-11-11 1
14111 -1
1-11-11 1
Sl 113-1-3
M=|3 1 3-33 -1 MT =
1-1-31 3
11-1 1-1.-1
11 3-1-3
-3-1-3 3-3 1
11-1-11
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Se le presenta el vector A; a la memoria de Kosko, entonces, siguiendo el procedimiento
descrito en la figura 2.3.1 y utilizando las ecuaciones 2.3.3 y 2.3.4, el resultado es el
siguiente:

Con ayuda de la ecuacion 2.3.3 se obtiene By,

B,=AM=| 10 Aplicando los umbrales B, =
-6 -1
-10 -1

con B, se obtendra A,” mediante la matriz transpuesta M':

9 1
-1 -1
. 9 1
A =B,M' = 9 Aplicando los umbrales A = 1
9
1

Ahora utilizando A,’ y M se obtiene B;’:

6
6
B,=AM=| 10 Aplicando los umbrales B, =
-6 -1
-10 -1

Comparando B, con B;’ se puede observar que ambos vectores son iguales; por lo tanto, el
patrén recuperadoes (1 1 1 -1 -1). Se puede concluir que la recuperacion realizada por la
memoria de Kosko, con el patrén de entrada A, fue correcta.

Cuando se le presentan los patrones de entrada A; y Az a la BAM, los patrones recuperados,
B:”” y B3’’, son iguales al patron (1 1 1 -1 -1). Claramente se puede observar que la
recuperacion no fue correcta en ninguno de los dos casos.

Kosko propone la funcion de potencial:

E(A,B):—EAMBT “lpvar (2.3.5)
2 2
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como la energia del sistema de la BAM para el estado (A,B). La ecuacion 2.3.5 es
equivalente a
E(A, B) =- AMB (2.3.6)

Kosko comprueba que el proceso de decodificacion (proceso bidireccional) siempre alcanza
un estado estable, el cual corresponde a un minimo local de la ecuacion 2.3.5. Ademas,
establece que se llega al minimo local a partir de cualquier matriz de correlacién M. Se
alcanza el estado estable debido a que los cambios en las variables de estado producen un
cambio de energia negativo.

En este trabajo, Kosko afirma que la capacidad de almacenamiento de la BAM es el valor
minimo entre las dimensiones de los vectores de los patrones de entrada y de salida, esto es:
min(n, p).

2.3.2 Modelos de Memorias Asociativas Bidireccionales a través del tiempo

En esta seccion se presentan, en la tabla 2.3.1, los 38 modelos de memorias asociativas
bidireccionales mas importantes a través del tiempo. La primera columna de la tabla indica
el afio de creacion de la BAM; en la segunda columna aparece el nombre del autor principal
y el nombre del modelo (el nombre original en inglés); finalmente, en la tercera columna se
describe el método que utilizo cada modelo para intentar mejorar la capacidad de
recuperacion. En el apéndice B se describe en detalle cada uno de los modelos incluidos en
la tabla.

El criterio utilizado para decidir que los 38 modelos de memorias asociativas
bidireccionales de la tabla son los mas importantes a través del tiempo, radica en el método
utilizado por cada modelo. Algunas de ellas son modificaciones de algoritmos propuestos o,
en algunas ocasiones, se conjuntan dos métodos para dar vida a uno nuevo. Se tomo la
decision de no mencionar aquellos modelos presentes en la literatura actual que son
modificaciones menores de los incluidos en la tabla 2.3.1.

La variedad de conceptos matematicos y técnicas computacionales usadas por los
investigadores es notable. En los modelos de BAM presentados en esta seccion estan
incluidos, entre otros, los siguientes métodos: entrenamiento mdltiple y adicion dummy,
técnicas de alto orden, técnicas exponenciales, codificacion Householder, algoritmo Optimal
Gradient Descent, conexion asimétrica, aprendizaje basado en el perceptron y eliminacién de
estados espurios.

Tabla 2.3.1 Modelos de BAM a través del tiempo

Afio Autor y Nombre Caracteristica distintiva
1988 Kosko, BAM [14] Primera memoria asociativa bidireccional
1988 Haines et. al., BAM no homogénea [16] Se introducen los umbrales diferentes de cero
Se entrena la BAM con la misma pareja de patrones
1989 | Wang Y et al, Multiple Training (MT) [28] mdltiples ocasiones para intentar que, al menos, esta pareja
sea recuperada
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Tai et al, High-Order Bidirectional

En la etapa de codificacion de la HOBAM de orden k, se

1989 Associative Memory (HOBAM) [29] gt|||za la operacion de elevar al exponente k el producto
interno de los vectores de entrada
La regla de actualizacién utiliza la operacion exponencial
1990 Jeng et al, Exponencial BAM (EBAM) [30] que contiene como base un nimero « >1 y como exponente
el producto interno de los vectores de entrada
. Utiliza de nuevo el entrenamiento multiple con una variante:
1990 |WangY etal, MT and dummy addition [31] la extension dummy de los vectores
Especifica el nimero minimo de veces de entrenamiento de
1990 Wang Y et al [32] una asociacién para asegurar que el correspondiente par
sea recuperado en el proceso de entrenamiento multiple
1990 Simpson, Higher Ordered BAM [33] La intra e |nt'erconeX|on de las diferentes capas de los
heterocorrelacionadores
Mediante técnicas de programacion lineal se calcula el
Wang Y et al, Linear Programming/Multiple | nimero de veces de entrenamiento de una asociacion para
1991 Y ‘
Training (LP/MT) [19] asegurar que el correspondiente par sea recuperado en el
proceso de entrenamiento mdltiple
1991 Leung et al, Codificacién Householder [17] Se _apllcfa} la transformada Householder en la etapa de
codificacion
- . Se crea la matriz de correlacion cancelando los estados
1991 Stinivasan et al, Unlearning [34] espurios (se induce a que algunos patrones no se aprendan)
Wang W et al o o
1992 Modified EBAM (MEBAM) [35] Agrega un término de autocorrelacion al exponente
1992 Jeng et al Modelo general de correlacién para asegurar estabilidad en
Stable High order BAM ( SHBAM) [36] la HOBAM y en la EBAM
Pondera los patrones fundamentales de manera que
1992 Yu et al, Generalized Bidirectional cumplan con la condicion de continuidad propuesta por
Associative Memory (GBAM) [37] Kosko, en lugar de buscar que los patrones sean estados
estables
Similar al LP/MT, se generan ponderaciones. Se utiliza el
1993 Lee et al, Correlation Significance (CS) [38] método dgl gradiente descgndlente. La funcién de error
(ponderaciones) se actualiza en cada paso de la
recuperacion
. Utiliza el método del gradiente descendiente de manera que
Perfetti o ; i
1993 . . . se logren maximizar los radios de atraccién de cada uno de
Optimal Gradient Descent Learning [39]
los patrones entrenados
Leung, Enhanced Householder Coding . , ,
1993 Algorithm (EHCA) [40] Fusiona en una sola matriz las dos matrices del Householder
1993 Leung, Adaptative Ho-Kashyap Bidirectional | Propone una nueva regla de aprendizaje para la BAM:
Learning ( AHKBL) [41] Adaptive Ho-Kashyap Bidirectional Learning (AHKBL)
Utiliza la técnica de successive over-relaxation para
1994 Khorasani et al, BAM modificada [43] encontrf:}r pesos y Ios: umbrales. Su opjet|vo no es minimizar
la funcién de energia, sino generalizar el aprendizaje de
memorias autoasociativas basadas en Hopfield
_ Se realiza el anlisis de la eBAM implementada con circuitos
1994 Wang Cetal, Analls_|s d_e la eBAM VLSI, con respecto a su radio de atraccion y su capacidad
implementada con circuitos VLSI [44] de almacenamiento
Propone pesos de interconexion asimétricos para la matriz
e de correlacion. Ademds, se crea un operador de
Xu et al, Asymmetric Bidirectional . ] P
1994 - interpolacién en la codificacion para asegurar que todos los
Associative Memory (ABAM) [45] . ;
patrones sean estados estables si son linealmente
independientes
1994 Hattori et al, Pseudo-Relaxation Learning Utiliza el PRLAB para encontrar los pesos y los umbrales de

Algorithm (PRLAB) 46]

la matriz de correlacion
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T . Se basa en la idea del perceptron para generar una matriz
1994 Leung, Bidirectional Learning ( BL) [48] de conexiones
Hu et al, Parallel Orthogonalization Based Se proponen dos tipos de codificacion basados en técnicas
1994 BAM (POBAM) y Unilateral de ortogonalizacién: el POBAM, que tiene conexiones
Orthogonalization Based BAM (UOBAM) [49] | simétricas, y el UOBAM, con conexiones asimétricas
Se presentan dos disefios de BAM, una lineal y otra no
1994 | Wang Z, Linear and No Linear BAM [50] lineal. Ambas utilizan una matriz 6ptima diferente a una
matriz de correlacion
1994 Sarkar, Three Layer BAM (TLBAM) [51] Se propone una BAM de tres capas, enllla que se calcula la
cantidad exacta de ruido en la recuperacion
1996 Osana et al, Chaotic Bidirectional Utiliza neuronas cadticas en la etapa de decodificacion, y
Associative Memory (CBAM) [52] permite asociaciones de uno a muchos.
1997 Chen et al La IEBAM fusiona los dos exponentes de la MEBAM en uno
Improved Exponential BAM (IEBAM) [53] solo, lo que permite evitar el requisito de continuidad
| Binolar-Orth | Aligual que Wang Y (1990) se aumentan elementos dummy,
1997 Haryono et al, Bipolar-Orthogona la dnica diferencia es que los elementos de Wang eran
Augmentation Method (BOAM) [54] binari .
inarios vy los de Haryono son hipolares
Aradjo et al, Unlearning of Spurious El USA elimina los atractores espurios y el BDR actualiza los
1997 Attractors (USA) and Bidirectional Delta Rule | pesos de la matriz de correlacion bidireccionalmente
(BDR) [55] mientras existan atractores espurios
1999 Ritter et al, Morphological BAM (MBAM) [57] Se t_)(:asan en las operaciones morfolégicas de dilatacion y
erosion, y son one-shot
Se disefian dos BAM feedforward, una compuesta por los
2000 Wu et al, Feedforward BAM [58] patrones de entrada y un vector intermedio, y la otra, con los
patrones de salida y el mismo vector; ademés, es one-shot
La condicion para el buen funcionamiento del BL era que los
2001 Lenze, Improved BL (IBL) [59] patrones fueran linealmente separables; IBL utiliza la
traslacion y la dilatacion para evadir esa condicion
Basada en la eBAM se calcula el radix que garantiza la
2001 Eom et al, EBAM ponderada [60] atrgccién dentro de cierto .radio. Las ponde(aciones
utilizadas para obtener el radix se calculan mediante el
algoritmo Pseudo-Relaxation
2003 Lee etal [63] Se propone el concepto de bola de Hamming de orden g
Utiliza el método del aumento dummy para la correccion de
2005 Zheng et al, Optimal Gradient Descent los patrones recuperados; ademas, agranda el radio de
Algorithm (OGDA) [64] atraccion mediante el algoritmo del gradiente descendiente
optimo
2005 Shen et al [18] Mediantg/ un algoritmo genético se pondera la matriz de
correlacion
2006 Chartier [65] Permite el aprendizaje tanto de patrones binarios como de
patrones en escala de grises

En la figura 2.3.2 podemos observar los resultados graficos de la capacidad de recuperacion
de algunos de los modelos presentados en la tabla anterior. Las graficas de los modelos de
Wang (1991), Jeng, Zheng y Chartier nos indican que la recuperacion de patrones decrece
cuando aumenta el numero de parejas entrenadas. Sin embargo, el nuevo modelo de
Memoria Asociativa Bidireccional propuesto en este trabajo de tesis tiene el
comportamiento indicado por la flecha que sobresale en negro; esto es, la BAM Alfa-Beta
recupera de manera correcta todos los patrones entrenados, sin importar que el nimero de
éstos aumente. La grafica resultante del modelo de Wu sugiere que para que este modelo
pueda recuperar todos los patrones entrenados, la distancia de Hamming entre ellos debe
ser menor o igual a 4. Las caracteristicas de los patrones entrenados, como: distancia de
Hamming, ortogonalidad, independencia lineal, entre otras, no limitan el buen
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funcionamiento de la BAM Alfa-Beta; el nuevo modelo siempre presentara recuperacion
correcta de todos los patrones del conjunto fundamental.
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Figura 2.3.2 Graficas de los resultados de la capacidad de recuperacion de los modelos de
Wang (1991), Jeng, Wu, Zheng y Chartier (mostrados en la tabla 2.3.1). La flecha que
sobresale en negro, indica el comportamiento de la BAM Alfa-Beta ante la capacidad de
recuperacion, lo que nos sugiere la recuperacion correcta de todos los patrones entrenados.

En al Apéndice B se describen detalladamente cada uno de los 38 modelos de Memorias
Asociativas Bidireccionales que se presentaron en la Tabla 2.3.1.
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CAPITULO 3

Marco Teorico
Las Memorias Asociativas Alfa-Beta son la base fundamental del modelo de Memoria
Asociativa Bidireccional propuesto en este trabajo de tesis.
En este capitulo se presenta el fundamento tedrico que sustenta a las memorias asociativas
Alfa-Beta tal como aparece en [15]; para ello, se presentan las definiciones de las
operaciones a'y f, las operaciones matriciales utilizando estas operaciones originales, y se
describen las fases de aprendizaje y recuperacion de la memorias heteroasociativas y

autoasociativas Alfa-Beta, tanto max como min.

La numeracion de los Lemas y Teoremas que Se presentan en este capitulo, corresponde a
la numeracion original que aparece en [15].

3.1 Memorias Asociativas Alfa-Beta

Las memorias Alfa-Beta utilizan maximos y minimos, y dos operaciones binarias originales
a 'y [ de las cuales heredan el nombre.

Para la definicion de las operaciones binarias a'y S se deben especificar los conjuntos Ay
B, los cuales son:

A={0,1} y B={0,1,2}

La operacion binaria o A X A — B se define como se muestra en la Tabla 3.1.

Tabla 3.1 Operacion binaria : AXA —> B

X y (X, Y)
0 0 1
0 1 0
1 0 2
1 1 1

La operacion binaria 4. B x A — A se define como se muestra en la Tabla 3.2
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Los conjuntos A 'y B, las operaciones binarias a'y £ junto con los operadores A (minimo) y
v (maximo) usuales conforman el sistema algebraico (A, B, a, B, A, V) en el que estan
inmersas las memorias asociativas Alfa-Beta.

Tabla 3.2 Operacion binaria S:BXA > A

X y AX,Y)
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
2 0 1
2 1 1

Se requiere la definicion de cuatro operaciones matriciales, de las cuales se usaran solo 4
casos particulares:

Operacion amax: P,V Q. = [fij“ ]mxn ,donde " =\, a(py,dy)
k=1

Operacion Amax: P,V ;Q, = [fij’j ]mxn ,donde f/ =\, B(pi.dy)
k=1

ij

OperaCién amin: merAaern = [ha]mxn’ donde hij'z - /\a(pik’qkj)
k=1

Operacion Amin: P A Q= [hijﬂ ]mxn ,donde h/ = k/\_lﬂ(pik'qkj)

El siguiente lema muestra los resultados obtenidos al utilizar las operaciones que

involucran al operador binario « con las componentes de un vector columna y un vector fila
dados.

Lema 2.1. Seanx € A"y y € A™; entonces y V,, x' es una matriz de dimensiones m x n, y
ademas se cumple que: y Vo x' =y A, X\

Demostracion.
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Y1

yv x' = :yz V(X Xy, X, )

a

Ym

\/Lla(}ﬁvxl) \/lk=1a(y1’x2) \/lk=1a(yl’xn)
1 1 1

\/kzla(yZ’Xl) \/k:la(Y2’X2) \/k:la(yZ’Xn)

Via @V %) Vg @ni %) o Vi @n X))

a(y, X)) a(yy, X)) ... a(y;,X,)
(Y, %) (Y, X)) ... a(Yy,Xx,)

a(ymlxl) a(ym’XZ) a(ym’xn) mxn

/\Lla(ylvxl) /\:IL(:la(yl’XZ) /\tzla(yllxn)
1 1 1
/\k:]_a(yZ!Xl) /\kzla(yZ’XZ) /\kzla(yZ'Xn)

1 1 1
At @V X)) A @Ymi X2) oo Ay @Y X, .

En efecto, resulta que y V,, x' es una matriz de dimensiones m x n, y que y Vo, x' =y A, X.

Dado el resultado del lema anterior, es conveniente escoger un simbolo Unico, digamos el
simbolo ®, que represente a las dos operaciones V, y A, cuando se opera un vector
columna de dimension m con un vector fila de dimension n:

YyVeX =y®x' =yA, X
La ij-ésima componente de la matriz estd y ® x' dada por:
[y ® xTij = alyix))

Dado un indice de asociacion g, la expresion anterior indica que la ij-ésima componente de
la matriz y* ® (x*)' se expresa de la siguiente manera:

[y ® (x)]; = a(y{‘,xf)

Ahora se analizara el caso en el que se opera una matriz de dimensiones m X n con un
vector columna de dimension n usando las operacionesVgy Ag En los lemas 2.2 'y 2.3 se
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obtiene la forma que exhibiran las i-ésimas componentes de los vectores columna
resultantes de dimension m, a partir de ambas operaciones Vgy Ap.

Lema 2.2 Sean x € A" y P una matriz de dimensiones m x n. La operacion Ppyx, V4 x da
como resultado un vector columna de dimension m, cuya i-ésima componente tiene la

siguiente forma: (menvﬂx)i = V?:Iﬁ(pij X, )

Demostracion.-

P Pz --o Py X,

menvﬁx: pfl p2:2 p:2n vﬁ ).(z

pml pmz pmn Xn
ﬂ(pll'xl)Vﬂ(plzlxz)v...Vﬁ(pln,Xn) Vr;zlﬂ(pljvxj)
P,V ,Xx= ﬂ(pnaXl)Vﬂ(pzzix'z)v...vﬂ(pZH,Xn) _ V?=llg(p2j,xj)
A (VI CRI

Se obtiene un vector columna de dimensién m cuya i-ésima componente es
n
(menvﬂx>i = \/jzlﬂ(pij 1 X; )

Lema 2.3 Sean x € A" y P una matriz de dimensiones m x n. La operacion Pmy Ag x da
como resultado un vector columna de dimension m, cuya i-ésima componente tiene la

siguiente forma: (P, A x)i :A';:l,B(pij,xj)

mxn— g

Demostracién

P Pz -+ Pag X,
Pl x=| U P Pl 1
Py Pmz -+ Pmn X,
BB X) A (P Xs) A A BB X)) [ Asa PP X)
P A,x= ﬂ(p21,xl)Aﬁ(pzz,x:Z)A...Aﬂ(DZn,xn) _ A?lﬂ(.pzj,xj)
B(Prss X1) A B(Prz s X2) Awee A B(Ppns %) A By,
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Se obtiene un vector columna de dimensién m cuya i-ésima componente es
(menAﬂx)i = /\r;:lﬂ(pij X )
3.2 Memorias Heteroasociativas Alfa-Beta
Se tienen dos tipos de memorias heteroasociativas Alfa-Beta: tipo V y tipo A. En la

generacion de ambos tipos de memorias se usard el operador ® el cual tiene la siguiente
forma:

[y” ® (x*f L. —aly* x )i pefl,2, .. p} i efl,2, .. m}je{L,2, ...}
Algoritmo Memorias Alfa-Beta tipo V
Fase de Aprendizaje

Paso 1. Paracada =1, 2, ..., p, a partir de la pareja (x*, y*) se construye la matriz

[y" ®(x ) men

Paso 2. Se aplica el operador binario maximo v a las matrices obtenidas en el paso 1:

V=uly ©x)]

#=1

La entrada ij-ésima esta dada por la siguiente expresion:

P
vy =\ alyf x{
u=l

Fase de Recuperacion

Se presenta un patron x“, con @ € {1, 2, ..., p}, a la memoria heteroasociativa aftipo Vy
se realiza la operacion Az 'V Agx”.

Dado que las dimensiones de la matriz V son de m x n y x“ es un vector columna de
dimensidn n, el resultado de la operacion anterior debe ser un vector columna de dimension
m, cuya i-ésima componente es:

(VAﬂxw)i = j/n_\lﬂ(vij , Xfl)
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Algoritmo Memorias Alfa-Beta tipo A

Fase de Aprendizaje

Paso 1. Paracada =1, 2, ..., p, a partir de la pareja (x“, y*) se construye la matriz

[y” ®(x*) men

Paso 2. Se aplica el operador binario minimo A a las matrices obtenidas en el paso 1:

p
A= Aly" ®(x*)]
u=1
La entrada ij-ésima esta dada por la siguiente expresion:

p
ENA

u=l
Fase de Recuperacion

Se presenta un patrén x“, con w € {1, 2, ..., p}, a la memoria heteroasociativa a3 tipo A 'y
se realiza la operacion Vs V Vgx©.

Dado que las dimensiones de la matriz A son de m x n y x“ es un vector columna de

dimensidn n, el resultado de la operacion anterior debe ser un vector columna de dimension
m, cuya i-ésima componente es:

(Avﬂxw)i = J{/lﬂ(lij ’ Xfl)

3.3 Memorias Autoasociativas Alfa-Beta

Si a una memoria heteroasociativa se le impone la condicion de que y“=x“ Vu € {1, 2, ...,
p) entonces, deja de ser heteroasociativa y ahora se le denomina autoasociativa.

A continuacién se enlistan algunas de las caracteristicas de las memorias autoasociativas
Alfa-Beta :

1. El conjunto fundamental toma la forma {(xx") | u=1, 2, ..., p}
2. Los patrones fundamentales de entrada y salida son de la misma dimension;

denotémosla por n.
3. Lamemoria es una matriz cuadrada, para ambos tipos, Vy A. Si x* € A" entonces

V - [VIJ Jan y A - |~/1U Jan
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3.3.1 Memorias Autoasociativas Alfa-Beta tipo V

Las fases de aprendizaje y recuperacion son similares a las memorias heteroasociativas
Alfa-Beta.

Fase de Aprendizaje
Paso 1. Paracada =1, 2, ..., p, a partir de la pareja (x*,x*) se construye la matriz

[x” ® (x”)t]

nxn

Paso 2. Se aplica el operador binario maximo V a las matrices obtenidas en el paso 1:
p
V=y e ox)]
=1
La entrada ij-ésima de la memoria esta dada asi:
p
Vi = V“(Xiﬂ’xf)
=1

y de acuerdo con que o: AXA — B, setieneque vij e B, Vie {1,2,..,n}. Vje {1, 2, ..,
n}.

Fase de Recuperacion. La fase de recuperacion de las memorias autoasociativas Alfa-
Beta tipo V tiene dos casos posibles. En el primer caso el patron de entrada es un patron
fundamental; es decir, la entrada es un patrén x“, con w € {1, 2, ..., p}. En el segundo caso,
el patron de entrada NO es un patron fundamental, sino la version distorsionada de por lo
menos uno de los patrones fundamentales; lo anterior significa que si el patron de entrada
es X, debe existir al menos un valor de indice w € {1, 2, ..., p} , que corresponde al patrén
fundamental respecto del cual X es una version alterada con alguno de los tres tipos de
ruido: aditivo, sustractivo o mezclado.

CASO 1: Patron fundamental. Se presenta a un patrén x“, con w € {1, 2, ..., p} ala
memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V y se realiza la operacion Agz:

VAﬁXw

El resultado de la operacion anterior sera el vector columna de dimension n.

(VAﬁx“’)i = n_l,B(vij X5)

i
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(Va,x) - Rﬂ{{\"/a(xﬁxf’)}xf}

j=1 u=1

CASO 2: Patron alterado. Se presenta el patron binario X (patron alterado de algun
patron fundamental x“) que es un vector columna de dimension n, a la memoria
autoasociativa Alfa-Beta tipo V' y se realiza la operacion

VA X

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacion anterior es un vector columna de
dimensidn n, cuya i-ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(VAﬁi)i = /n\/B(Vij ) Xj )

=1

(va,) = /n\ﬂ{\p/ a(x{’,xf‘)} Yl}

j=1 u=1

Lema 4.27. Una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V tiene Unicamente unos en la
diagonal principal.

Demostracion. La ij-ésima entrada de una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V esta

p
dada por v; =va(xi“,x;‘). Las entradas de la diagonal principal se obtienen de la
u=1

expresion anterior haciendo i = j:

p
Vv, = va(x{’,xf’), Vie{l2,..n}

1
u=l

Por la propiedad de la tabla se tiene que a(x,x/)=1, por lo que la expresion anterior se
transforma en:

v, :\p/(l):l, Vie{l2,..n}

n=1

Teorema 4.28 Una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V recupera de manera perfecta
el conjunto fundamental completo; ademas, tiene maxima capacidad de aprendizaje.

Demostracién. Sea w = {1, 2, ..., p} arbitrario. De acuerdo con el lema 4.27, para cada i €
{1, ..., n} escogida arbitrariamente
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Vi =1=a(x’, X’
Es decir, parai € {1, ..., n} escogida arbitrariamente, 3 jo =i € {1, ..., n} que cumple con:

Vi, = a(x’, Xﬁ)

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 4.7

VAx“=x"Voe{l,2,.,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V recupera de manera perfecta
el conjunto fundamental completo.

Ademas, en la demostracion de este Teorema, en ningin momento aparece restriccion
alguna sobre p, que es la cardinalidad del conjunto fundamental; y esto quiere decir que el
conjunto fundamental puede crecer tanto como se quiera. La consecuencia directa es que el
numero de patrones que puede aprender una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo V, con
recuperacion perfecta, es maximo.

El Teorema 4.28 se puede enunciar desde un enfoque matricial de la siguiente manera:
dado que para cada asociacion (x“, x“) del conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta V, se cumple que cada fila de la matriz V - x”® (x”)'  contiene
una entrada cero, entonces de la memoria V recupera el conjunto completo de patrones
fundamentales en forma perfecta.

Teorema 4.30 Sea {(x“x*) | =1, 2, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta representada por V, y sea X € A" un patron alterado con ruido
aditivo respecto a algun patrén fundamental x” con @ € {1, 2, ..., p}. Si se presenta X a la
memoria VV como entrada, y si ademas para cada i € {1, ..., n} se cumple la condicién de
que 3Jj =jo € {1, ..., n}, el cual depende de wy de i tal que v; <a(x”,X; ), entonces la

o —

recuperacion VA X es perfecta, es decir, VA ;X =x"

Demostracion.- Por hip6tesis se tiene que y* =x“ Vu e {1, 2, ..., p} vy, por consiguiente,
m = n. Al establecer estas dos condiciones en el Teorema 4.13 (Ver referencia), se obtiene
el resultado: VA ;X =x“

El Teorema 4.30 nos dice que las memorias autoasociativas Alfa-Beta tipo V son inmunes a
cierta cantidad de ruido aditivo.
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3.3.2 Memorias autoasociativas Alfa-Beta A

Fase de Aprendizaje

Paso 1. Paracada =1, 2, ..., p, a partir de la pareja (x*,x*) se construye la matriz
[X" ® (x*)" ]

nxn

Paso 2. Se aplica el operador binario maximo A a las matrices obtenidas en el paso 1:
p
A= /\[x” ®(x”)t]
u=1
La entrada ij-ésima de la memoria esta dada asi:

Ay = /p\“(x'” X"‘)

i1
u=1

y de acuerdo con que o AX A — B, setieneque 4j € B, Vie {1,2,...,n}. Vje {1, 2, ..,

n}.

Fase de Recuperacion. La fase de recuperacion de las memorias autoasociativas af
tipo A tiene dos casos posibles. En el primer caso el patron de entrada es un patron
fundamental; es decir, la entrada es un patrén x“, con @ € {1, 2, ..., p}. En el segundo
caso, el patrén de entrada NO es un patrén fundamental, sino la version distorsionada de
por lo menos uno de los patrones fundamentales; lo anterior significa que si el patrén de
entrada es X, debe existir al menos un valor de indice w € {1, 2, ..., p}, que corresponde al
patron fundamental respecto del cual X es una version alterada de alguno de los tres tipos:

aditivo, sustractivo o mezclado.

CASO 1: Patron fundamental. Se presenta a un patrén x“, con w € {1, 2, ..., p} ala

memoria autoasociativa ¢ tipo V 'y se realiza la operacion Vg
A Aﬁ Xw

El resultado de la operacion anterior sera el vector columna de dimension n.

(Avﬂxw)i = \n/lﬂ(’iij X7
M

(AVﬂx’”)i :\n/ﬂ{/p\la(x{‘ : xf)}, x;"}

j=1
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CASO 2: Patron alterado. Se presenta el patron binario X (patron alterado de algun
patron fundamental x“) que es un vector columna de dimension n, a la memoria
autoasociativa aftipo A 'y se realiza la operacion:

AV X

Al igual que en el caso 1, el resultado de la operacidn anterior es un vector columna de
dimension n, cuya i-ésima componente se expresa de la siguiente manera:

(AV,%), =/ A0 %)

(Av,%) =Qﬂ{[£a<x:ﬁxf H

j=1 u=1

Lema 4.31. Una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo A tiene Unicamente unos en la
diagonal principal.

Demostracion. La ij-ésima entrada de una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo A esta

p
dada por 4 :/\la(x{‘,xf’). Las entradas de la diagonal principal se obtienen de la

expresion anterior haciendo i = j:

p
A= nalxtxt) vie{l2,..n}
p=1

Por la propiedad de la tabla se tiene que a(x,x/) =1, por lo que la expresion anterior se
transforma en:

A= AD=1 Vie{l2..n}

u=l

Teorema 4.32. Una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo A recupera de manera perfecta
el conjunto fundamental completo; ademas, tiene maxima capacidad de aprendizaje.

Demostracion.- Sea o = {1, 2, ..., p} arbitrario. De acuerdo con el lema 4.31, paracadai
{1, ..., n} escogida arbitrariamente 3 jo =i € {1, ..., n} que cumple con:

Ai =l=a(x’, X’
Es decir, parai € {1, ..., n} escogida arbitrariamente, 3 jo =1 € {1, ..., n} que cumple con:

_ 0 O
Ay, = a (X", xj,
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Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema 4.20

AVpx?=x“Voe{l,2,..,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo A recupera de manera perfecta
el conjunto fundamental completo.

Ademas, en la demostracion de este Teorema, en ningln momento aparece restriccion
alguna sobre p que es la cardinalidad del conjunto fundamental; y esto quiere decir que el
conjunto fundamental puede crecer tanto como se quiera. La consecuencia directa es que el
numero de patrones que puede aprender una memoria autoasociativa Alfa-Beta tipo A, con
recuperacion perfecta, es maximo.

El Teorema 4.32 se puede enunciar desde un enfoque matricial de la siguiente manera:
dado que para cada asociacién (x“, x“) del conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta A, se cumple que cada fila de la matriz x“® (x)' - A contiene una
entrada cero, entonces de la memoria A recupera el conjunto completo de patrones
fundamentales en forma perfecta.

Teorema 4.33 Sea {(x“x*) | © =1, 2, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta representada por A, y sea X € A" un patron alterado con ruido
sustractivo respecto a algun patrén fundamental x“ con w € {1, 2, ..., p}. Si se presenta X a
la memoria A como entrada, y si ademas para cada i € {1, ..., n} se cumple la condicién de
que 3Jj =jo € {1, ..., n}, el cual depende de wy de i tal que 4; <a(x”,X; ), entonces la

o —

recuperacion AV ,X es perfecta, es decir, AV ;X =x"

Demostracion.- Por hipotesis se tiene que y“=x*Vu e {1, 2, ..., p} Y, por consiguiente, m
= n. Al establecer estas dos condiciones en el Teorema 4.23 (Ver referencia), se obtiene el
resultado: AV ,X =x“

El Teorema 4.33 nos dice que las memorias autoasociativas Alfa-Beta tipo V son inmunes a
cierta cantidad de ruido sustractivo.
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CAPITULO 4

Modelo Propuesto

En este capitulo se describe el nuevo modelo original de memoria asociativa bidireccional
que se propone como tema central de este trabajo de tesis: las Memorias Asociativas
Bidireccionales Alfa-Beta. En la seccion 4.1 se describen de manera general las etapas
funcionales del nuevo modelo, relacionandolas con el algoritmo que se presenta completo
en la seccion 4.4, junto con un ejemplo que ilustra el disefio y funcionamiento del nuevo
modelo de BAM propuesto. Los pasos de este algoritmo se basan en los fundamentos
teoricos presentados en la seccion 4.2 para las etapas 1 y 3, y en la seccion 4.3 para las
etapas 2 y 4; en ambas secciones se desarrolla detalladamente el fundamento matematico
original que sustenta el disefio, operacion y aplicaciones del nuevo modelo.

Se incluye, por ultimo, la secciéon 4.5 donde se realiza el analisis de complejidad del
algoritmo, tanto en espacio como en tiempo.

4.1 Descripcion de las Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta

En general, cualquier modelo de memoria asociativa bidireccional presente en la literatura
cientifica actual se podria esquematizar como se muestra en la figura 4.1.

X(X) — » +— Y

X < ri)’(y)

Figura 4.1 Esquema general de una Memoria Asociativa Bidireccional.

La BAM general es una “caja negra” que opera de la siguiente forma: dado un patrén x
obtiene el patron asociado y, y dado el patron y obtiene el patron asociado x. Ademas, si se
asume que Xy¥ son las versiones ruidosas de x y y, respectivamente, se espera que la

BAM recupere los patrones correspondientes, X y y, libres de ruido.

Por ejemplo, el modelo de Kosko [14] podria esquematizarse como se muestra en la figura
4.2.

El modelo propuesto en este trabajo de tesis debera comportarse de la misma forma que la
BAM general en lo que respecta a la operacion al recuperar patrones. El modelo se ha
denominado Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta (Alpha-Beta BAM) porque
las memorias asociativas Alfa-Beta, tanto max como min, juegan un papel central en el
disefio de este nuevo modelo.
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x(X) _pt M > 7

X <+« MT  le— Y

Figura 4.2 Modelo de Kosko segtin el esquema de la BAM general.

Dado que es una memoria asociativa bidireccional, la recuperacion de patrones debe darse
en dos direcciones opuestas. En cada una de las dos direcciones, el modelo consta de dos
etapas, y las cuatro etapas se muestran en la figura 4.3.

x(X) 5 Etapal [ ® Etapa2 |[— s

Figura 4.3 Esquema de las etapas de una memoria asociativa bidireccional Alfa-Beta.

En esta tesis se asumira que las memorias asociativas Alfa-Beta tienen un conjunto
fundamental denotado por {(x“, y*) | #=1,2,..,p} x* € A"y y*e A",con A= {0, 1}, ne
Z', pe Z',me Z" y 1 <p<min2", 2™). Ademss, se cumple la condicion de que todos
los patrones de entrada sean diferentes; es decir x* = x° si ysolosiu=& SivVue {1,2, ..,
p} se cumple que x“ = y*, la memoria Alfa-Beta sera autoasociativa; y si la afirmacion es
falsa, es decir Ju € {1, 2, ..., p} para el que se cumple x"# y*, la memoria Alfa-Beta sera
heteroasociativa.

Antes de continuar con la descripcion del proceso y el desarrollo de los fundamentos
matematicos, se definen tres tipos de vectores que se usardn intensivamente en el nuevo
modelo y se definen, ademas, dos transformadas vectoriales originales, propias del nuevo
modelo.

Definicién 1 (One-Hot) Sea el conjunto A= {0, 1} yseanpe Z*, p>1, ke Z*, tales
que 1<k < p. El k-ésimo vector one-hot de p bits se define como el vector h* € AP para
el cual se cumple que la k-ésima componente h =1 y las demas componentes hjk =0, Vj

#k, 1< j<p.
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Nota En esta definicion se excluye el valor p =1 porque un vector one-hot de dimension
1, por su esencia misma, no tiene razon de ser.

Definicién 2 (Zero-Hot) Sea el conjunto A = {0, 1} yseanpe Z", p>1,ke Z", tales
que 1<k < p. El k-ésimo vector zero-hot de p bits se define como el vector h'e AP para
el cual se cumple que la k-ésima componente he =0 y las deméas componentes ﬁ? =1,
Vji=k 1<j<p.

Nota En esta definicion se excluye el valor p =1 porque un vector zero-hot de dimension
1, por su esencia misma, no tiene razon de ser.

Definicion 3 (Transformada vectorial de expansion dimensional) Sea el conjunto A =
{0, 1} ysean ne Z'y me Z* . Dados dos vectores cualesquiera x € A"y e € A", se
define la transformada vectorial de expansion de orden m, ¢ : A" - A™™  como 7 (x, e)
=X e A™", vector cuyas componentes son: Xj=x; paral<i< ny Xj=e¢; paran+ I<i
<n+m.

Definicion 4 (Transformada vectorial de contraccién dimensional) Sea el conjunto A
={0,1} ysean ne Z*,me Z" tales que 1< m <n. Dado un vector cualesquiera X A",
se define la transformada vectorial de contraccion de orden m, 7°: A™™ — A™ como (X,
m)= ce A", vector cuyas componentes son: ¢; = X+, para 1<i<m.

Definicién 5 (Vector negado) Sea el conjunto A = {0, 1} y sea un vector s € A", se define
el vector negado de s como el vector s, tal que s; =—s,, donde — es el operador logico de

negacion booleano.

Habiendo definido cinco conceptos importantes, se continua con el proceso de la
descripcion del funcionamiento de las memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta.

En la direccidon x — y, las etapas 1 y 2 tienen como funcidén proporcionar un yk a la salida
(k=1, ..., p) dado un x* a la entrada, asumiendo que en el conjunto fundamental se incluye
la asociacion (xk, yk), como se ilustra en la figura 4.4.

El modelo esta disefiado de tal forma que la Etapa 2, constituida principalmente por el
Linear Associator modificado, entregue como salida el vector yk; si recordamos que el
Linear Associator tiene recuperacion correcta cuando a la entrada se presentan vectores
ortonormales, es deseable que a la salida de la Etapa 1 se tengan precisamente vectores de
este tipo. En efecto, ademas de la Etapa 1 que es la contribucion principal de esta tesis, otra
contribucion importante es la Etapa 2: en esta tesis se presentara una variacion original del
Linear Associator que permite obtener y* a partir de un vector h* one-hot en su k-ésima
coordenada.

Por tanto, ya se tiene resuelta la tarea que debe realizar la Etapa 2. De la figura 4.4 se puede
observar que falta descubrir qué hace la Etapa 1.

37



i )] i
i 0(2) Etapa 2 i
| : Linear 5
k _ | Etapal |__,h“= ) . |y YK
X | P Lo Associator [} y
i : Modificado |
! 0 !

___________________________________________________________________

Figura 4.4 Esquema del proceso a realizar en el sentido x — y.

La tarea de la Etapa 1 es: dado un x* 0 una version ruidosa de éste (X*), se debe obtener sin
ambigiiedad y sin ninguna condicion adicional, el vector one-hot h*.

La Etapa 1 juega un papel importante en la fase de aprendizaje, y realiza lo siguiente:

Como primer paso, se toma el conjunto fundamental {(x#, x#) | u =1, ..., p}, al que
llamaremos Conjunto Fundamental Original de x (CFOy). A continuacion, a cada uno de los
patrones x# se le aplica la transformada vectorial de expansion dimensional del vector x#
con su correspondiente vector one-hot de p bits, esto es:

7 (x#, h*) = X*

Ahora tenemos el nuevo conjunto fundamental {(X*, X*) | 4 = 1, ..., p}, al que
denominaremos Conjunto Fundamental one-hot de X (CFohy). Con el CFohx se crea la
memoria autoasociativa Alfa-Beta max, de la siguiente manera:

g =\D/[X"®(X")t]

=1

De nuevo se toma el CFOyx. A cada uno de los patrones del CFOy se le aplica la
transformada vectorial de expansion dimensional del vector x# con su correspondiente
vector zero-hot de p bits, y obtenemos:

f(x",h*")=X"

Se obtiene el nuevo conjunto fundamental {(X*, X*)| z=1, ..., p}, denominado conjunto
fundamental zero-hot de X (CFzhy). Con el CFzhy se crea la memoria autoasociativa Alfa-
Beta min, de la siguiente manera:
p
A, = AlX*©(X")]

=l
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Al presentar como entrada en la Etapa 1 el vector X, y al operar las memorias Vy y Ay
obtenidas en los pasos anteriores, se obtiene como resultado, de acuerdo con el algoritmo
detallado en la seccion 4.3, el vector one-hot h* que seré la entrada de la Etapa 2.

En la Etapa 2 se construye un Linear Associator con los patrones y*, usando un algoritmo
de modificacion original de este trabajo de tesis. Esta modificacion consiste en aprovechar
las caracteristicas del conjunto de vectores one-hot para asi obviar la fase de aprendizaje del
Linear Associator, la cual se realiza implicitamente: se toman los vectores y* con yz= 1, 2,
..., Py se acomodan en una matriz LAy de la siguiente manera:

R
Lay-| ¥ % )
Yo Yo' Y

Asi, en la fase de recuperacion, se presenta a la entrada de LAy un patron one-hot, digamos
h, y se obtiene de inmediato el correspondiente yk a la salida, que también es la salida de la
memoria asociativa bidireccional Alfa-Beta en el sentido x — .

Solo resta describir el proceso que se sigue en el sentido de y — x para evidenciar la
bidireccionalidad del modelo. Este proceso se esquematiza en la figura 4.5.

| Etapa 4 W |
i O i
. | Linear Tk K
X" <=1 Associator [ |1, | ¥ | Btapa3 [+ ¥
' | Modificado :
: 0 :

___________________________________________________________________

Figura 4.5 Esquema del proceso realizado en el sentido de y — x.

La tarea de la Etapa 3 es similar a la tarea de la Etapa 1, pero con argumentos yk: dado un yk
o una version ruidosa de éste (¥"), se debe obtener sin ambigiiedad y sin ninguna
condicion adicional, el vector one-hot h¥.

Como primer paso, se toma como conjunto fundamental {(y#, y#) | u =1, ..., p}, al que
llamaremos Conjunto Fundamental Original de y (CFOy). A continuacién, cada uno de los
patrones y# se le aplica la transformada vectorial de expansion dimensional del vector y#
con su correspondiente vector one-hot de p bits, esto es:
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7 (y#, h*) =YX

Ahora tenemos el nuevo conjunto fundamental {(Y*, Y*) | # = 1, .., p}, que
denominaremos Conjunto Fundamental one-hot de Y (CFohy). Con el CFohy se crea la
memoria autoasociativa Alfa-Beta max, de la siguiente manera:

p
Vv, =y [V @)
u=l1

De nuevo, se toma el CFOy. A cada uno los patrones del CFOy se le aplica la transformada
vectorial de expansion dimensional del vector y#con su correspondiente vector zero-hot de
p bits, lo que resulta en:

oy B = Y

Se obtiene el nuevo conjunto fundamental {(Y*,Y*)|u=1, ..., p}, denominado conjunto
fundamental zero-hot de Y (CFzhy). Con el CFzhy se crea la memoria autoasociativa Alfa-
Beta min, de la siguiente manera:

A, =/F1\[Y"®(Y")t]

De manera similar a la Etapa 2, en la Etapa 4 se construye un Linear Associator modificado

con los patrones x con g =1, 2, ..., p y se acomodan en una matriz LAx de la siguiente
manera:
-, -
Xl X1 cee X1
1 2 p
LAX _ X2 X2 cee X2
1 2 p
_Xn Xr| ces Xn )

Hasta este momento, se describid el proceso para la construccion y operacion de las
memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta; es decir, se han descrito los pasos
necesarios para concretar ambas fases: la de aprendizaje y la de recuperacion de patrones.

En las siguientes dos secciones se presentara detalladamente el fundamento tedrico que
sustenta el funcionamiento de las memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta.

4.2 Fundamento Teorico de las Etapas 1y 3

El algoritmo de la Etapa 1 y, por consiguiente, de la etapa 3 es la contribucion mas
importante de este trabajo de tesis.

A continuacion se enuncian 5 Teoremas y 9 Lemas con su demostracion correspondiente.

Este fundamento matematico es la sustentacion de los pasos requeridos por el algoritmo
completo el cual se presenta en la seccion 4.4.
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Por convencion de utilizara el simbolo m para indicar el final de una demostracion.

Teorema 4.1 Sea {(x“,x")|u=1,2,...,p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, y sea X € A" un patrén alterado con
ruido aditivo respecto de algun patrén fundamental x“ con w € {1, 2, ..., p}. Asumamos
que en la fase de recuperacion se presenta X a la memoria V como entrada y consideremos

unindice k € {1, ..., n}. La k-ésima componente recuperada (VAﬂX/)k es precisamente x,’

si y s6lo si se cumple la condicion de que dr € {1, .., n}, el cual depende de @ y de k tal
que v, <a(X;,X,).

Demostracion.-

=) Por hipotesis se asume que (VA ﬂi)k =X, . Por contradiccion, ahora supongamos que es

falsa la afirmacion de que 3r € {1, .., n} tal que v,, <a(x/,X,); esto es equivalente a
afirmar que V r € {1, .., n} v, >a(x/,X.), lo cual equivale a que V r € {1, .., n}
ﬂ(Verr)> ﬂ[a(xﬁ’ ,Xr),Xr]:XE’ . Al tomar minimos en ambos lados de la desigualdad
respecto del indice r, se tiene que

n n

Aﬁ(vkraxr)>AXEu = XI(:)

r=1 r=1

n
y esto significa que (VA ﬁi’)k = AP (Vkr , X, ) > X , afirmacion que contradice la hipotesis.
r=1

<) Al cumplirse las condiciones del Teorema 4.30 [15] para cada i € {1, ..., n}, se tiene
que VA ;X =x"; es decir se cumple que (VAﬂX)i =x",Vie {l,..n}. Al fijar los indices

i 'y Jo de modo que i =Ky jo=r (que depende de wy de k) se obtiene el resultado deseado
(VA,x) =x..m

Ejemplo 4.1 (Ilustra el Teorema 4.1) Sean p = 4 y n = 4. En conjunto fundamental para
una memoria autoasociativa contiene cuatro parejas de patrones {(x*, x*) | u=1,2,3,4 }.
Cada vector x“ es un vector columna con valores en el conjunto A’ y los valores de las
componentes para cada vector son los siguientes:

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta max para este conjunto fundamental es:
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1122
1122

12212
1111

Ahora supongamos que le presentamos a la matriz V una version ruidosa X del vector x”

con @ =2, con ruido aditivo, cuyos valores de sus componentes son:

X = entonces el vector recuperado sera VA ;X =

o o o =
S O O O

Se puede observar que se recuperé de manera correcta el vector x*; sin embargo, lo que nos
interesa es comprobar la recuperacion de componentes y que, ademds, se cumple la
condicién del teorema 4.1.

La primera componente recuperada por la memoria autoasociativa Alfa-Beta max es igual a
cero y que es precisamente el valor que tiene la primera componente del segundo patrén,

esto es, (VAﬁi) =0= Xf. Ahora veamos si se cumple la condicion de que Ir € {1, .., n},
1

tal que v,, <a(x,’,X,) . Para nuestro ejemplok=1y w=2.

Parar=1, vi;= 1y a(x’,%)=a(0,1) =0, esto es 1 >a(X;,X,), no cumple
Parar=2, vip= 1y a(x’,%,)=o(0,0)=1, esto es vip< a(X.,X,), si cumple
Parar=3, viz= 2y a(xf,X3) =a(0,0)=1, esto es Vi3 >a(X12,X3) , ho cumple

Parar=4, viy= 2y a(x’,X,)=a(0,0)= 1, esto es vi4>a(X’,X,), no cumple
Por lo tanto, existe r = 2 tal que vi2 < a(xf,Xz).

Lema 4.1 Sea {(X*, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X*= #(x, h) parak=1, .., p,y
sea F = 1°(x*, u) € A™ una versién alterada con ruido aditivo de un patrén especifico X,
siendo u € AP el vector definido como u =Y h'. Si en la fase de recuperacion se presenta

F a la entrada de la memoria V, entonces la componente X ©,, se recupera de manera
correcta; es decir, (VAﬁF) =Xpu=1.

n+k n+k
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Demostracion.- Esta demostracion se hara para dos casos mutuamente exclusivos.

CASO 1 El patron F contiene una componente con valor 0. Esto significa que
3je {1, .., ntp} tal que Fj = 0; ademas, por la forma de construir el vector X¥ es claro
que Xn+k —1 Por ello a (X}, ,F. ;) =a(1,0)=2 y, dado que el maximo valor posible para

n+k»

alguna componente de la memoria V es 2 se tiene que V(,,,; < <a(Xk F;) . De acuerdo

k
con el Teorema 4.1, X,,, serecupera de manera correcta.

CASO 2 El patron F no contiene una componente con valor 0; es decir Fj = 1
vV j e {1, .., ntp}. Esto significa que no es posible garantizar la existencia de un valor
J € {1, .., ntp} tal que v, ; < <a(Xf F;) , y por ello no se puede aplicar el Teorema

4.1. Sin embargo, mostremos la imposibilidad de que (VA,BF) =0. La fase de

n+k
recuperacion de la memoria autoasociativa Alfa-Beta max V al tener al vector F a la
entrada toma la siguiente forma para la n + k-ésima componente recuperada:

n+k n+k»

(VAﬂF)n+k :_/n\ﬂ(v(f”k )i® J) Aﬂ{[va(xmk’xr)} FJ}
i=1

=l

Por la forma de construir el vector X¥, ademas de que XX, =1, es importante notar que

X #1, Yu#K,y de aqui podemos establecer que
\/a(xmk’xﬂ) a(xn+k>xi'():a(1’xz()
u=l1
k
es diferente de cero sin importar el valor de Xi. Al tomar en cuenta que Fj = 1

Vv je {1, .., n+tp}, podemos concluir que es imposible que

(va,F),, = _/n\ﬂ(a(l, X))

sea cero; es decir, (VAﬁF) =1=X¥
n+

+k n+k °
Ejemplo 4.2 (Tlustra el Caso 1 del Lema 4.1) Tomando el conjunto fundamental del

ejemplo 4.1 se construyen los patrones X para kK = 1, 2, 3, 4 utilizando la transformada
vectorial de expansion de los vectores x“de la Deﬁn1c1on 3:
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o o = o o o o o
~
Il

o~ o o o ~ o o
s
N
Il

—_ O O O O O = =

O O O = = = =

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta max es:

[11222221]
11222222
22122222
11111222
11111222
22222122
22122212
(11222221

Ahora, tomando k = 3 utilizaremos vector X? y obtendremos su version ruidosa F, con
ruido aditivo:

X’ , el vector ruidoso, con ruido aditivo, F es: F =

Il
S = O O O = O O
— — — — () — (e (e

Al presentarle F a la matriz V, el vector recuperado es:
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X’ =
Séptima componente

0 0

0 0

1 1

VA ﬂF = 0 0
0 0
1] de ambos vectores 0]

1 1
0| 0]

P "D

Recordemos que en este ejemplo n =4 y k = 3, entonces (VA ﬁF)4+3 =X,

=1. Por lo tanto,

se recupera de manera correcta la séptima componente del tercer patron.

Ejemplo 4.3 (Tlustra el Caso 2 del Lema 4.1) Utilizando la matriz V obtenida en el ejemplo
4.2 y con k =1 se obtiene el vector F que es la version ruidosa, con ruido aditivo, de X',
cuyos valores de componentes son:

, el vector ruidoso, con ruido aditivo, F es: F =

—t e e e ek e e

O O O = e e e e

Al presentarle F a la matriz V, el vector recuperado es:

Quinta componente de
ambos vectores

D i

._.\._.._.._.._.

VAﬂFC >

-
1
_1_

Para este ejemplo n =4 y k = 1, entonces (VAﬁF) =X,

441 4+1
manera correcta la quinta componente del primer patron.

=1. Por lo tanto, se recupera de
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Teorema 4.2 Sea {(X*, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X* = #(x, h“) parak=1, .., p,y
sea F = t°(x*, u) € A™ una versién alterada con ruido aditivo de un patrén especifico X,
siendo u € AP el vector definido como u=Y/h'. Asumamos que en la fase de

recuperacion se presenta F a la entrada de la memoria V y se obtiene el patron R = VA4F
e A™P. Si al tomar como argumento el vector R se realiza la transformada vectorial de
contraccion r = 7(R,n) € AP, entonces el vector r tiene dos posibilidades mutuamente
exclusivas: o sucede que 3k e {1, ..., p} tal quer =h", 0 rno esun vector one-hot.

Demostracion.- Por la definicion de transformada vectorial de contraccion se tiene que
li = Risn = (VAgF)isn para 1 < 1 < p, y en particular haciendo i = k se tiene que
'k = Riin = (VAgF)in. Pero por el Lema 4.1 resulta que (VA ﬁF ) =Xk y dado que

n+k n+k >
XK= re(xk, hk), el valor X!, es igual al valor de la componente h{ =1; es decir, ry = 1. Al
considerar que Iy = 1, el vector r tiene dos posibilidades mutuamente exclusivas: o sucede

que rj=0V j#kencuyocasor= h*; o bien, ocurre que 3j e {1, ..., p}, j =k para el cual
ri =1, en cuyo caso no es posible que r sea un vector one-hot, atendiendo a la definicion 1m

Ejemplo 4.4 (Tlustra el Teorema 4.2) Tomando la matriz V obtenida en el ejemplo 4.2 y
con k = 2, los valores de las componentes X” y su respectivo patron ruidoso F, con ruido
aditivo, son

S O = O O O O O
—_— = = = OO O O

Al presentarle F a la matriz V se obtiene el vector R:
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R=VA,F =

S O = O O O O O

Al tomar como argumento este vector y realizar la transformada vectorial de contraccion
del vector R, obtenemos el vector r,

S O = O

y de acuerdo a la Definicion 1, podemos observar que r es el segundo vector one-hot de 4
bits.

. . 4 . ,
Ahora realicemos el mismo proceso pero para kK = 4. Entonces, X" y su respectivo patron
ruidoso F, con ruido aditivo, son:

X4

—_— O O O O O = =
e e e e = N e B S

Al presentarle F a la matriz V se obtiene el vector R:
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R=VA,F =

= R S s B s B s S S

Al tomar como argumento este vector y realizar la transformada vectorial de contraccion
del vector R obtenemos el vector r,

-
Il
_— o = O

De acuerdo a la Definicion 1 r no es un vector one-hot.

Teorema 4.3 Sea {(x", x*) | u=1, 2, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, y sea X e A" un patrén alterado con
ruido sustractivo respecto de algin patron fundamental x“ con o € {1, 2, .., p}.
Asumamos que en la fase de recuperacién se presenta X a la memoria A como entrada y
consideremos un indice k € {1, ..., n}. La k-ésima componente recuperada (Avﬂi’)k es

precisamente x,’ si y solo si se cumple la condicion de que 3 r € {1, ..., n}, el cual
depende de @ y de k tal que A, > a(xf’,x )

Demostracion.-

=) Por hipotesis se asume que (AV ﬂi’)k =X, . Por contradiccion, ahora supongamos que
es falsa la afirmacion de que 3 r € {1, ..., n} tal que 4,, 2 a(xﬁ’ , X, ); esto es equivalente a
afirmar que Vr e {1, .., n} A4, <a(xf’,¥r), lo cual es equivalente a que V r € {1, ..., n}

,B(/?,kr,Xr)< ,B[a(xf’ ,Yr),Xr]= X, . Al tomar maximos en ambos lados de la desigualdad
respecto del indice r, se tiene que

n n

\/ﬂ(/lkr”xr)<\/xliu = le)

r=1 r=1
y esto significa que (AV /;x)k = VL ﬂ(ﬂkr , X, )< X, , afirmacion que contradice la hipotesis.
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<) Al cumplirse las condiciones del Teorema 4.33 [15] para cada i € {l, ..., n}, se tiene
que AV X =x"; es decir, se cumple que (AVﬂi’)i =x" Vie {l,..,n}. Alfijar los indices

iy jode modo que i=Ky jo=r (que depende de @ y de k) se obtiene ¢l resultado deseado
(AVﬂX’)k =X, .1

Ejemplo 4.5 (Ilustra el Teorema 4.3) Los valores de las componentes del conjunto
fundamental del ejemplo 4.1 se muestran a continuacion conp =4y n=4,

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta min para este conjunto fundamental es:

1101
1101
“loo11
0011

Ahora supongamos que le presentamos a la matriz A una version ruidosa X del vector x*
con =4, con ruido sustractivo, cuyos valores de sus componentes son:

X = entonces el vector recuperado serd AV ;X =

o o o =
o o = =

Se puede observar que se recuperd de manera correcta el vector x*; sin embargo, lo que nos
interesa es comprobar la recuperacion de componentes y que, ademds, se cumple la
condicion del teorema 4.5.

La segunda componente recuperada por la memoria autoasociativa Alfa-Beta min es igual a
uno y es precisamente el valor que tiene la segunda componente del cuarto patrdn, esto es,

(AV ﬁi)z =1=X;. Ahora veamos si se cumple la condicion de que 3r € {1, .., n}, tal que

A 2 (X ,X,). Para nuestro ejemplo k=2 y o= 4.

Parar=1, Ay = ly a(X;,%)=a(l,1) =1, esto es A >a(X;,X,), si cumple
Parar=2, An= ly a(X;,%,)=a(1,0) =2, esto es A <a(X;,X,), no cumple
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Parar=3, A= 0y a(X;,%,)=a(1,0) =2, esto es 13 <a(X;,X,), no cumple
Parar=4, A= ly a(X;,%,)=a(1,0) =2, esto es Aoy <a(X;,X,), no cumple

Por lo tanto, existe r = 1 tal que A1 >a(X;,%,).

Lema 4.2 Sea {(X",Xk)|k:1,...,p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X = re(xk,ﬁk) parak=1,..,p,y

sea G = 7£(x*,w) € A", una version alterada con ruido sustractivo de un patrén especifico
X*, siendo w € AP un vector cuyas componentes tienen los valores wi =u;- 1,y u € AP el
vector definido como u=Y" h'. Si en la fase de recuperacion se presenta G a la entrada
de la memoria A, entonces la componente Xhk se recupera de manera correcta; es decir,
(AV,G) , =X, =0.

n+k n+k T

Demostracion.- Esta demostracion se hara para dos casos mutuamente exclusivos.

CASO 1 El patron G contiene una componente con valor 1. Esto significa que

ok
3j e {1, .., ntp} tal que Gj = 1; ademas, por la forma de construir el vector X" es claro
que Xk =0. Por ello a(Y:%k,Gj) =a(0,1)=0 vy, dado que el minimo valor posible para

alguna componente de la memoria A es 0, se tiene que A, 2 a(7ﬁ+k,Gj) . De acuerdo

n+k

~ k
con el Teorema 4.3, Xn:k se recupera de manera correcta.

CASO 2 El patron G no contiene una componente con valor 1; es decir Gj=0V j € {1,
..., +p}. Esto significa que no es posible garantizar la existencia de un valor j € {I, ...,

n+p} tal que A, ZG(YE+k,Gj), y por ello no se puede aplicar el Teorema 4.3. Sin
embargo, mostremos la imposibilidad de que (AV s G)nik = 1. La fase de recuperacion de la

memoria autoasociativa Alfa-Beta min A con el vector G a la entrada toma la siguiente
forma para la n+k-ésima componente recuperada:

n n p B B
(AvﬂG)mk = \/lﬂ(/i(mk)J ,Gj)= \/lﬂ{/\“(xﬁik , X JH):|’GJ'}
= =

u=l

Por la forma de construir el vector X" , ademas de que Xk =0 , €s importante notar que
Xh 20, Yu#Kk,yde aqui podemos establecer que
P~ <Kk <k
A (X X5) = a(Xna, X5) = (0, X5)
u=1
es diferente de dos sin importar el valor de X . Al tomar en cuenta que Gj=0Vje {l,
..., N+p}, podemos concluir que es imposible que
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(a,6),, - Alalox; o)

sea uno; es decir, (AVﬂG) =0=X,.m

n+k

Ejemplo 4.6 (Ilustra el Caso 1 del Lema 4.2) Tomando el conjunto fundamental del

ejemplo 4.1 se construyen los patrones X* para k = 1, 2, 3, 4 utilizando la transformada
vectorial de expansion de los vectores x* de la Definicion 3:

1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 1 0
xu:é,x?z?, x%:?,xﬁz?
1 0 1 1
1 1 0 1
1] 1] 1] 0]

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta min es:

(11010000 ]
11010000
00110000
00010000
00001000
11110100
11010010
(00110001 |

Ahora, tomando k = 3 utilizaremos vector X’ y obtendremos su version ruidosa G, con
ruido sustractivo:
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, el vector ruidoso, con ruido sustractivo, G es: G =

\
=

S O O O O = O O

Al presentarle G a la matriz A, el vector recuperado es:

X’ =
Séptima componente

0 0

0 0

1 1

AV ,G = 0 0
0 1
1 de ambos vectores |1

0 0
1] 1]

oD "([op

Recordemos que en este ejemplo n = 4 y k = 3, entonces (AV ﬂG>4+3 =X,,=0.Por lo

tanto, se recupera de manera correcta la séptima componente del tercer patron.

Ejemplo 4.7 (Tlustra el Caso 2 del Lema 4.2) Utilizando la matriz A obtenida en el ejemplo
4.6 y con k = 2 se obtiene el vector G que es la version ruidosa, con ruido sustractivo, de

V2
X, cuyos valores de componentes son:

, el vector ruidoso, con ruido sustractivo, G es: G =

_ =0 = O O O O
S O O O O O o O

Al presentarle G a la matriz A, el vector recuperado es:
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AV,G =

Sexta componente de
ambos vectores

0
0
0
0
1]
B "o
1
1

0

Para este ejemplo n =4 y k = 2, entonces (AV ﬁ'G)4+z = X;., =0. Por lo tanto, se recupera

de manera correcta la sexta componente del segundo patron.

Teorema 4.4 Sea {(Xk,ik)|k:1,...,p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X = re(x",ﬁk) parak=1,..,p,y
sea G = 7£(x*,w) € A™P, una version alterada con ruido sustractivo de un patrén especifico
X*, siendo w € AP un vector cuyas componentes tienen los valores wi=u;- 1,y u € AP el
vector definido como u=Y" h'. Asumamos que en la fase de recuperacion se presenta G
a la entrada de la memoria A y se obtiene el patron S = AV; G € A", Si al tomar como

argumento el vector S se realiza la transformada vectorial de contraccion s = 7°(S,n) € AP,
entonces el vector s tiene dos posibilidades mutuamente exclusivas: o sucede que 3 k € {1,

ok
...,p} talque s=h", 0 s noes un vector zero-hot.

Demostracion.- Por la definicion de transformada vectorial de contraccion se tiene que
Si = Sitn = (AV G)isn para 1<i < p, y en particular haciendo i = K se tiene que Sk = Syin =
(AVg G)n . Pero por el Lema 4.2 resulta que (AV ﬁG) =X*,., y dado que

n+k n+k >
X = re(xk,ﬁk) , el valor X ek es igual al valor de la componente hi =0 ; es decir, Sx=0.
Al considerar que Sk = 0, el vector s tiene dos posibilidades mutuamente exclusivas: o

sucede que Sj =1V j # K en cuyo caso s=h"; o bien, ocurre que 3j e {l,..,p}J=Kk
para el cual s;=0, en cuyo caso no es posible que s sea un vector zero-hot, atendiendo a la
definicion 2. m

Ejemplo 4.8 (Ilustra el Teorema 4.4) Tomando la matriz A obtenida en ¢l ejemplo 4.6 y

con k = 1, los valores de las componentes X' y su respectivo patron ruidoso G, con ruido
sustractivo, son
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e e e T e T e T e
O OO O = = =

Al presentarle G a la matriz A se obtiene el vector S:

S=AV,G=

— = = O = s =

Al tomar como argumento este vector y realizar la transformada vectorial de contraccion
del vector S, obtenemos el vector s,

—_ =, = O

y de acuerdo a la Definicion 2, podemos observar que s es el primer vector zero-hot de 4
bits.

Ahora realicemos el mismo proceso pero para k = 4. Entonces, X' y su respectivo patron
ruidoso G, con ruido sustractivo, son:
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4
N
Il
O = = = OO = =

S O O O O O = =

Al presentarle G a la matriz A se obtiene el vector S:

S=AV,G=

[T = N e T e T

Al tomar como argumento este vector y realizar la transformada vectorial de contraccion
del vector S, obtenemos el vector s,

S = = O

De acuerdo a la Definicion 2 s no es un vector zero-hot.

Lema 4.3 Sea {(X*, X | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X* = #(x, h*) e A" v k € {1, ...,
p}. Sitesun indice tal que n+1 <t <n+p entonces uj =0 V j € {1, ....n+ p}.

Demostracion.- Para establecer que vj #0 V j € {l, ...,n+ p}, en virtud de la definicion
de o basta con encontrar, para cada V t € {n+1, ...,n+ p}, un indice x para el cual X/ =1
en la expresion que permite obtener la componente tj-ésima de la memoria V, la cual es

vy =Viaa(X{,X{). En efecto, por la forma de construir cada vector X* = 7°(x“, h*) para

u=1,..,p,ydado el dominio del indice t € {n+1, ...,n+ p}, para cada t existe s € {1, ...,
p} tal que t=n +s; por ello dos valores ttiles para establecer el resultado son g=s yt=n
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S
n+s

+s, porque X . =1, entonces v, =Vp

u=1

n+s?

es diferente de cero; es decir, vjj 20V j € {1,...,n+p}. m

Ejemplo 4.9 (Tlustra el Lema 4.3) Tomemos los vectores X parak =1, 2, 3, 4 de ejemplo
4.2

X4

”,
I

S O = O O O O O
—_ o O O O O =

o
(98]
Il
o —-— o o o~ o o

O O O = = = = e

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta max es:

[11222221]
11222222
22122222
11111222
11111222
22222122
22122212
(11222221

Parat e {5,6,78} yVje {1,2,.,8} =0

Lema 4.4 Sea {(X, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X = #(x*, i) parak =1, ..., p, y
sea F = #(x*, u) € A™*P una version alterada con ruido aditivo de un patrén especifico X,
siendo u € AP el vector definido como u=YP h'. Asumamos que en la fase de
recuperacion se presenta F a la entrada de la memoria V. Dado un indice t € {n+1, ...,n+
p} fijo tal que t =n + k, se cumple que (V Az F); =1 si y solo si la siguiente proposicion
l6gica es verdadera VvV j € {1, ...n+ p} (Fj=0— wj=2).

Demostracion.- Por la forma de construir los vectores X* = 7° (xk, hk) yF=7 (xk, u), se
tiene que Fy= 1 es la componente con ruido aditivo de la componente X =0.
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=) Hay dos casos posibles:

CASO 1 El patrén F no contiene componentes con valor 0; es decir Fj=1j € {1, ...,n+ p}.
Esto significa que el antecedente de la proposicion logica Fj=0 — ;=2 es falso y por
ello, sin importar el valor de verdad del consecuente wj =2, la expresion V j € {1, ...,n+ p}
(Fj=0 — 1;=2) es verdadera.

CASO 2 El patrén F contiene al menos una componente con valor 0; es decir, 31 € {1, ...,
p} tal que Fr = 0. Por hipotesis (V Ag F) = 1, lo cual significa que la condicién de
recuperacion correcta de X/ =0 no se cumple; es decir, de acuerdo con el Teorema 4.1 la
expresion —[3 j € {1, ..,n+ p } tal que v Sa(th,Fj)] es verdadera, lo cual es

equivalente a la afirmacién

Vj e {1, ..,n+ p} se cumple que v, Sa(th,Fj)

En particular, para j = r, y considerando que X/ =0, esta desigualdad queda asi:
v, >a(X/,F.)=a(0,0)=1. Es decir, ur =2, y por ello la expresion V j € {1, ...n+ p} (F;

=0 — wj =2) es verdadera.

<) Supongamos que la siguiente expresion es verdadera V j € {1, ...,n+p} (Fj=0— wyj=
2). Hay dos casos posibles:

CASO 1 El patron F no contiene componentes con valor 0; es decir Fj=1V j € {1, ....n+
p}. Al considerar que (VA ﬁF)t = AP ﬂ(vtj, F; ), de acuerdo con la definicién de S basta

con mostrar que V j € {1, ...,n+ p} w #0, lo cual queda garantizado por el Lema 4.3. Asi,
queda demostrado que (VA F) =AD pﬂ( Vi ) AP pﬂ( Vi )

CASO 2 El patrén F contiene al menos una componente con valor 0; es decir, 31 € {1, ...,
n+p} tal que Fr = 0. Por hipotesis, se tiene que V j € {1, ...n+p} (Fj=0 > ®j=2)y, en
particular, para j o= r vy w =2 lo cual  significa  que

(VAF) = g Blvy, Fy )= Bv, . F )= B2])=1.m

Ejemplo 4.10 (Ilustra el Caso 2 del condicional = del Lema 4.4) Utilicemos el vector X,
con k = 3, del ejemplo 4.9 y construyamos su vector ruidoso F, con ruido aditivo
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X3

Il

o = O O O = O O
S|
Il

e e e e = T S s B

L

Al presentarle F a V, presentada en el mismo ejemplo, se obtiene:

o
0
]
0
VA F =
10
<1:>——*>(VAﬂm6=1t:6
T
_O_
0] [(11222221]
0 11222222
] 22122222
0 11111222
F= V:
] 11111222
] ¥Y% 5% 5 1 9 9 l«—|22222122] t=6
] 22122212
1] 11222221]

Corolario 4.1 Sea {(X*, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X = #(x*, i) parak =1, ..., p, y
sea F = #(x*, u) € A" una version alterada con ruido aditivo de un patrén especifico X,
siendo u € AP el vector definido como u=3Y"h' . Asumamos que en la fase de
recuperacion se presenta F a la entrada de la memoria V. Dado un indice t € {n+1, ...,n+
p} fijo tal que t =n + k, se cumple que (V Az F); = 0 si y solo si la siguiente proposicion
l6gica es verdadera V j € {1, ...,n+ p} (Fj=0 AND wu; = 2).
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Demostracion.- En general, dadas dos proposiciones logicas P y Q, la proposicion 16gica
(P siy solo si Q) es equivalente a la proposicion (—P siy s6lo si —Q). Si se identifica P con
la igualdad (V A F);=1y Q con la expresion V j € {1, ...n+ p} (Fj=0— wj=2), por
Lema 4.4 la siguiente proposicion es verdadera {— [(V Az F);=1]siy solosi —[V ] € {I,

N+ p} (Fj=0— wj=2)]} . Esta expresion se transforma en las siguientes proposiciones
equlvalentes

{(VAsF)x=0siysolosidje {l,..n+p} talque = (Fj=0 > wj=2)}
{(VAsF)y=0siysolosi3je {l,..n+p} tal que =[—(Fj=0) OR 1 =2]}
{(VAsF)=0siysolosi3je {1,..,n+ p} tal que [-[—(Fj=0)] AND — (v =2)]}
{(VAsF)y=0siysolosi3]j e {l,..n+p} tal que [(Fj=0) AND 1j#2]} m

Ejemplo 4.11 (Ilustra el Corolario 4.1) Tomando X y F del ejemplo 4.10, al presentarle F
a 'V, tenemos:

VA ,F
q

D> (VAsF)s=0, t=5

FE=fele ===

D> (VAsF)s=0, t=8

(11222221
11222222
22122222
11111222
YY1 Y9 99 9 l&—]|l11111222 t=5
22222122
22122212
11222221

—_— = = = O = O O
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Lema 4.5 Sea Sea {(X",Xk)|k:1,..., p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X* =z°(x*,h") e A" Vv k e {1, ...,
p}. Sitesun indice tal que n+1 <t<n+pentonces 4j#2 V j € {1, ..., n+p}.

Demostracion.- Para establecer que A4j# 2 V j € {1, ..., n+p}, en virtud de la definicion de
a, basta con encontrar, para cada t € {n+1, ..., n+p}, un indice  para el cual X{ =0 en la
expresion que permite obtener la componente tj-ésima de la memoria A, la cual es
A =Ap,a(Xt,X%). En efecto, por la forma de construir cada vector X =¢® (xk,ﬁk)
para u=1, ..., p,y dado el dominio del indice t € {n+1, ..., n+p}, para cada t existe S € {I,
..., p} tal que t=n +s; por ello dos valores utiles para establecer el resultado son =Sy t=
n + s, porque, Xnss =0, entonces A =Ap,a(X{,XT)=a(Xns, X5)=a(0,X*), valor
que es diferente de dos; es decir, 442V je {1,..,n+p}.m

Ejemplo 4.12 (Ilustra el Lema 4.5) Tomemos los vectores X* parak =1, 2, 3, 4 de
ejemplo 4.6

1 0 0 1
1 0 0 1
1 0 1 0
S A
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

La matriz de la memoria autoasociativa Alfa-Beta min es:

(11010000 |
11010000
00110000
00010000
00001000
11110100
11010010
(00110001 |

Parate {5,678} yVje {1,2,.,8} 4 =2
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Lema 4.6 Sea {(Xk,ik)|k:1,...,p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X = re(xk,ﬁk) parak=1,..,p,y
sea G = 7£(x*,w) € A", una version alterada con ruido sustractivo de un patrén especifico
X*, siendo w e AP un vector cuyas componentes tienen los valores wi=u;j- 1,y u € AP el
vector definido como u=Y" h'. Asumamos que en la fase de recuperacion se presenta G

a la entrada de la memoria A. Dado un indice t € {n+1, ..., n+p} fijotal que t =#n + k se
cumple que (A V; G) = 0, si y solo si la siguiente proposicion logica es verdadera V j e
{L, ..,n+p} (Gj=1—> 4; =0).

Demostracion.- Por la forma de construir los vectores X' =7°(x*,h") y G = £(x",w), se

tiene que G; = 1 es la componente con ruido sustractivo de la componente Xt =1.
=) Hay dos casos posibles:

CASO 1 El patron G no contiene componentes con valor 1; es decir G;=0 V j € {1, ...,
n+p}. Esto significa que el antecedente de la proposicion logica Gj =1 — A = 0 es falso, y
por ello, sin importar el valor de verdad del consecuente A; = 0, la expresion V j € {1, ...,
n+p} (Gj=1— A= 0) es verdadera.

CASO 2 El patrén G contiene al menos una componente con valor 1; es decir, 31 € {1, ...,
n+p} tal que G, = 1. Por hipoétesis (A Vi G); = 0, lo cual significa que la condicién de

recuperacion correcta de X+ =1 no se cumple; es decir, de acuerdo con el Teorema 4.3 la
expresion —[3 ] € {1, ..., n+p} tal que A; > a(Y{( ,G;) ] es verdadera, lo cual es equivalente
a la afirmacién

Vje{l,..,n+tp} secumple que A, <a(¥k,Gj)
En particular, para j = r, y considerando que Xt =1, esta desigualdad queda asi:
Ay < a(Yf,Gr) =a(l,1)=1 . Es decir, Ay =0, y por ello la expresion V j € {1, ..., n+p}
(Gj=1— 4j =0) es verdadera.

<) Supongamos que la siguiente expresion es verdadera V j € {1, ..., n+p} (Gj=1—> Ay =
0). Hay dos casos posibles:

CASO 1 El patrén G no contiene componentes con valor 1; es decir G;=0V j € {1, ..,
n+p}. Al considerar que (AV ﬁG)t =Vp ﬁ(ﬂtj ,G; ), de acuerdo con la definicion de S basta

con mostrar que V j € {1, ..., ntp} Ay #, lo cual queda garantizado por el Lema 4.5. Asi,
queda demostrado que
(AV,G), = vizp B4y G, )= viep B(2.0)=0.
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CASO 2 El patrén G contiene al menos una componente con valor 1; es decir, 31 € {1, ...,
n+p} tal que G, = 1. Por hipétesis, se tiene que V j € {1, ..., n+p} (Gj=1—> 4j=0)y, en
particular, para j = r 'y Ay = 0, lo cual significa que
(AV,G), = vy Bl4,.G, )= B(4,.G,)= B(0,0)=0 . m

Ejemplo 4.13 (Ilustra el Caso 2 del condicional = del Lema 4.6) Utilicemos el vector X*,
con k=4, del ejemplo 4.12 y construyamos su vector ruidoso G, con ruido sustractivo

O = = = OO =

S O O O O O = =

Al presentarle G a A, presentada en el mismo ejemplo, se obtiene:

1

1

0

AV G 1D
oD AV;G)s=0 t=5

1

1

0

(11010000 ]
11010000
00110000
100010000
«—||[00001000] | t=5
TTTTOT00
11010010
(00110001

A Y 0 0 1 0 0 0

S O O O O O = =
<
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Corolario 4.2 Sea {(Xk,ik)|k:1,...,p} el conjunto fundamental de una memoria

autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X = re(xk,ﬁk) parak=1,..,p,Yy
sea G = 7£(x*,w) € A", una version alterada con ruido sustractivo de un patron especifico
X¥, siendo w e AP un vector cuyas componentes tienen los valores wi =u;j- 1,y u € AP el
vector definido como u=Y" h'. Asumamos que en la fase de recuperacion se presenta G

a la entrada de la memoria A. Dado un indice t € {n+1, ..., n+p} fijotal que t =#n + k se
cumple que (A V3 G): = 1, si y solo si la siguiente proposicion logica es verdadera 3 j e
{1, ..., n+p} (Gj=1 AND A; # 0).

Demostracién.- En general, dadas dos proposiciones logicas P y Q, la proposicion logica (
P siy solo si Q) es equivalente a la proposicion (—P si y s6lo si —=Q). Si se identifica P con
la igualdad (A Vg G); =0y Q con la expresion V j € {1, ..., ntp} (Gj=1 — A; = 0), por
Lema 4.6 la siguiente proposicion es verdadera {—[(A V3 G), = 0] siy solo si —=[V j € {I,
... P} (Gj =1 — Ay = 0)]}. Esta expresion se transforma en las siguientes proposiciones
equivalentes:

{(AVgG)=1siysolosidje {l,..ntp} talque = (Gj=1—> A;=0)]}
{(AVgG)=1siysolosidje {l,..,ntp} tal que =[=(Gj=1) OR A =0]}
{(AVgG)=1siysolosidje {l,..,ntp} tal que [-[~(Gj=1)] AND —(4; = 0)]}
{(AVpG)=1siysolosidje {1,..,n+p} tal que [Gj=1 AND A; #0]}. m

Ejemplo 4.14 (Ilustra el Corolario 4.2) Tomando el X* y G del ejemplo 4.13, al
presentarle G a A,

AV,G =

I
I
0
0
0

D> Av,65-1 t=6
I
0]

(AV;G)=1 t=7
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(11010000 |
11010000
00110000
00010000
00001000
YY1 101 00 [«—[11110100 t=6
11010010
100110001

S O O O O O = =

Lema 4.7 Sea {(X, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X* = #(x*, h*) V k e {1, ..., p} y sea

{(Xk,ik)\ k=1..., p} el conjunto fundamental de una memoria autoasociativa Alfa-Beta
min representada por A, con X :re(xk,ﬁk), VvV k e {1, ..., p}; entonces para cada i
{n+1, .., n+p} tal que i = n+r, con ri € {1, ..., p} se cumple que: v; =a(l,X]) vy
Ay =a(0,X]) Vje {l,..,ntp}.

Demostracion.- Por la forma de construir los vectores X* = Z(x*, h) y X =7°(x*,h"),
se tiene que, X" =1y X{ =0, ademéas de que X/ =0y X{' =1 Vu=ritalque u e {1, ...,
p}. Por lo anterior, y usando la definicion de o« a(X[,X{)=a(,X]) vy
a(X{, X#)y=a(0,X) lo cual implica que, sin importar los valores de X[ y X/, se
cumple a(X[,X])>a(X{,X1) , de donde:
p
Vij :\/a(xiﬂaxju) :a(xirlax;i):a(lax;i)
u=l1
También se tiene que a(X;,X])=a(0,X}) y a(Xi,X{)=a(,X}), lo cual implica

que, sin importar los valores de X | y X7, se cumple (X7, X ) <a(X{,X¥), de donde:
p

i = Aa(X{, X =a(X{, X])=a(0,X})

u=l1

uell,..py,vVje{l, .., ,ntp}.m
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Ejemplo 4.15 (Ilustra el Lema 4.7) Tomemos los vectores X* para k = 1, 2, 3, 4 de ejemplo
4.2

[11222221]
11222222
22122222
11111222
11111222
22222122
22122212
(11222221

O O O = = = e
S O = O O O O O
>
w
Il
S = O O O = O O
>
N
Il
_—o O O O O = =

En este ejemplo i € {5, 6,7, 8} yj e {1, 2, ..., 8}. Debido a que estamos utilizando la
memoria autoasociativa Alfa-Beta max, en la etapa de aprendizaje se debe tomar el valor
maximo. Usando la definicion de «, el valor méaximo que se puede alcanzar es 2 el cual se
obtiene con « (1,0)=2. Con un valor de cero el maximo que se puede obtener es « (0,0)=1.
Por lo tanto, la componente que establecerd un valor maximo sera aquella que sea 1. La
Ginica componente, de los cuatro vectores para i = 5, que tiene el valor de 1 es la de X'. Esto

es, X: = 1 establecera un valor méximo, entonces Vs = a(X!,X D=al,X]).

Parai=6, X; = 1,entonces vy, =a(X;,X{)=a(l,X}).
Parai=7, X; = 1,entonces v,; =a(X;,X{)=a(l,X}).

Parai=8, X = 1,entonces vy, =a(Xy,X{)=a(l,X]).

Ahora, tomemos los vectores X* parak =1, 2, 3, 4 de ejemplo 4.6

1 0 0 1 [11010000]
1 0 0 1 11010000
1 0 1 0 00110000
x| o]0 xo|0 xeo|0|  a_|00010000
0 1 1 1 00001000
1 0 1 1 11110100
1 1 0 1 11010010
1] 1] 1] 0] (00110001 |

En el caso de la memoria autoasociativa Alfa-Beta min, en la fase de aprendizaje debe
tomarse el valor minimo. El valor minimo que se puede encontrar es 0 y se da cuando «
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(0,1)=0. Por lo tanto, la componente que establecera un valor minimo sera aquella que sea
0. La unica componente, de los cuatro vectores para i = 5, que tiene el valor de 0 es la de

X'. Estoes, X; = 0 establecera un valor minimo, entonces As; =a(Xs, X[ ) =a(0,X]).

Parai=6, X¢ = 1,entonces A =a(X;,X])=a(0,X})
Parai=7, X; = 1,entonces 4,; =a(X;,X[)=a(0,X}).
Parai=8, X, = 1,entonces A; =a(X;,X[)=a(0,X}).

Corolario 4.3 Sea {(X*, X*) | k = 1, .., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X = #(x*, h“), V k € {1, ..., p} y

sea {(Xk,ik)| k=1,..., p} el conjunto fundamental de una memoria autoasociativa Alfa-
Beta min representada por A, con X = re(x",ﬁk), vV k e {1, ..., p}; entonces vj =4;; + 1,
Vie{ntl,. .,ntp},i=n+r,conrie {l,.,p}yVvje{l,..,n}.

Demostracion.- Sean dos indices i € {n+1, ..., ntp} y j € {1, ..., n} seleccionados

arbitrariamente. Por Lema 4.7, las expresiones para calcular las ij-ésimas componentes de
las memorias V y A toman los siguientes valores:

v =a(l, X))

&y =a(0,X7)
Considerando que para V' j € {1, .., n} X| = X", hay dos casos posibles:
CASO 1 Xjr' =0= Yrj‘. Se tienen los siguientes valores: wj= a(1,0) =2y Ajj= o(0,0) =1,
por lo que vj; = 4;; + 1.

CASO 2 Xjri =1=X". Se tienen los siguientes valores: vjj = a(1,1) =1y 4j = (0,1) = 0,
por lo que v = 4 + 1.

Dado que los indices i y ] fueron escogidos arbitrariamente en sus respectivos dominios, el
resultado vj=Ajj+ lesvalidoVie {n+l,..,ntp}yVje {l,.,n}m

Ejemplo 4.16 (Ilustra el Corolario 4.3) Para este ejemplo utilizaremos las memorias Vy A
mostradas en el ejemplo 4.15.
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[11222221] (11010000 |
11222222 11010000
22122222 00110000
V:11111222’ A200010000
11111222 00001000
22222122 11110100
22122212 11010010
(11222221 100110001 |

Conn=4yp=4,ie {5678 yje{l,2,3,4}

w1 =Ast + 1=0+1=1 vy =der + 1 =141=2 vy =dgy + 1 =141=2 1y =4gy + 1 = 0+1=1
Vo =As + 1 =0+1=1 v =dep + 1 =1+1=2 v =dpp + 1 =1+1=2 1 =g + 1 = 0+1=1
Vs =Asz + 1=0+1=1 g =dez+ 1 =1+1=2 vy =Asg+ 1 =0+1=1 1z =g + 1 = [+1=2

Wa=Asa+1=0+1=1 vpu=Ades+ 1=1+1=2 vyu=Anu+1=1+1=2 w=Ags+ 1 =1+1=2

Lema 4.8 Sea {(X*, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X*= #(x*, i) v k e {1, .., p}, ¥

sea {(Xk,ik)| k=1,..., p} el conjunto fundamental de una memoria autoasociativa Alfa-
Beta min representada por A, con X =¢° (xk,ﬁk) V ke {l, .., p}. Ademas, si se define el
vector u € AP como u=Y"h',y se toma un indice fijo vV r € {1, ..., p}, consideremos dos

versiones ruidosas del patron X" e A™P: el vector F = #*(x",u) € A™P que es una version
alterada con ruido aditivo del patron X', y el vector G = 7(x",w) € A", el cual es una

version alterada con ruido sustractivo del patron X', siendo w € AP un vector cuyas
componentes toman los valoresw; = u;— 1 Vi € {1, ..., p}. Si en la fase de recuperacion se
presenta G a la entrada de la memoria A y se presenta F a la entrada de la memoria V, y
si ademas se cumple (A V3 G), =0 para un indice t € {n+1, ..., n+p} fijo tal que t=n +r,
entonces (V Az F);=0.

Demostracion.- Por la forma de construir los vectores X', F y G, se tiene que Fy =1 es la
componente del vector con ruido aditivo que le corresponde a la componente X, , y G; =0

es la componente del vector con ruido sustractivo que le corresponde a la componente X ;
ademas, dado que t # n + r, se puede ver que X, #1, es decir X =0,y X{ =1. Hay dos

casos posibles:

CASO 1 El patréon F no contiene componentes con valor 0; es decir Fj=1V j € {1, ...,n+
p}. Por Lema 4.3 w# 0V j e {1, ..,n+ p}, por lo que A w;,Fj) V] € {1, ...n+ p}, lo cual
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significa que (VA ﬂF)t = AP B(vy, F;) =1. Es decir, la expresion (V Az F); = 0 es falsa. La
Unica posibilidad de que el teorema se cumpla, es que la expresion (A V3 G); = 0 sea falsa
también; es decir, debemos mostrar que (A Vs G); = 1. De acuerdo con el Corolario 4.2, lo
anterior se cumple si para cadat € {n+1, ..., n+p} cont#n +r, existe j € {1, ...,n+ p} tal
que (Gj=1 AND A4; #0). Ahora,t=n+rindicaque 3s e {I,..,p},S#r talquet=n+s,
y por Lema 4.7 a(X:{,X})<a(X{, XYV ue {1, ..,p}, Vje {l,..n+ p}, de donde se
obtiene que A; = AP a(X{, X})=a(X{,X3), y al notar la igualdad X: =Xn:s =0, se
cumple que:
Ay =a(0,X3) Vje {l,..n+p}

Por otro lado, V i € {1, .., n} se cumplen las siguientes igualdades: Xi =x" =1y

Xi =x° y ademas, tomando en cuenta que x' # X", es claro que 3 h € {1, ..., p} tal que

X # X, ; es decir x; =0= X; y por ello:
An=a(0,0)=1

Finalmente, dado que V i € {1, ..., n} se cumple que G, = Xi = x/ =1, en particular G, = 1.
Entonces hemos demostrado que para cadat € {n+1, .., n+p} cont=n +r, existe j € {1,
....,N+ p} tal que (Gj=1 AND Ay # 0), y por Corolario 4.2 se cumple que (A Vg G); = 1, por
lo que la expresion (A Vg G); = 1 es falsa.

CASO 2 El patron F contiene, ademas de las componentes con valor 1, al menos una
componente con valor 0; es decir 3 h € {1, ..., ntp} tal que F, = 0. Por la forma de
construir los vectores Gy F Vi € {1, ..., n} Gi=F; y, ademas, necesariamente 1 <h<ny
por ello Fn = Gy = 0. Por hipotesis 3t € {n+1, ..., n+p} fijotalquet#n+r y (AVgG)=
0,yporLemad.6Vje {l,..,n+p} (Gj=1— A;j=0). Por la forma de construir el vector
G, se tiene que V j € {n+1, ..., n+p} G; =0, por lo que la expresion anterior queda asi: V j
e {1, ...,n} (Gj=1 — 4; = 0). Sea un conjunto J, subconjunto propio de {1, ...,n}, definido
asi: J={j € {1, ...n} | Gj = 1}; el hecho de que J es subconjunto propio de {I, ...,n} estd
garantizado por la existencia de G, = 0. Ahora, t#n +r indicaque 3s € {1, ...,p},S#Tr
tal que t =n + s, y por Lema 4.7 v, :a(l,Xi) Y Ay :a(O,YS,-) Ve {l,..,n+p}, de
donde se obtiene que V j € J, X =1 porque si no fuese asi, A; # 0. Es decir, para cada j €
J Xj=1= G; y esto significa que los patrones X"y X°® coinciden con valor 1 en todas las

componentes con indice j € J. Consideremos ahora el complemento del conjunto J, el cual
se define como J°= {j € {1, ...,n} | Gj= 0} la existencia de al menos un valor j, € J para
elcual G; =0y X, =1 esta garantizado por el hecho conocido de que x' # x°; veamos, si

X5=0VjeJ entonces Vj € {1, ...,n} se cumple que X =G;, lo cual significaria que
x' =x'. Dado que 3 jo € J parael cual G, =0 y Xj, =1, eso significa que 3 jo € J° para el
cualF; =0 y X; =1. Ahoraf(v, ,F;)=p(a(l,X;),0)=B(al1),0)=5(1,0)=0 y
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finalmente
n+p

(VAF), = A By F)) = Bvy .F)=0.m
j=1

Ejemplo 4.17 (Ilustra el Lema 4.8) Del ejemplo 4.2 tomemos X* y construyamos el vector
ruidoso F, con ruido aditivo, del ejemplo 4.6 tomemos X’ y construimos el vector ruidoso
G, con ruido sustractivo, y utilizaremos las memorias V y A mostradas en el ejemplo 4.15.

0 0 0 0 [11222221] (11010000 ]
0 0 0 0 11222222 11010000
0 0 0 0 22122222 00110000
, |0 o _, |0 0 11111222 00010000
X*=| |,F=| |,X*=| |[,G=| |,V= , A=
0 1 1 0 11111222 00001000
1 1 0 0 22222122 11110100
0 1 1 0 22122212 11010010
0 1] 1 0 (11222221 100110001 ]

Ahora le presentamos F a Vy G a A para obtener

. .
0 0
0 0
VA F—/O\ AV .G = 0
7 (o) ==0)
I .
0 ) N)

<
(0 _@

Conn=4yp=41€e {5 6,7, 8 y para este ejemplo I = 2, por tanto t # 4+2 = 6.
Entonces,

parat=5(AVzG)s=0, (VAsF)s=0.

parat=7 (A VgG);=0, (VAsF);=0.

parat=8 (A V;zG)s=0, (VAzF)5=0.
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Lema 4.9 Sea {(X, X*) | k = 1, ..., p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X* = #(x*, i) V k € {1, .., p}, y

sea {(Xk,ik)| k=1..., p} el conjunto fundamental de una memoria autoasociativa Alfa-
Beta min representada por A, con X =7 (xk,ﬁk) vV ke {l,.. p}. Ademas, si se define el
vector u € AP como u= X", h', y se toma un indice fijo V r € {1, ..., p}, consideremos dos

versiones ruidosas del patron X" e A™P: el vector F = #*(x",u) € A™P que es una version
alterada con ruido aditivo del patrén X', y el vector G = 7*(x",w) € A", el cual es una

version alterada con ruido sustractivo del patron X', siendo w € A? un vector cuyas
componentes toman los valoresw; = u;— 1 Vi € {1, ..., p}. Si en la fase de recuperacion se
presenta F a la entrada de la memoria V y se presenta G a la entrada de la memoria A, y
si ademas se cumple (V Az F), =1 para un indice t € {n+1, ..., n+p} fijo tal que t = n +r,
entonces (A Vg G) = 1.

Demostracion Por la forma de construir los vectores X', F y G, se tiene que Fy =1 es la
componente del vector con ruido aditivo que le corresponde a la componente X, , y G; =0
es la componente del vector con ruido sustractivo que le corresponde a la componente X ;
ademds, dado que t # n + r, se puede ver que X, #1, es decir X; =0,y Xt =1. Hay dos
casos posibles:

CASO 1 El patrén G no contiene componentes con valor 1; es decir Gj=0V j € {1, ...,.n+
p}. Porel Lema4.5 4 =2 Vj e {1, .., ntp}, por lo que A 4;,G)) =0V ] € {1, .., n+p}, lo
cual significa que (AVﬁG)t =V B(4;,G;)=0. Es decir, la expresion (A Vs G) = 1 es

falsa. La tnica posibilidad de que el teorema se cumpla, es que la expresion (V AgF); =1
sea falsa también; es decir, debemos mostrar que (V Ag F); = 0. De acuerdo con el
Corolario 4.1, lo anterior se cumple si para cadat € {n+1, ..., ntp} cont=n +r, existe | €
{1, ..., n+p} tal que (F; =0 AND w; # 2). Ahora seat# n +r, lo cual indica que 3 s € {1,
. P}, S#r talquet=n+s, yporel Lema 4.6 a(X;, Xf) >a(X{,X{) YV ue{l, .. p},
Vj € {1, ..,n+ p}, de donde se obtiene que v, = vE_ a(X{, X1)=a(X;,X}),y al notar la
igualdad X; =X, =1, se cumple que:
vy =a(l,X7) Vje {l,..,n+p}
Por otro lado, V i € {1, ..., n} se cumplen las siguientes igualdades: X' =x' =0y X’ =X’
y ademds, tomando en cuenta que x' # x’, es claro que 3 h € {1, ..., p} tal que X; #X; ; es
decir x; =1= X, y por ello:
v =a(L X)) =a(,)=1

Finalmente, dado que V i € {1, ..., n} se cumple que F, = X =/ =0, en particular F, = 0.

Entonces hemos demostrado que para cadat € {n+1, ..., n+p} cont#n +r, existe ] € {1,
....n+ p} tal que (Fj =0 AND w; # 2), y por Corolario 4.1 se cumple que (V Az F); = 0, por
lo que la expresion (V Az F) =1 es falsa.
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CASO 2 El patron G contiene, ademas de las componentes con valor 0, al menos una
componente con valor 1; es decir 3 h € {1, ..., n+p} tal que G, = 1. Por la forma de
construir los vectores Gy F Vi € {1, ..., n} Gj=F;y, ademas, necesariamente 1 <h<ny
por ello F, = Gp = 0. Por hipotesis 3t € {n+1, ..., n+p} fijotalquet=zn+r y (VAzF) =
l,yporel Lema44Vje {l,..,n+p} (Fjf=0— w=2). Por la forma de construir el
vector F, se tiene que V j € {n+1, ..., n+p} Gj =1, por lo que la expresion anterior queda
asi: V j € {1, ...n+ p} (Fj =0 —> u = 2). Sea un conjunto J, subconjunto propio de {I,
...,N}, definido asi: J = {j € {1, ...,n} | Fj = 0}; el hecho de que J es subconjunto propio de
{1, ...,n} estad garantizado por la existencia de G, = 1. Ahora, t=n +r indicaque 3 s € {1,
s P}, s# 1 tal quet=n+s,yporel Lema 4.7 v :a(l,Xf)y A =a(0,X5) Vije{l,
..,n+ p}, de donde se obtiene que V j € J, X] =0 porque si no fuese asi, j # 0. Es decir,
paracadaj e J X]=0=F, yesto significa que los patrones X"y X® coinciden con valor 0

en todas las componentes con indice j € J. Consideremos ahora el complemento del
conjunto J, el cual se define como J°= {j € {1, ..,n} | Fj= 1} la existencia de al menos un
valor jo € J® para el cual F,, =1y X;, =0 esta garantizado por el hecho conocido de que X'

# X°; veamos, si X;=1Vije J° entonces V j € {1, ...,n} se cumple que X; =F;, lo cual
significaria que X' = x°. Dado que 3 jo € J° parael cual F, =1y X =0, eso significa que

3 jo € J° para el cual G =1 y X, =0. Ahora

Jo

B4, ,G;) = B(@(0,X7,),1) = B(a(0,0),]) = f(1,1) =1 y finalmente

(Av,G) = vV B(4y.G)) = (4;,.G;)=1.m

Ejemplo 4.18 (Ilustra el Lema 4.9) Del ejemplo 4.2 tomemos X' y construyamos el vector
ruidoso F, con ruido aditivo, del ejemplo 4.6 tomemos X' y construimos el vector ruidoso
G, con ruido sustractivo, y utilizaremos las memorias V y A mostradas en el ejemplo 4.15.

1 1 1 1 [11222221] (11010000 |

1 1 1 1 11222222 11010000

1 1 1 1 22122222 00110000
Xl_1 F_l Xl_1 G_l v 11111222 A_00010000
Sl 1T ol ol 111112227 00001000
0 1 1 0 22222122 11110100

0 1 1 0 22122212 11010010

0] 1] 1] 0] (11222221] (00110001 |

Ahora le presentamos F a Vy G a A para obtener
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VAF=| |, AV,G =

>

<
)<

CEEF = = ==
EEEE — = = =

)
)
)

Conn=4yp=4,1te {5 6,7, 8 y para este ejemplo r = 1, por tanto t # 4+1 = 5.
Entonces,
parat=6(AVﬁG)6=1, (VAﬁF)6:1.
parat=7(AVsG);=1, (VAzF);=1.
parat=8 (A VzG)s=1, (VAgF)g=1.

Teorema 4.5 (Teorema Principal) Sea {(X*, X*) |k =1, ..., p} el conjunto fundamental
de una memoria autoasociativa Alfa-Beta max representada por V, con X* = #(x*, h*) v k

e {1, .., p}, Yy sea {(Xk,ik)\kzl,...,p} el conjunto fundamental de una memoria
autoasociativa Alfa-Beta min representada por A, con X :re(xk,ﬁk) vV ke {l,..,np}

Ademaés, si se define el vector u € AP como u= 3" h', y se toma un indice fijor {1, ...,

p}, consideremos dos versiones ruidosas del patron X" e A™P: el vector F = *(x",u) € A™*P
que es una version alterada con ruido aditivo del patron X', y el vector G = *(x",w) €

A™P el cual es una version alterada con ruido sustractivo del patron X', siendo w € AP
un vector cuyas componentes toman los valoresw; = ui— 1 V i € {I, ..., p}. Asumamos que
en la fase de recuperacion se presenta G a la entrada de la memoria Ay se presenta F a la
entrada de la memoria V, y se obtienen los patrones S=AV;G € A"Py R= VA4 e A",
Si al tomar como argumento el vector R se realiza la transformada vectorial de
contraccion r = (R,n) € AP, y al tomar como argumento el vector S se realiza la
transformada vectorial de contraccion s = 7°(S,n) € AP, entonces H=(r AND s ) sera el
k-ésimo vector one-hot de p bits, donde s es el vector negado de s.

Demostracion.- Por la definicion de transformada vectorial de contraccion se tiene que
ri = Ritn = (VAGF)itn y Si = Sitn = (AV4 G)isn para 1 <1< p; en particular, haciendo i =K se
tiene que 'k = Riin = (VASF)kin Y Sk = Skin = (AV g G)kin. Por los Lemas 4.1 y 4.2 resulta que
(VAﬂF)n+ =X =1y (AVﬂG)mk = X¥,.=0;y por lo tanto:

K n+k n+k

Hc=r«AND s, =1 AND-0=1AND1=1
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Ahora, por el Lema 4.8 sabemos que si (A V3 G); =0 tal que t =1+ n es un indice fijo con t
# n + K, entonces (V Az F) = 0; por lo tanto:

Hi=riAND s; =(V AgF){ AND -(A V5G);=0AND -0=0AND 1 =0

Por otro lado, por el Lema 4.9 se sabe que si (V AgF)q =1 para un indice q =i + n fijo tal
que g # n + Kk, entonces (A V3 G)q = 1; de acuerdo a lo anterior:

Hi=ri AND —si=(V A3 F) AND =(A VgG)q=1 AND -1=1AND0=0
Entonces Hj = 1 para i = k y Hi = 0 para i # K, por lo tanto, y de acuerdo con la Definicion
1, H sera el k-ésimo vector one-hot de p bits. m
4.3 Fundamento Teodrico de las Etapas 2 y 4
En esta seccion se presenta el fundamento tedrico que sustenta el disefio y operacion de las
Etapas 2 y 4, cuyo elemento principal es una variacion original del Linear Associator. Esta

modificacion es otra contribucion importante de este trabajo de tesis.

Sea {(x*, y") | u=1,2,..,p} conA=1{0,1}, x*e A" y y“e A" el conjunto
fundamental del Linear Associator.

La fase de Aprendizaje consiste de dos etapas:

. . . \t
o Para cada una de las p asociaciones (x”, y* ) se encuentra la matriz y* -(x“) de
dimensiones mxn

e Sesuman la p matrices para obtener la memoria

M= Zp:yﬂ '(Xﬂ )t = [mii ]mxn

=l

de manera que la ij-ésima componente de la memoria M se expresa asi:
p
_ Hg 1t
m; =2, Y]
=1

La fase de recuperacion consiste en presentarle a la memoria un patrén de entrada x“,
donde w € {1, 2, ..., p} y realizar la operacion

M{zy()}
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La siguiente forma de expresion nos permite investigar las condiciones que se deben
cumplir para que el método de recuperacion propuesto dé como resultado salidas correctas.

M- x” :y’”-[(x”’)t -x’”J+ Zy” -l(x”)t -x”J

HED

Para que la expresion anterior arroje como resultado al patrén y”, es preciso que se
cumplan dos igualdades:

° l(xw)t~XwJ:1
o l(x” )t . x‘”J= 0 siempre que u# @

Lo que nos indica que para que haya recuperacion correcta, los vectores x* deben ser
ortonormales. Si sucede este caso, entonces, para 4= 1, 2, ..., p, tenemos que:

y11 yll 00 --- ()(n)
yio(x') = Y, _(Xl X! Xl)z y, 00 0n)
. 19722925 . . . .
1
ym yrln 00.”0(n)
Y12 0 yl2 0 - ()(n)
yz_(xz)t _ y22 _(Xz x2 Xz): 0 y22 0-- O(n)
. 1 92295 . . . .
yri 0 yri 0-- O(n)
yy 000y,
y’ - (xP) = v -(le Xy 5o xp): 000y,
yrg 000 - yrg(n)
Por lo tanto,
Vi Vi Vi o yn
P 1 y2 3 . yP
Mzzyﬂ .(Xﬂ)t _ Y, :y2: Y, :YZ
pu=1 .
Yo Yo Yoo Ve
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Aprovechando la caracteristica mostrada por el Linear Associator cuando los vectores de
entrada x" son ortonormales, y dado que, por la Definicion 1, los vectores one-hot h* con k
=1, ..., p son ortonormales, se puede obviar la fase de aprendizaje al evitar hacer las
operaciones vectoriales realizadas por el Linear Associator, y simplemente colocando los
vectores en orden para formar el Linear Associator.

Las etapas 2 y 4 corresponden a dos Linear Associator modificados, construidos con los
vectores y y X, respectivamente, del conjunto fundamental.

4.4 Algoritmo

En esta seccion se describen paso a paso los procesos requeridos por la BAM Alfa-Beta
tanto en la Fase de Aprendizaje, como en la Fase de Recuperacion en el sentido de x — y,
algoritmo para las Etapas 1y 2, y en el sentido y — X, algoritmo para las Etapas 3 y 4.

Para finalizar este apartado, se presenta un ejemplo que ilustra la aplicacion del algoritmo
de las Etapas 1 y 2.

4.4.2 Algoritmo de las Etapas 1y 2

El siguiente algoritmo describe los pasos requeridos por la memoria asociativa

bidireccional Alfa-Beta para realizar la fase de aprendizaje y la fase de recuperacion en el
sentido de x > y.

n FASE DE APRENDIZAJE

(S

i 6
yioyr o Y

LAy=| V2 V2 Y
Yo Yoo Yo
Fin
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Paso 1. Como datos se tienen los p patrones de entrada x.

Paso 2. Se aplica la transformada de expansion vectorial del vector x para cada XX
utilizando como argumentos cada uno de los vectores de entrada x¢ y cada vector one-hot
hk

Paso 3. Se aplica la transformada de expansion vectorial del vector x para cada X,
utilizando como argumentos cada uno de los vectores de entrada x¢ y cada vector zero-hot
Hk

Paso 4. Se crea una memoria asociativa Alfa-Beta max V con el conjunto fundamental

{(x*,x*) [k =1,..., p}

Paso 5. Se crea una memoria asociativa Alfa-Beta min A con el conjunto fundamental

(X5 X") 1k =1,..., p}
Paso 6. Se crea una matriz LAy, que consiste de un Linear Associator modificado
utilizando los patrones de salida y.

FASE DE RECUPERACION
[,
2 v v 7
u=2"h ; F=7(x"u) G=7"(x",w) ‘8_ wWi=Ui; -1
v v
4| REVASF S=AV,G |
v v
_C _C
5 r=r (R:p) S=7 (Svp) 10
v v
6.1 6 11 11.1
=LA.T 1 —> —P B
y y no y=LA, s
no %
fin t=raAs| 12 fin
v

fin y=LAyt | 5

Paso 1. Presentar, a la entrada de la etapa 1, un vector del conjunto fundamental X e A"
para algun indice k € {1, ..., p}

Paso 2. Construir el vector u € AP
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Paso 3. Aplicar la transformada vectorial de expansion del vector x utilizando como
argumentos el vector x¢ y el vector u, para obtener F.

Paso 4. Operar la memoria autoasociativa Alfa-Beta max V con F, para obtener un vector
R.

Paso 5. Aplicar la transformada de contraccion del vector R, cuyos argumentos son el
vector R, obtenido en el paso anterior, y p (nimero de patrones), para obtener el vector r.

Paso 6. Si r es un vector one-hot, entonces r es el k-ésimo vector one-hot, h¥, (Basado en el
Teorema 4.2) entonces.
Paso 6.1 Se realiza la operacion LAy - r, lo que resultard en el yk correspondiente. Fin.
Si no, entonces

Paso 7. Construir el vector w € AP

Paso 8. Aplicar la transformada vectorial de expansion del vector x utilizando como
argumentos el vector x© y el vector w, para obtener G.

Paso 9. Operar la memoria autoasociativa Alfa-Beta min A con G, para obtener un vector
S.

Paso 10. Aplicar la transformada de contraccion del vector S, cuyos argumentos son el
vector S, obtenido en el paso anterior, y p (nimero de patrones), para obtener el vector s.

Paso 11. Si s es un vector zero-hot, entonces s es el k-ésimo vector zero-hot, h*, (Basado
en el Teorema 4.4) entonces.
Paso 11.1 Se realiza la operacion LAy-s, lo que resultara en el yk correspondiente.

Fin. Si no, entonces

Paso 12. Realizar la operacion AND logica entre r y s para obtener el vector t, el cual
(Basado en el Teorema 4.5) sera igual al k-ésimo vector one-hot.

Paso 13. Realizar la operacion LAy - t, para obtener el yk correspondiente. Fin.

4.4.2 Algoritmo de las Etapas 3y 4
El siguiente algoritmo describe los pasos requeridos por la memoria asociativa

bidireccional Alfa-Beta para realizar la fase de aprendizaje y la fase de recuperacion en el
sentido dey — x.
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FASE DE APRENDIZAJE

X)X %]
1,2 p
X, X5 -+ X
LAx = 2 2
Xy Xy X
5 P e\t
A:/\(Yk ®(Yk))
< k=1
Fin

Paso 1. Como datos se tienen los p patrones de salida y.

Paso 2. Se aplica la transformada de expansion vectorial del vector Y para cada Y,
utilizando como argumentos cada uno de los vectores de entrada yk y cada vector one-hot
hk

Paso 3. Se aplica la transformada de expansion vectorial del vector Y para cada Y*,
utilizando como argumentos cada uno de los vectores de entrada yk y cada vector zero-hot
Hk

Paso 4. Se crea una memoria asociativa Alfa-Beta max V con el conjunto fundamental

v .v*)k=1..pf

Paso 5. Se crea una memoria asociativa Alfa-Beta min A con el conjunto fundamental

(V. ¥")k=1...p}
Paso 6. Se crea una matriz LAx, que consiste de un Linear Associator modificado

utilizando los patrones de entrada x.
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FASE DE RECUPERACION

2 v v !
u=3"h T F=F( ) G=7(y'w) | wi=ui-1
v v
4 | REVASF S=AVG | 9
¥ v
5| I=F(Rp) s=7°(S,p) | 10
6.1 6 11 11.1
x=LA,r 14 -
o x=LA, s
no ¢
fin t=ras | 12 fin
v

fin x=LAst | 13

Paso 1. Presentar, a la entrada de la etapa 1, un vector del conjunto fundamental yk e A"
para algun indice k € {1, ..., p}

Paso 2. Construir el vector u € AP

Paso 3. Aplicar la transformada vectorial de expansion del vector y utilizando como
argumentos el vector yk y el vector u, para obtener F.

Paso 4. Operar la memoria autoasociativa Alfa-Beta max V con F, para obtener un vector
R.

Paso 5. Aplicar la transformada de contraccion del vector R, cuyos argumentos son el
vector R, obtenido en el paso anterior, y p (nimero de patrones), para obtener el vector r.

Paso 6. Si r es un vector one-hot, entonces r es el k-ésimo vector one-hot, h¥, (Basado en el
Teorema 4.2) entonces.
Paso 6.1 Se realiza la operacion LAXx - r, lo que resultard en el x¢ correspondiente. Fin.
Si no, entonces
Paso 7. Construir el vector w € AP
Paso 8. Aplicar la transformada vectorial de expansion del vector y utilizando como

argumentos el vector yk y el vector w, para obtener G.
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Paso 9. Operar la memoria autoasociativa Alfa-Beta min A con G, para obtener un vector
S.

Paso 10. Aplicar la transformada de contraccién del vector S, cuyos argumentos son el
vector S, obtenido en el paso anterior, y p (nimero de patrones), para obtener el vector s.

Paso 11. Si s es un vector zero-hot, entonces s es el k-ésimo vector zero-hot, h*, (Basado
en el Teorema 4.4) entonces.
Paso 11.1 Se realiza la operacion LAx-§, lo que resultara en el x¢ correspondiente.
Fin. Si no, entonces

Paso 12. Realizar la operacién AND logica entre r y s para obtener el vector t, el cual
(Basado en el Teorema 4.5) sera igual al k-ésimo vector one-hot.

Paso 13. Realizar la operacion LAX - t, para obtener el x¢ correspondiente. Fin.

4.4.3 Ejemplo ilustrativo de la Memoria Asociativa Bidireccional Alfa-Beta

Sean los siguientes 4 pares de patrones (p=4), los patrones de entrada, x con dimension 4
(n=4) y los patrones de salida, y con dimension 3 (m=3).

1 0 0 1
1 : 0 : 0 0 1 :
1 — , 1 — 0 , 2 — , 2 — O , 3 — , 3 — 1 , 4 — , 4 — 1
X 1 Yy X 0 y X 1 y X 0 Yy
1 0 0 0
1 0 0 0
FASE DE APRENDIZAJE

» Se aplica la transformada vectorial de expansion del vector x, para obtener cada uno de
los vectores X*y X"
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X =7°%(x,h) X =17°(x,h)

1] 0] 0] 1] 1] 0] 0] 1]

1 0 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 1 0 1 0
Xl—l 2_O X3=0 ‘(4_0 Xl_1 72_0 X3—O 74_0
1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1
0] 10| 0] 1] 1] 1] 1] 10|

Vectores one-hot Vectores zero-hot

4
» Se generan las memorias autoasociativas Alfa-Beta max V =y, (Xk ® (Xk )t) y min
k=1

4
A= (Xk®(7<k)t)
k=1
[11222221] (11010000 |
11222222 11010000
22122222 00110000
11111222 00010000
V s y A=
11111222 00001000
Lemad3 |122222122 11110100 || Lema4ds
22122212 11010010
(11222221 (00110001 |

» Se crea el Linear Associator Modificado utilizando los patrones de salida y

1 1 0 1
LAy=/0 0 1 1
1 0 0 0
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FASE DE RECUPERACION

> Se presenta a la entrada de la BAM Alfa-Beta el patron x°, se construye el vector u y se
construye la expansion

\j

™ F=7(x,u) > F=

I

\

—_ = = = O = O O
/
—_ —_ —_ —_ o —_ o o

» Se opera la memoria autoasociativa Alfa-Beta max V con F

0

0

1

0

R=VA ﬁ.F =
0
(i\’ Lema 4.1
0
. 7 Cc 1
» Se realiza la contraccion: r =7"(R,4) 5 . Teorema 4.2

0

Debido a que r no es un vector one-hot, entonces se continua con el algoritmo

» Se construye el vector u 'y con el patréon x>, se construye la expansion
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S O O O o = O O

1
I
Y

G=7xw) [ G=

S O O O O = O O

I
L

» Se opera la memoria autoasociativa Alfa-Beta min A con G

0

0

1

0

S=AV,G=
0
1
(3 Lema 4.2
0
: . 1
> Se realiza la contraccion s = 7°(S,4) % 0 Teorema 4.4

1

El vector s no es un vector zero-hot, por lo que se continua con el proceso.

» Se realiza la operacion AND entre el vector r y el vector negado de s, S, para obtener
el vector t

Teorema 4.5

S = O O

Con esta operacion se obtiene el tercer vector one-hot

> Se obtiene el vector y’ mediante
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0
1 1 0 1 0 0
Ve =LAy-t=|0 0 1 1] { =1 =y3
1 0 0 O 0
0

4.5 Complejidad del Algoritmo de la BAM Alfa-Beta

Un algoritmo es un conjunto finito de instrucciones precisas para la realizacion de un
calculo o para resolver un problema [66]. En general, se acepta que un algoritmo provee
una solucion satisfactoria cuando produce una respuesta correcta y cuando es eficiente.

Una medida de la eficiencia es el tiempo usado por la computadora para resolver un
problema utilizando un algoritmo dado. Una segunda medida de eficiencia es la cantidad de
memoria requerida para implementar el algoritmo cuando los valores de entrada son de un
tamano especifico.

El analisis del tiempo requerido para resolver un problema de un tamafio en particular
implica la complejidad en tiempo del algoritmo. El andlisis de la memoria requerida por la
computadora implica la complejidad en espacio del algoritmo.

En las siguientes secciones se describe la complejidad del algoritmo que presenta la BAM
Alfa-Beta. En la primera parte, se analiza la complejidad en espacio tanto para la BAM de
Kosko como para la Alfa-Beta, para efectos de comparacion. En la segunda seccion, se
analiza la complejidad en tiempo sélo para el algoritmo del modelo propuesto en este
trabajo de tesis, dado que no es posible realizar la correspondiente comparacion con la
BAM de Kosko, en virtud de que ésta funciona con base en un algoritmo iterativo, lo que
impide conocer de antemano el nimero de iteraciones.

4.5.1 Complejidad en espacio

BAM de Kosko

Los p patrones de entrada x, con dimension n, se guardan en una matriz cuya dimension
sera p x N. Dado que x € {-1, 1}, entonces estos se representan con variables enteras que
ocupan 2 bytes. El numero total de bytes sera:

Bytes x =2pn

Los p patrones de entrada y, con dimension m, se guardan en una matriz cuya dimensioén
sera p x m. Dado que y € {-1, 1}, entonces estos se representan con variables enteras que

ocupan 2 bytes. El nimero total de bytes sera:

Bytes x =2pm
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La matriz de correlacion M tiene dimensiones de m x n y dado que M € Z, entonces debe
representarse con variables enteras que ocupan 2 bytes. El numero total de bytes sera:

Bytes M =2mn

La matriz de correlacion transpuesta M' tiene dimensiones de n x my dado que M' € Z,
entonces debe representarse con variables enteras que ocupan 2 bytes. El nimero total de
bytes sera:

Bytes Mt =2nm

Se necesitan dos vectores que guarden el estado anterior en la fase de recuperacion, uno
para x y otro para y. Dadas las dimensiones de estos vectores, el nimero de bytes sera:

Bytes xy =2n+ 2m = 2(n+m)

Se necesitan otros dos vectores para guardar los patrones recuperados, tanto para X como
paray. Dadas las dimensiones de estos vectores, el nimero de bytes sera:

Bytes xyr =2n +2m = 2(n+m)

El total de bytes requeridos para implementar la BAM de Kosko es de:

Total = Bytes x + Bytes x + Bytes M + Bytes Mt + Bytes xy + Bytes xyr
Total = 2pn+2pm + 2mn + 2nm + 2(n+m) + 2(n+m) = 2p(n+m) + 4mn + 4(n+m)

Total = (n+m)(2p + 4) + 4mn

BAM Alfa-Beta

Se necesitan una matriz para guardar los p patrones x. La matriz tendrad dimensiones de p x
(n+p). En la misma matriz se guardan los patrones de entrada y los vectores anadidos tanto
del one-hot como del zero-hot. Dado que x € {0, 1}, entonces estos valores se pueden
representar con variables de tipo caracter que ocupan 1 byte. El nimero total de bytes sera:

Bytes x =p(n+ p)

Se necesita una matriz para guardar los p patrones y. La matriz tendrd dimensiones de p x
(m+p). En la misma matriz se guardan los patrones de salida y los vectores afiadidos tanto
del one-hot como del zero-hot. Dado que y € {0, 1}, entonces estos valores se pueden
representar con variables de tipo caracter que ocupan 1 byte. El nimero total de bytes sera:

Bytes_y = p(m+ p)
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En la fase de aprendizaje se necesitan 4 matrices. Dos para las memoria autoasociativas
Alfa-Beta tipo max , Vx y Vy, y dos para las memorias autoasociativas Alfa-Beta tipo min,
Ax y Ay. Vx y Ax tienen dimensiones (n+p) x (n+p) y Vy y Ay tiene dimensiones (m+p) x
(m+p). Dado que estas matrices contienen s6lo numeros enteros positivos, entonces los
valores de sus componentes se pueden representar con variables de tipo cardcter que
ocupan 1 byte. El nimero total de bytes sera:

Bytes VxAx = 2(n+p)*

Bytes VyAy = 2(m+p)

Se utiliza el vector en donde se guarda el vector one-hot recuperado, cuya dimension es de
p. Dado que las componentes de cualquier vector one-hot toman los valores de 0 y 1,
entonces estos valores se pueden representar con variables de tipo cardcter que ocupan 1
byte. El nimero total de bytes sera

Bytes vr=p

El total de bytes requeridos para implementar una BAM Alfa-Beta es:

Total = Bytes x + Bytes y + Bytes VxAx + Bytes VyAy + Bytes vr

Total = p(n+ p) + p(m+ p) + 2(n+p)*+ 2(m+p)* + p

Total = p[(n+ p) + (M+ p)] + 2[(n+p)* + (M+p)*] + p

Total = p (N + m + 2p) + 2[(n+p)>+ (M+p)*] + p

4.5.2 Complejidad en tiempo

La complejidad en tiempo de un algoritmo se puede expresar en términos del numero de
operaciones usadas por el algoritmo cuando la entrada tiene un tamafio en particular. Las
operaciones utilizadas para medir la complejidad en tiempo pueden ser la comparacion de
enteros, la suma de enteros, la division de enteros, asignaciones de variables,
comparaciones logicas, o cualquier otra operacion elemental.

Se define lo siguiente:

OE: operacion elemental
n_pares: es el nimero de pares de patrones asociados

n: es la dimension de los patrones mas la adicion de los vectores one-hot o zero-hot

Se analiza el algoritmo de la fase de aprendizaje porque es la parte de todo el algoritmo que
requiere de mas operaciones elementales.
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Fase de Recuperacion

u=0; (1)
while(u<n_pares) (2)
{
i=0; (3)
while(i<n) (4)
{
i=0; (5
while(j<n) (6)
{
if(y[u][i]==0 && y[u][j]==0) (7)
t=1; (8)
else if(y[u][i]==0 && y[u][j]==1) (9a)
t=0;
else if(y[u][i]==1 && y[u][j]==0) (9b)
t=2;
else t=1;
if(u==0) (10)
Vyli][j1=t; (11)
else
if(Vy[i]jl<t) (12)
Vylil[jI=t; (13)
j++; (14)
}
i++; (15)
}
ut++; (16)
}

(1) 1 OE, asignacion

(2) n_pares OE, comparaciones

(3) n_pares OE, asignacion

(4) n_pares*n OE, comparaciones
(5) n_pares*n OE, asignacion

(6) n_pares*n*n OE, comparaciones

(7a) n_pares*n*n OE, comparaciones: y[u][i]==0

(7b) n_pares*n*n OE, operador relacional AND: &&

(7¢) n_pares*n*n OE, comparaciones: y[u][j]==0

(8) Siempre se va a realizar una asignacion a la variable t, n_pares*n*n OE

(9) Ambas sentencias if (a y b) tiene la mitad de probabilidad de ejecutarse,
n_pares*n*(n/2)

(10) n_pares*n*n OE, comparaciones

(11) Esta asignacion sélo se realiza una vez, 1 OE

(12) (n_pares*n*n)-1 OE, comparaciones

(13) tiene la mitad de probabilidad de ejecutarse la asignacion, n_pares*n*(n/2)

(14) n_pares*n*n OE, incremento



(15) n_pares*n OE, incremento
(16) n_pares OE, incremento

El ntimero total de OE es:

Total = 1+n_pares+n_pares+n_pares*n+n_pares*n+n_pares*n*n+n_pares*n*n+
n_pares*n*n+ n_pares*n*n+ n_pares*n*n+ n_pares*n*(n/2)+
n_pares*n*n+1+[(n_pares*n*n)-1]+ n_pares*n*(n/2)+ n_pares*n*n+ n_pares*n+ n_pares
Total = 2+3n_pares+3 n_pares*n+7 n_pares*n*n+2[n_pares*n*(n/2)]+ [(n_pares*n*n)-1]
Total = 2+n_pares(3+3n+8n”)+ n_pares*n’-1

Total = 1+n_pares(3+3n+9 n%)

Del total de OE obtenida, se fija n_pares en el valor de 50, lo que resulta en una funcion
que solo depende del tamafo de los patrones:

f(n) = 1+50(3+3n+9n?)
Para analizar la factibilidad del algoritmo es necesario entender que tan rapido crece la
funcion obtenida conforme aumenta el valor de n. Para este cometido, se utilizara la
notacion BIG-O [66], que se define a continuacion.
Sea f y g funciones de un conjunto de enteros o de un conjunto de nimeros reales a un
conjunto de nimeros reales. Se dice que f(X) es O(g(X)) si existen dos constantes C y K tal
que:

If(x)] < C |g(X)| cuando x >k
Ahora, el nimero de operaciones elementales obtenidas de nuestro algoritmo fue:
f(n) = 1+50(3+3n+9 n%)

se debe encontrar una funcion g(x), C y k, que cumplan con la desigualdad.

Se propone
50(3n*+3n*+9n%) = 150n*+150n*+450n? =750n*

Entonces si g(n) = n%, C =750 y k=1, tenemos que
[f(n)| <750 |g(n)| cuando n> 1, por lo tanto o(nd).

La figura 4.6 se muestra las graficas de f(n) y O(n?). Se puede observar que la funcién g(n)
propuesta cumple con la desigualdad, con lo que se concluye que el algoritmo de la BAM
Alfa-Beta es O(n?).
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Figura 4.6 Gréfica de f(n) y O(n®). Se comprueba la desigualdad, por lo tanto, el algoritmo
es O(n?).
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CAPITULO5

Resultados

En este capitulo se presenta una comparacion de la BAM Alfa-Beta con la BAM de Kosko
y la BAM de Wang [28] mediante ejemplos numéricos. Se presentan, ademas, los
resultados experimentales que se realizaron al tomar conjuntos fundamentales formados por
imagenes, para la comparacion entre la BAM Alfa-Beta y el método de Shen y Cruz [18]
que utiliza un algoritmo genético.

Adicionalmente se muestra la superioridad del nuevo modelo, motivo de esta tesis, al
desarrollar tres aplicaciones que incluyen aspectos de interés en algunas areas de la
actividad humana, como lo es el reconocimiento automatico de huellas digitales. De este
modo se evidencia que el fundamento tedrico de las Memorias Asociativas Bidireccionales
Alfa-Beta puede redundar en aplicaciones practicas de interés para los investigadores
internacionales.

La primera aplicacion, presentada en la seccion 5.2, consta de 4 conjuntos de figuras, en
donde cada conjunto tiene 26 figuras monocromaticas. La aplicacion permite elegir las
figuras que se deseen para crear un conjunto fundamental que servira de base en la
operacion de las Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta.

En la segunda aplicacion, presentada en la seccidn 5.3, se realizan experimentos con 40
huellas digitales que se asocian a 40 nimeros.

La tercera aplicacion, que se presenta en la seccion 5.4, es un traductor inglés-
espafol/espafiol-inglés. Esta aplicacion asocia 120 palabras en inglés con 120 palabras en
espafol. Ademas, el traductor puede recibir palabras con errores ortograficos o incompletas
y, en algunos casos, recupera la traduccion correcta.

La implementacion del algoritmo se realizé con el compilador Visual C++ 6.0.

En la seccion 5.5 se presentan el comportamiento del nuevo modelo de BAM Alfa-Beta
ante patrones afectados por los tres tipos de ruido: aditivo, sustractivo y mezclado.

5.1 Comparacion de Memorias Asociativas Bidireccionales

En el articulo de Wang et al [28] se presenta un ejemplo ilustrativo con tres parejas de
patrones, es decir, p = 3. Las parejas de vectores son:
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A = (100111000), B; = (111000010)
A, = (011100111), B, = (100000001)
As = (101011011), B; = (010100101)

Dado que las BAM, tanto de Kosko como de Wang, trabajan con patrones bipolares,
entonces:

X;=(1-1-1111-1-1-1), Y;=(111-1-1-1-11-1)
Xp=(-1111-1-1111), Y,=(1-1-1-1-1-1-1-11)
Xs=(1-11-111-111), Ys=(-11-11-1-11-11)
La matriz M de Kosko se calcula para p = 3:

M= XY, + XY, + X]Y,

1311-1-111-1
1-3-1-1 1 1-1-11
1-1-31-1-1 1-13
3-11-3-1-1-3 1-1
M=/-1311-1-11 1-1
1311-1-111-1
1-3-1-1 1 1-1-11
1-1-3 1-1-11-33
-1-1-3 1-1-11-3 3

Supongamos que se comienza con a = X,. Entonces aM = X;M vy tiene el valor de:

oM =(5-19-13-511-5-1313)

Entonces HaM)=F =(1-1-1-111-1-11) y o= LM
AM'=(-111155-11-111155)

Entonces &= gAMN=(-1111-1-1111)=X,= «.

El uso de o producira g "= g . Por lo tanto, el ciclo ha terminado con eg = =X, =(-111
1-1-1111)y==(1-1-1-111-1-11). Su puede observar, que S = Y, y por

tanto, la pareja (Xz, Y2) no se recupera correctamente mediante proceso de decodificacion
de Kosko.
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Wang utiliza su método del entrenamiento multiple para recuperar las tres parejas
correctamente. Debido a que la BAM de Kosko no recupera la pareja (X, Y2) entonces
propone el factor de entrenamiento de 2 para esa pareja, entonces el nuevo valor de M es:

M = XY, +2X,Y, + X]Y,

Con esta nueva matriz M se recupera correctamente la pareja (Xz, Y2); sin embargo, esto
genera que la pareja (X1, Y1) no se recupere de manera correcta. Este problema se resuelve
aplicando el factor de entrenamiento de 2 a la pareja (X1, Y1). La nueva matriz M es:

M =2X]Y, +2X]Y, + X1V,

Con esta matriz se recuperan de manera perfecta las tres parejas de patrones. Cabe hacer
notar que este método garantiza la recuperacion del patron al que se le aplica el
entrenamiento maltiple. Este método muestra la clara desventaja de que la aplicacién del
entrenamiento multiple a una de las parejas produce errores en la recuperacion de las otras
parejas; ademas, no existe un algoritmo que proponga de manera directa el valor del factor
de entrenamiento. La aplicacion del entrenamiento multiple, a cada término para el calculo
de la matriz M, se realiza mediante ensayo y error.

Ahora utilizaremos el algoritmo de la BAM Alfa-Beta para el mismo ejemplo. Recordemos
gue nuestro método trabaja con patrones binarios.

Para cada indice k € {1, ..., p} se realiza la expansion X* =z°(A,,h*) y Y*=7°(B,,h"),
donde h® es el k-6simo vector one-hot,

O OFRr OO0 O FR P FPR O O
O P OFR PP FP OOLFRFR PR PP O
P OO R kP OF P OFP OBk
O O, OFP OO OO R Bk B
Ok OFr OO OO0 O O O K
P O O, OFP OO Fr O Fr O
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Con los vectores X* con k = 1, 2, 3 se forma la memoria autoasociativa Alfa-Beta max Vx.
De manera similar, pero ahora con los vectores Y* con k = 1, 2, 3 se forma la memoria
autoasociativa Alfa-Beta max Vy.

Para cada indice k {1, ..., p} se realiza la expansion X“ =z°(A,,h") y Y*=2°(B,.h"),
donde h* es el k-ésimo vector zero-hot.

1 0 1 1 1 0
0 1 0 1 0 1
0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1
1 0 1 0 0 0
xiot x| e oty vee| O veo|f veo|f
0 1 0 0 0 1
0 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 1 1 0 1
1] 1] 0] 1] 1] 0]

Con los vectores X" con k = 1, 2, 3 se forma la memoria autoasociativa Alfa-Beta min Ax.
De manera similar, pero ahora con los vectores Y* con k = 1, 2, 3 se forma la memoria
autoasociativa Alfa-Beta min Ay.

Se crean dos Linear Associator modificados con los patrones Ay By con k =1, 2, 3 de la
siguiente forma: se toma cada uno de los vectores columna Ax y se crea la matriz LAX,
también se toma cada uno de los vectores columna Yy se crea la matriz LAy:

[101] (110 ]
010 101
011 100
110 001
LAx={101] v LAy={000
101 000
010 001
011 100
1011] 1011
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Al presentarle el patron A; a la BAM Alfa-Beta, el proceso de recuperacion es el siguiente:

Se crea el vector F que es una version ruidosa, con ruido aditivo, del patron X; ,

y se le presenta a la matriz VX, R=VxA ;F=

e == T = T S = S o B o B =
O O, OO0 O R RPEFER OO R

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

1
r=| 0, el cual corresponde al ler. vector one-hot
0

El vector r se le presenta a la matriz LAy y se realiza la siguiente operacion:

(110]] 1
101 1
100 1
0oo1[[1] |0
LAy r={000/||0|=|0|=B,
ooo||of |0
001 0
100 1
(011] 0]

Se observa que el patron B se recupera correctamente.

Ahora le presentamos el patrén A, a la BAM Alfa-Beta, entonces el proceso de
recuperacion es el siguiente:
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Se crea el vector F que es una versién ruidosa, con ruido aditivo, del patron X, ,

y se le presenta a la matriz VX, R =VxA F=

P P PP PP OOPR P P O
O P OFR P RFPR OOFRFR KL PFL O

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

0
r=| 1], el cual corresponde al 2° vector one-hot
0

El vector r se le presenta a la matriz LAy y se realiza la siguiente operacion:

(110
101
100
001

LAy-r={000|
000
001
100

1011

o +— O
I
R O O O O O O O k-
Il
vs)
N

Se observa que el patron B, se recupera correctamente.

Ahora le presentamos el patrén A; a la BAM Alfa-Beta, entonces el proceso de
recuperacion es el siguiente:
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Se crea el vector F que es una versién ruidosa, con ruido aditivo, del patron Xs ,

y se le presenta a la matriz VX, R =VXA ;F =

R PR PP OR PR OBR O R

P O O R kP O FP P O F O K

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

0
r=| 0/, el cual corresponde al 3er. vector one-hot
1

El vector r se le presenta a la matriz LAy y se realiza la siguiente operacion:

(110
101
100
001

LAy-r={000|

000

001

100

1011

R O O
I
P O P OO Fr O Fr O
Il
w
w

Se observa que el patron Bz se recupera correctamente.
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Haciendo uso de la propiedad de bidireccionalidad de la BAM, a continuacion le
presentaremos, como entrada, los patrones By para obtener sus Ay correspondientes, con k =
1,2, 3.

Se le presenta el patron B; a la BAM Alfa-Beta, el proceso de recuperacion es el siguiente:
Se crea el vector F que es una versién ruidosa, con ruido aditivo, del patron Y1,

y se le presenta a la matriz VX, R =VXA ;F =

R PP OFR, OO0 00 R Rk Bk
O O, OF OO0 0 O Rk Kk -

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

1
r=| 0/, el cual corresponde al ler. vector one-hot
0

El vector r se le presenta a la matriz LAX y se realiza la siguiente operacion:

[101]
010
011
110

LAX-r=|101{
101
010
011

1011]

o o
Il

O OO kR PR R, OO R
Il
>

Se observa que el patron A; se recupera correctamente.
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Ahora se le presenta el patrén B, a la BAM Alfa-Beta, el proceso de recuperacion es el
siguiente:

Se crea el vector F que es una version ruidosa, con ruido aditivo, del patron Y, ,

y se le presenta a la matriz VX, R=VxA ;F=

P P P PO O O O O O O
O r O kP OO O O O O O

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

0
r=| 1|, el cual corresponde al 2° vector one-hot
0

El vector r se le presenta a la matriz LAX y se realiza la siguiente operacion:

[101]
010
011
110

LAX-r={101]|-

101

010

011

011]

o - O
Il
R PP OO R Kk Rk O
Il
>
N

Se observa que el patron A; se recupera correctamente.
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Por ultimo, se le presenta el patron B; a la BAM Alfa-Beta, el proceso de recuperacion es el

siguiente:

Se crea el vector F que es una version ruidosa, con ruido aditivo, del patron Y3,

P PR, PO O O0ORr O RO

Realizamos la contraccion r = 7(R,n), entonces:

0

y se le presenta a la matriz VX, R =VxA ,F=

b OOk, Ok, OO0 FLr O Fr O

r=| 0|, el cual corresponde al 3er.vector one-hot

1

El vector r se le presenta a la matriz LAX y se realiza la siguiente operacion:

LAX-r =

[101]
010
011
110

101
010
011

101

011

Se observa que el patron Az se recupera correctamente.

P P O Rk B O RFr O K
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En este ilustrativo ejemplo numérico se mostrdé que la BAM Alfa-Beta tuvo recuperacion
correcta de todos los patrones entrenados.

Shen y Cruz [18] utilizan los siguientes pares de patrones para entrenar su modelo de BAM
que utiliza algoritmos genéticos.

FPLANE T &k COFTER

A~ i ke

Los autores encuentran que el limite superior de la energia del hiper-radio (ver Apéndice B)
es

e-Y1-2
2

Para su simulacion proponen F* = 5. Con este valor encontrado, su BAM tiene un tiempo
de célculo de, aproximadamente, 15 horas.

Se entrenaron los mismos patrones en la BAM Alfa-Beta el tiempo de célculo requerido por
nuestro algoritmo es, aproximadamente, de 2 segundos.

5.2 Aplicacion 1. Patrones fundamentales: figuras monocromaticas

La primera ventana que aparece en este programa se muestra en la figura 5.1

% Imagen

FPazo 1 Pazo 2 Pazo 3
Elegir

Conjuntos e 5 Fase de SALIR
Fundamentales iz pb i ECUPEracion

Figura 5.1 Menu de opciones de la primera aplicacion.

Al hacer clic sobre el botdn de “Elegir Conjuntos Fundamentales” aparece la pantalla que
se muestra en la figura 5.2.

Cada una de las figuras mostradas en esta pantalla se obtuvo de la pagina de Microsoft
(www.microsoft.com) eligiendo buscar clipart. Originalmente las figuras se obtienen en
formato wmf. Se utiliz6 el software de edicion de imagenes Advanced Batch Converter para
convertir el formato original a formato gif. Las dimensiones de las figuras eran de 60 x 58
pixeles; con el mismo editor de imagenes se redujo la dimensién a 50 x 50 pixeles. Este
ultimo proceso se realizé para que las 104 imagenes tuvieran cabida en la pantalla.
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La eleccion de las asociaciones se realiza de la siguiente manera: se posiciona el raton
sobre la imagen deseada y se dan dos clic con el boton izquierdo del ratén;
automaticamente aparece la imagen elegida en la parte inferior derecha de la pantalla abajo
del titulo “Entrada”. Para elegir el patron que se asociara a esta imagen previa, se realiza el
mismo proceso. La diferencia es que la imagen elegida aparecerd en la parte superior
derecha debajo del titulo “Salida”. De esta manera se puede crear el conjunto fundamental
de hasta 52 pares de patrones.

Conjuntos Fundamentales @

Conjunta Fundamental |

%E&ﬁﬁ@( Oﬂw'
@i@ﬁﬁ?whvh

Conjunta Fundamental |1

%,,,g Co Y i dl P
GO DS

S S @3% % (g :~} ﬂ! @ g %
ﬁ%@\%%@@%@@%ﬁ

Conjunta Fundamental 'Y
\;"ﬁ

%

ST LW Ly
,#g@£MWﬁ-

Entrada Salida

v
Aceptar },;EB km
L 2T

"?g

Figura 5.2 Pantalla para la eleccion del conjunto fundamental para la memoria asociativa
bidireccional Alfa-Beta.

Una vez que ya se cre0 el conjunto fundamental se hace clic en el boton de “Aceptar”,
accién que nos retorna a la pantalla principal (Fig. 5.1). Se habilita el botén de Fase de
Aprendizaje, el cual nos permite crear la memoria asociativa bidireccional Alfa-Beta.

Para este ejemplo, se eligieron 52 parejas de patrones. El proceso de la fase de aprendizaje
se realiza en, aproximadamente, 37 segundos.

Para la ejecucion del programa se utilizé una Laptop SONY® VAIO®, con un procesador
Intel Pentium 4, a 2.8 GHz.

101



La pantalla que aparece al hacer clic sobre el boton “Fase de Recuperacion” se muestra en
la figura 5.3. En la parte superior se encuentran los 52 patrones, acomodados en 4 filas de
13 imagenes, que estas asociados a los 52 patrones que se muestran el parte inferior,
acomodados de la misma forma.

La eleccion de un patron se realiza haciendo doble clic con el boton izquierdo del raton
sobre la imagen elegida. La figura aparecera debajo de la etiqueta “Patron Elegido”.
Automaticamente, el patron recuperado se mostrara a la derecha de esta imagen y debajo de
la etiqueta “Patrén Recuperado”. En este ejemplo se eligio un patron del conjunto mostrado
en la parte superior.

Fase de Recuperacion

e
DDDX DA 5 J
SIS H SR ASS
LRSI VR.
BB L ke
JQ$M&é$%6W
AVgg Lt wll

i £ Ll

Patrdn Patrdn
Elegido Recuperado

“‘ﬂ Fi ﬁ

Walver al menu
principal

Figura 5.3 Pantalla de la Fase de Recuperacion. Haciendo doble clic sobre alguna de las
imégenes se elige un patron que aparece como “Patron Elegido”, de manera automatica se
ejecuta la fase de recuperacion que da como resultado otra imagen que corresponde al
“Patrén Recuperado”.

Para la recuperacion en el otro sentido, de igual forma, se elige una imagen del conjunto de
abajo y se recupera de manera perfecta el patron asociado (ver figura 5.4).
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Todos los patrones, como era de esperarse, se recuperan de forma correcta; ya sea en un
sentido como en el otro.

5.3 Aplicacion 2. Identificador de Huellas Digitales.

En esta aplicacion se asocian 40 huellas digitales a 40 nimeros. Las huellas digitales fueron
obtenidas del Fingerprint Verification Competition (FPV2000) [67]. Originalmente las
imagenes tienen dimension de 240 x 320 pixeles. Se utilizo el editor de imagenes Advanced
Batch Converter para recortar la dimension de las huellas, de manera que se pudieran
mostrar las 40 huellas en la pantalla. La dimension final de las iméagenes es de 80 x 170
pixeles.

La pantalla del mend principal se muestra en la figura 5.5.
Al hacer clic en el boton de “Cargar Datos”, se leen los archivos tanto de las huellas

digitales como de los nimeros. Ademas, se crea la memoria asociativa bidireccional Alfa-
Beta. El proceso tarda aproximadamente 1 minuto y 34 segundos.

Fase de Recuperacion

KA XDHJ @.@
“ﬁ Q”%i@@ﬁ Q3

%%@wﬁﬂﬁi
© D AR S
OATFRS WL L
et 5

Patrdn Patrdn
Elegido Recuperado

2

Walver al menu
principal

Figura 5.4 La recuperacion también se realiza hacia el otro sentido, es decir, se elige una
imagen del conjunto de abajo y se recupera de manera perfecta su patron asociado.
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%% Huellas

Fase de
Recuperacian

Cargar D atos

Salir

Figura 5.5 Pantalla del menu principal del Identificador de Huellas Digitales
Una vez que se leyeron los archivos se procede a la fase de recuperacion haciendo clic en el
botdn “Fase de Recuperacion”. La pantalla que aparece se muestra en la figura 5.6.

Dialog,

212223242526 2728293031323334353637383940

Figura 5.6 Pantalla de la fase de recuperacion
En esta pantalla se puede elegir la huella digital, haciendo doble clic con el boton izquierdo

del raton sobre la huella deseada, y entonces aparecerd, en la parte inferior derecha, la
huella digital elegida y el namero que le corresponde (ver figura 5.7).
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La memoria asociativa bidireccional Alfa-Beta nos permite elegir un nimero y obtener la
huella digital asociada a dicho namero (ver figura 5.8).

La recuperacion es correcta cuando se eligen cada una de la huellas digitales, es decir, se
recuperan cada uno de los numeros asociados a las huellas digitales. De igual forma, se
recuperan de manera correcta todas las huellas digitales correspondientes a cada uno de los
nameros.

La memoria asociativa bidireccional Alfa-Beta permitié recuperar de manera correcta, sin
ambigledad ni condiciones, en ambas aplicaciones, para cada uno de los conjuntos
fundamentales.

Dialog

3

o]

Figura 5.7 Haciendo doble clic con el boton izquierdo del raton se elige la huella digital y
aparece, en la parte inferior derecha la huella digital elegida y su correspondiente nimero.
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. Dialog

Figura 5.8 La recuperacion de patrones también se puede realizar en ambos sentidos. En
este caso, se elige un nimero y se recupera su correspondiente huella digital.

5.4 Aplicacion 3. Traductor Inglés-Espafiol/Espafiol-Inglés

En esta aplicacion se utilizo el modelo de Memoria Asociativa Bidireccional Alfa-Beta para
implementar un traductor inglés-espafiol/espafiol-inglés.

Para la fase de aprendizaje se utilizan dos archivos de texto que contienen, cada uno, 120
palabras en inglés y en espafiol, respectivamente. Con ambos archivos se crea la Memoria
Asociativa Bidireccional Alfa-Beta (Véase figura 5.9).

El proceso de aprendizaje tarda, aproximadamente, 1’ 6’”. El programa fue ejecutado en
una Laptop Sony VAIO, Pentium 4 a 2.8 GHz.

Una vez creada la BAM Alfa-Beta, entonces, en la fase de recuperacion, se escribe una
palabra, ya sea en inglés o en espafiol y se elige el modo de traduccién. Inmediatamente
aparece la palabra en el idioma correspondiente. Se puede visualizar un ejemplo en la
figura 5.10. La palabra a traducir es “accuracy” y su correspondiente traduccién en espafiol
es “exactitud”.
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Proceso finalizado Palabra Traducida

Cargar
Datos BAM Alfa-Beta creada

S alir

Figura 5.9 Se crea la Memoria Asociativa Bidireccional Alfa-Beta al asociar 120 palabras
en espafol con 120 palabras en inglés contenidas en dos archivos de texto.

%8 Traduce

Palabra a traducir Palabra Traducida

Cargar

P |accuracy [exactiud

Inglés-E zpaiiol -

Salir

Figura 5.10 Se escribe la palabra que se desea traducir, en este ejemplo fue “accuracy” y se
elige el modo de traduccidn, instantdneamente aparece su correspondiente palabra en
espariol que es “exactitud”.

El traductor presenta otras ventajas. Por ejemplo, supongamos que introducimos solo parte
de la palabra accuracy, digamos “accur”; el programa arrojara como resultado la palabra
“exactitud” (Veéase figura 5.11). La BAM Alfa-Beta trabaja de manera adecuada,
recuperando el patron correspondiente, debido a que la eliminacién de letras se visualiza
como ruido sustractivo, y el nuevo modelo propuesto en este trabajo de tesis es robusto ante
este tipo de ruido.

Ahora, supongamos que en lugar de escribir una “y”, por error de escritura, se teclea una
“i”. El resultado se puede observar en la figura 5.12. El patrdn se recupera de manera
correcta ya que, el codigo binario del caracter “y” es 01111001, mientras que el cddigo
binario de la “i” es 01101001, una vez mas, el tipo ruido con el que se le afecta al patrén es
ruido sustractivo, y la BAM Alfa-Beta recupera de manera correcta el patron
correspondiente.
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5‘: Traduce

Palabra a traducir Palabra Traducida
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S alir

Figura 5.11 El traductor recupera de manera correcta la palabra asociada a “accuracy” aun
cuando ésta no se escriba completa.

Las ventajas presentadas por el traductor resaltan las bondades de las Memorias Asociativas
Alfa-Beta. Estas memorias son inmunes a cierta cantidad y tipo de ruido, propiedades que
aun no se han caracterizado y que no son tema de investigacion de este trabajo de tesis. Sin
embargo, en la seccion siguiente (Seccion 5.5) se presenta una breve descripcion del
comportamiento de las Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta ante patrones
ruidosos.

% Traduce
Palabra a traducir Palabra Traducida
%ﬂt%a; Iaccuraci ]exactitud

Inglés-E spafiol -

Sali
1311

Figura 5.12 Aun cuando exista un error de escritura y se cambie la “y” por una “i”, el
programa recupera de manera perfecta la palabra “exactitud”.

Ademas de este tipo de pruebas, se introdujeron, completamente, las 120 palabras en inglés
y Se recuperaron sus respectivas traducciones en espariol. De igual forma, se escribieron las
120 palabras en espafiol, y de manera correcta y sin ambiguedades, el traductor mostro las
palabras en inglés correspondientes.
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5.5 Comportamiento de la BAM Alfa-Beta ante patrones ruidosos

Se ha demostrado ya, mediante el fundamento matematico presentado en el capitulo 4y a
través de las aplicaciones mostradas en este capitulo, que el modelo de Memoria Asociativa
Bidireccional recupera correctamente todos los patrones aprendidos. Sin embargo, y aunque
no es parte del trabajo de investigacion de esta tesis, resulta interesante conocer el
comportamiento del modelo de BAM Alfa-Beta ante patrones afectados, ya sea por ruido
aditivo, sustractivo o mezclado. Lo anterior, con el propdsito de abrir lineas de
investigacion que permitan caracterizar el ruido soportado por el nuevo modelo propuesto
y, de esta manera, mejorar el desempefio de la BAM Alfa-Beta ante patrones ruidosos.

Se tomaron tres imagenes del conjunto mostrado en la figura 5.4. En la figura 5.13 se
indican las imagenes elegidas. A la primera de ellas se le introdujo ruido aditivo; a la
segunda se le afect6 con ruido sustractivo, y a la tercera se le introdujo ruido mezclado. El
resultado de la recuperacién de sus patrones correspondientes se muestra en la figura 5.14.

El patron con ruido aditivo (Fig. 5.14a) se recupera correctamente, al igual que el patron
afectado por ruido sustractivo (Fig. 5.14b). Sin embargo, el patron que tiene ruido
mezclado (Fig. 5.14c) no se recupera.

2°. patrén

ler. patrénm—» % E. &(m Wg’éc b
3er. patron—> ff% i@mﬁ

wﬁ@@
ﬁ?%@?l%—}%@%%@@%ﬁ
GO ‘&Z*‘»;z’//ﬁ%f i R dlP D
J /D%CJM m,é%@‘fiw i g
BPEG S Tf GG b
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Figura 5.13 Patrones elegidos para realizar pruebas con ruido, tomados del ejemplo
mostrado en la figura 5.4.

0SB
%

La razdn por la cual la BAM Alfa-Beta recupera de manera correcta los patrones afectados
por ruido aditivo y sustractivo, es por la forma en que esta construida. Las Etapas 1y 3
constan de dos memorias autoasociativas Alfa-Beta max y min; la Alfa-Beta max se
comporta de manera muy eficiente ante ruido aditivo, mientras que la Alfa-Beta min es
muy resistente al ruido sustractivo. Sin embargo, las memorias autoasociativas Alfa-Beta
tienen problemas de recuperacion cuando se les presentan patrones con ruido mezclado.
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De acuerdo con el parrafo anterior, la razén por la cual la BAM Alfa-Beta no recupera de
manera correcta los patrones afectados por ruido mezclado, es que este nuevo modelo
hereda los tipos de ruido a que son sensibles las memorias autoasociativas Alfa-Beta max y
min. Lo anterior, debido a que en su arquitectura el nuevo modelo incluye ambos tipos tipos
de memorias autoasociativas Alfa-Beta. En la figura 5.14 se observa un ejemplo de
recuperacion correcta con ruido aditivo, un ejemplo de recuperacion correcta con ruido
sustractivo y tres ejemplos donde la recuperacién no es correcta, ante distintos niveles de
ruido mezclado.

5.6 Recuperacion correcta del conjunto fundamental completo

El fundamento matematico en el cual se sustenta el disefio y operacién del modelo de las
Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta, demuestra que el nuevo modelo original
propuesto en este trabajo de tesis, presenta recuperacion correcta de todos los patrones del
conjunto fundamental. Esta caracteristica le permite a la Memoria Asociativa Bidireccional
Alfa-Beta superar, en cuanto a la capacidad de almacenamiento, a todos los modelos
anteriormente propuestos.

Patrdn  Con ruido Patrén Patrén  Con ruido Patrén
original aditivo  recuperado original  sustractivo recuperado
- E‘ - h
: ‘ A : iﬁf
o &, @
A d :
(a) (b)
Patron Patrones con distintos niveles Patron recuperado en
original de ruido mezclado los tres casos

-

Figura 5.14 Se muestran tres patrones afectados por (a) ruido aditivo, (b) ruido sustractivo
y (c) tres distintos niveles de ruido mezclado.

En la figura 5.15 se muestran las graficas de la capacidad de almacenamiento
correspondientes a los trabajos de Wang [19], Jeng [30], Wu [58] y Zheng [64]. Se puede
observar que en el caso del modelo de Wang (Fig. 5.15a), la capacidad de recuperacion
decae cuando el nimero de patrones almacenados es mayor a 17. La BAM de Jeng (Fig.
5.15b) muestra recuperacién correcta hasta de 200 patrones entrenados; sin embargo, no
presenta resultados mas alla de esa cantidad de patrones, ni da un sustento matematico que
demuestre que su modelo funciona de manera correcta para todo el conjunto fundamental.
La red neuronal de tres capas de Wu (Fig. 5.15c), tiene la limitante de que los patrones
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entrenados no pueden tener una distancia de Hamming mayor a 5, dado que en ese caso, la
capacidad de recuperacion decrece. Se puede observar que Zheng (Fig. 5.15d) s6lo muestra
una gréfica de la capacidad de recuperacion para 10 patrones entrenados; al igual que Jeng,
no presenta de manera formal argumentos que indiquen que la capacidad de recuperacion
de su BAM siempre es correcta.

En cada una de las graficas mostradas en la figura 5.15, se ha dibujado una flecha indicando
la capacidad de almacenamiento de las Memorias Asociativas Bidireccionales Alfa-Beta. El
nuevo modelo propuesto siempre presentara recuperacién correcta de todos los
patrones del conjunto fundamental, sin condiciones previas y sin importar el nimero de
patrones del conjunto fundamental.
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Figura 5.15 Gréficas de la capacidad de almacenamiento de modelos de BAM. La flecha
indica que la capacidad de la BAM Alfa-Beta siempre es correcta sin importar el nUmero de
patrones entrenados.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta seccion se presentan las conclusiones obtenidas al analizar los desarrollos y
resultados originales del nuevo modelo de Memoria Asociativa Bidireccional denominado
Alfa-Beta, motivo central de este trabajo de tesis. Ademas, se hace una propuesta con una
serie de posibles trabajos de investigacion cuya motivacién y arranque pueden derivarse a
partir del nuevo modelo desarrollado y de sus aplicaciones.

Conclusiones

112

Se ha realizado un estudio amplio del estado del arte en memorias asociativas
bidireccionales. Esto ha permitido conocer las técnicas que se utilizaron a través de
la evolucion de los modelos de memorias asociativas bidireccionales, asi como las
ventajas y desventajas de cada modelo.

Este trabajo de tesis tiene como producto original un modelo de memoria asociativa
bidireccional que no se basa en la convergencia hacia estados estables, como lo hace
la mayoria de sus antecesores, sino que funciona con base en un algoritmo no
iterativo.

Se proponen dos nuevas transformadas vectoriales: transformada de expansion y
transformada de contraccion.

Las nuevas memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta superan a los modelos
anteriormente propuestos en la capacidad de recuperaciéon: la BAM Alfa-Beta
presenta recuperacion correcta de todos los patrones de entrenamiento.

Los patrones de entrenamiento por la BAM Alfa-Beta no estan limitados a patrones
ortogonales, linealmente separables o con cierta distancia de Hamming. Las
propiedades de los patrones no limita a la BAM Alfa-Beta, la cual, sin condiciones
adicionales, presenta recuperacion correcta de todos los patrones del conjunto
fundamental.

La recuperacion correcta de los patrones del conjunto fundamental, presentada por
la BAM Alfa-Beta, se basa principalmente en la capacidad maxima de
almacenamiento y aprendizaje mostradas por las memorias autoasociativas Alfa-
Beta, pilar fundamental en el esquema del nuevo modelo de BAM.

La estructura del nuevo modelo de BAM Alfa-Beta estd constituida por una
memoria autoasociativa Alfa-Beta max y una memoria autoasociativa Alfa-Beta
min, por lo que heredan las propiedades de las mismas.



10.

11.

12.

13.

La BAM Alfa-Beta recupera patrones afectados por ruido aditivo ya que las
memorias autoasociativas Alfa-Beta max son robustas ante grandes cantidades de
ruido aditivo.

La BAM Alfa-Beta recupera patrones afectados por ruido sustractivo ya que las
memorias autoasociativas Alfa-Beta min son robustas ante grandes cantidades de
ruido sustractivo.

Los patrones ruidosos que contienen ruido mezclado no son recuperados por la
BAM Alfa-Beta debido a que las dos memorias autoasociativas Alfa-Beta: max y
min, presentan problemas de recuperacién ante este tipo de ruido.

La caracterizacion del ruido soportado por las BAM Alfa-Beta es materia de
trabajos posteriores, dado que la investigacion realizada en este trabajo de tesis tiene
como objetivo principal la recuperacion correcta de patrones del conjunto
fundamental.

Los resultados originales de este trabajo de tesis conforman un marco de trabajo
sustentado por una serie de lemas y teoremas, que permitird a otros investigadores
incursionar en esta linea de investigacion.

La complejidad del algoritmo de las memorias asociativas bidireccionales Alfa-Beta
es O(nd).

Trabajo futuro

1.

Implementar las nuevas memorias asociativas bidireccionales como clasificadores.
Por ejemplo, configurando el conjunto fundamental, de modo que los patrones de
salida representen clases, a la manera de los patrones de salida de la Lernmatrix de
Steinbuch [10, 68].

Llevar a cabo estudios comparativos de los clasificadores, que utilicen la BAM
Alfa-Beta, con los clasificadores conocidos [68, 69, 70]

Utilizar las memorias asociativas bidireccionales para la compresién de imagenes
[71].

Analizar y explicar la teoria del desorden del estrés postraumatico [72] mediante
memorias asociativas bidireccionales.

Solucionar problemas de agrupamiento automatico de patrones a través de
memorias asociativas bidireccionales [73]

Realizar la representacion de lattices de conceptos utilizando memorias asociativas
bidireccionales [74, 75].
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Relacion de publicaciones propias
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Articulo aceptado en congreso internacional cuyos proceedings seran publicados en
la revista internacional ISI Lecture Notes in Computer Science de Springer-Verlag,
The 13th International Conference on Neural Information Processing (ICONIP
2006): “Alpha-Beta Bidirectional Associative Memories”.

Articulo publicado en revista internacional con arbitraje (3 arbitrajes): “Alpha-Beta
Bidirectional Associative Memories Based Translator”. International Journal of
Computer Science and Network Security, Vol.6 No. 5A, May 2006.

Articulo enviado a: 11th Iberoamerican Congress on Pattern Recognition CIARP
2006: Fingerprint Verification using Alpha-Beta Bidirectional Associative
Memories.

Articulo aceptado en el 5th. Mexican International Conference on Artificial
Intelligence MICAI 2006: “Complexity of Alpha-Beta Bidirectional Associative
Memories”.

Articulo aceptado en congreso internacional cuyos proceedings seran publicados en
la revista internacional ISI Lecture Notes in Computer Science de Springer-Verlag,
The 21* International Symposium on Computer and Information Sciences Program
Committee (ISCIS 2006): “A New Model of BAM: Alpha-Beta Bidirectional
Associative Memories”.
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Apéndice A
Simbologia

memoria asociativa

vector columna que corresponde a un patron de entrada
vector columna que corresponde a un patron de salida
asociacion de un patrén de entrada con uno de salida
asociacion de la k-ésima pareja de patrones

conjunto fundamental

conjunto al que pertenecen los vectores Xy y

conjunto al que pertenecen las entradas de la matriz M
numero de parejas del conjunto fundamental
dimensidn de los patrones de entrada

dimensidn de los patrones de salida

cuantificador universal

pertenencia de un elemento a un conjunto
cuantificador existencial

k-ésima componente del vector columna y*

producto cruz (entre conjuntos)

ij-ésima componente de la matriz M
incremento en m;;

producto usual entre vectores 0 matrices
operador maximo

Transpuesto del vector x*

delta de Kronecker (afecta a los indicesiy j)
matriz identidad

version alterada del patrén fundamental x
memoria asociativa morfologica min
producto maximo

producto minimo

operador minimo

operadores en que se basan las memorias Alfa-Beta
operacion binaria « con argumentos Xy y
operacion binaria £ con argumentos Xy y
operadores en que se basan las memorias Media
operador media

operador & max

operador £ max

operador o min
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operador S min

simbolo que representa a las dos operaciones V., y A,
memorias asociativas Alfa-Beta tipo max

memorias asociativas Alfa-Beta tipo min

conjunto de los numeros enteros positivos

ASY

+

N> <®P>

h¥ k-ésimo vector one-hot

nt k-ésimo vector zero-hot

7 transformada vectorial de expansion
i transformada vectorial de contraccion
S Vector negado del vector s

LAy Linear Associator modificado para 'y
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Apéndice B

Memorias Asociativas Bidireccionales
a traves del tiempo (detalle)

En este apéndice se presentan, en detalle, las 38 Memorias Asociativas Bidireccionales méas
importantes a través del tiempo, que se mencionan en la tabla 2.3.1. Ademas se describen
las BAM con retardos, modelos que intentan mejorar la capacidad de recuperacion.

Hecht-Nielsen (1988)

En 1988, Hecht-Nielsen y Haines del Departamento de Ingenieria Eléctrica y Computacion
de la Universidad de California, hacen una generalizaciéon de la BAM de Kosko, la cual
nombraron Memoria Asociativa Bidireccional No Homogénea [16]. En el trabajo de Kosko
[14], los umbrales utilizados para cambiar de un estado a otro, tanto de los vectores de
entrada como de salida, se fijaban a cero. En la BAM No Homogénea (BAM-NH) los
umbrales pueden tener un valor diferente de cero y, ademas, los umbrales para los vectores
de entrada difieren de los de los vectores de salida.

Para la codificacion de la BAM, se dan L pares de vectores fila, (X1, Y1), (X2, ¥2), .., (Xk, Yk),
. (XL, YL) que se codifican en una matriz ponderada mediante la suma de los productos

externos de los vectores, X, y, . La matriz ponderada W es:
W =X{Y; +X,Y, +.F XYL (B.1)

Dado que x € {-1, +1}"y y € {-1, +1}", la BAM (no-homogénea) se define mediante las
ecuaciones de la funcion de transferencia:

1 i ZW,Jyj"d S,
Xinew — Xiold SI ZW” yold _ (BZ)
-1 s Zwuy?ld Si
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n
1 siy wx>T,
i=1

?ew — y?ld Si ZWiniOId =-|-j (83)
i=1

n
-1 i) wxX <T,
i=1

Donde S; es el umbral para el i-ésimo elemento x; de x y T; es el umbral para el j-ésimo
elemento de y; dey.
La energia o funcién de Lyapunov para la BAM no-homogénea esta dada por:

E(X,y) = -xWy' +xS"+yT' (B.4)
donde S=(S1, Sz, ..., Sn) Yy T=(Ty, T, ..., Th).

Al igual que en la BAM homogénea, la funcion de energia de la BAM-NH decrece si y s6lo
si el estado de la red cambia.

En este articulo se especifica que la BAM-NH tiene una capacidad mayor de
almacenamiento que la BAM original. La BAM-NH tiene una capacidad de (0.68)n“ /[(l0g;
n)+4]?, siendo superior a la BAM de Kosko.

De acuerdo con los autores, aunque la BAM-NH es mejor que la BAM, todavia esta lejos
de ser una buena memoria asociativa. El primer problema que presenta es que para lograr
almacenar una gran cantidad de informacion, es necesario codificar esta informacion en
vectores con alta dimensionalidad de manera que los datos se encuentren muy esparcidos,
para evitar que los datos de los vectores se parezcan.

El segundo problema que presenta la BAM-NH es el de la convergencia. En este trabajo se
especifica que el algoritmo siempre converge, pero se sigue teniendo un proceso iterativo
como en el caso de Kosko.

Wang Y. (1989)

Wang, Cruz y Mulligan [28] del Departamento de Ingenieria Eléctrica de la Universidad
de California en Irvine, en 1989 utilizaron un concepto nuevo de codificacion identificado
como Entrenamiento Mdltiple (Multiple Training).

Kosko [14] afirma que su BAM converge a algin patron (o estado estable) debido a que
cada iteracion que ejecuta el algoritmo, se decrementa la energia E y que, por consiguiente,
se estabilizara en un minimo local de energia. Los patrones recuperados seran aquellos cuya
energia sea un minimo local. La ecuacion propuesta por Kosko para el célculo de la energia
es

E(A, B) =- AMB' (B.5)
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A partir de esto, en este trabajo se afirma que si la energia E, que es evaluada utilizando la
asociacion («, p), la cual pertenece al conjunto fundamental, no constituye un minimo
local, entonces no se tendrd una recuperacion exitosa. Por otro lado, si se produce un
minimo local cuando los estados iniciales pertenecen al conjunto fundamental, entonces si
se podra recuperar el patron.

Para asegurar que se puede recuperar un par (A;,B;) en particular cuando se inicializa con a,
se requiere que el patron fundamental sea un minimo local de la funcion E definida en la
ecuacion (2.3.11). Esto implica que cuando « = Aj y £ = B se sustituyan en la ecuacion, el
valor obtenido para E sea menor que cualquier punto en la vecindad de (A;, B;).

Para el entrenamiento maltiple de orden q dirigido a recuperar el patrén (A;, B;) se aumenta
la matriz M (la memoria asociativa) con la matriz P que esta definida como:

P=(q-DX/Y, (B.6)
donde X;y Y; son la representacion bipolar de A; y B;, respectivamente.

El nuevo valor de la energia evaluada en el punto (A;, B;) se convierte en:
E'(A,B)=-AMB/ —(a-DAX/Y,B] (B.7)

La multiplicacion de esas asociaciones por el factor (g-1) (a lo que se le llama
entrenamiento) lo que hace es aumentar el nimero de patrones que son iguales a esa
asociacion. Al aumentar el nimero de patrones de una asociacion, entonces la energia
resultante se hace mas pequefia.

Al lograr que la energia de esa asociacion sea un minimo local, entonces se asegura que la
recuperacion de ese patron sera exitosa.

El algoritmo de la BAM-MT asegura que siempre es posible recuperar al menos uno de los
patrones entrenados, aunque las condiciones suficientes y necesarias (si las hay) para una
recuperacion perfecta, no son conocidas. Esto es, no se ha determinado el numero de
repeticiones (g-1), para un par deseado, que asegure la recuperacion de dicho patron.

Para la comparacion entre la BAM-MT vy la BAM de Kosko se realizaron simulaciones en
donde se generaron 200 conjuntos de prueba. Para cada conjunto, los pardmetros generados
aleatoriamente fueron el numero de patrones N, donde 2 < N < 16; la dimension de los
patrones de entrada, n , para 4 <n < 256; y la dimension de los patrones de salida, p, para

4 <p<256,con N <./min(n, p).

A cada conjunto de datos se le llama evento. Si todos los pares de ese conjunto son
recuperados, se declara un exito, de otra forma, es una falla.
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Utilizando el método de Kosko, en el modo binario, se obtuvieron el 66% de éxitos, y en el
modo bipolar el 90%. Utilizando la BAM-MT los porcentajes de los éxitos fueron del
77.5% en el modo binario y el 98.5 % en el modo bipolar.

Tai (1989)

Debido a que las redes neuronales de alto orden no lineales mostraban un mejoramiento
impresionante en la capacidad de la memoria y en la habilidad de correccion de errores en
comparacion con los modelos de memoria lineales, Tai et al [29] propusieron una BAM
utilizando una correlacion de alto orden: High-Order Bidirectional Associative Memory
(HOBAM).

Para esta memoria, un ciclo en el proceso de recuperacion para un modelo de k-ésimo orden
se puede formular como:

Y :sign[iva [x;x]kj (B.8)
X =sign(§: Xa[Yc;Y]kj (B.9)

donde sgn(x) = 1 si x > 0y sgn(x)=-1 de otra forma.

Se demuestra que cuanto mas grande es el orden, el rendimiento es mayor. Las
consecuencias de lo anterior se reflejan en una mayor capacidad de memoria que la BAM
de Kosko [14].

12~ 2=

1. Oy I
= ‘1 e BAM de 3er. orden '3
£ . =
[ o8 e £
< I ]
g ~ £
2 ~ £
2 ~ £06
: 06 \ 209
E BAM de 20, orden ]
= 2 04 -
2 galk BAM H
2 &
&
02
02r
BAM
[+ ] L I - J
s} " " L L a ¥ & 8 2 16 20
o 20 40 60 a0 100 120 Distancia de Hamming

No. de patrones almacenados (b)

Figura B.1 (a) Gréafica de comparacién de la capacidad de almacenamiento permitida por la
BAM de Kosko, HOBAM de 2° orden y la HOBAM de 3% orden. (b) Gréafica de la
capacidad de correccion de errores.

De la figura B.1 se puede observar que la capacidad de la HOBAM es mejor que la BAM.
Ademas, se demuestra que entre mas grande es el orden mejor capacidad se tiene al
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incrementar el numero de patrones fundamentales, de la misma forma si el orden es mayor,
la capacidad de correccidn de errores aumenta.

Jeng (1990)

Debido a que las memorias direccionables por contenido con no linealidad exponencial
tienen una capacidad de almacenamiento exponencialmente escalable con el nimero de bits
y una gran capacidad en la correccion de errores, Jeng et al [30], del Departamento de
Ingenieria Eléctrica de la Universidad de Taiwan, propusieron una nueva memoria
asociativa basada en la BAM de Kosko [14] con una no linealidad exponencial.

Se asume que hay m pares de datos alamacenados (X', Y'), i = 1, 2, ..., m, donde X' e {-1,
1y Y e {1, 13"

El proceso bidireccional de recuperacion de la EBAM (Exponential Bidirectional
Associative Memory) en un ciclo es:

Y = f(X)=sgn{iYia<xi’X>} (B.10)

X'=g(Y) :sgn{zm:x‘a<yi‘Y>} (B.11)

i=1

donde <A, B> el producto interno de los vectores Ay B, a es un nimero mayor que la
unidad, y sgn (x) = 1 si x> 0y sgn(x) = -1 de otra forma.

Para una > 1, la no linealidad exponencial incrementa la similaridad de una entrada dada
con un patron del conjunto fundamental y reduce el crosstalk.

Se realizaron simulaciones para examinar la capacidad de almacenamiento de la EBAM y
la HOBAM [29] de 3° y 4° orden. En la siguiente figura se muestra la capacidad de
almacenamiento con n = m = 16. Los resultados se obtuvieron de un conjunto de 100
asociaciones generadas aleatoriamente.

0 8f s X BAM
vel K‘“‘xw + HOBAM 3¢'. orden
‘ O HOBAM 4°. orden

mri L *EBAM (o =€)

Probabilidad de Recuperacion

;,'| e, S 1 P L 1 i -
¢ 20 40 60 850 100 120 140 160 180 200
Numero de Patrones

Figura B.2 Grafica de comparacion de las capacidades de almacenamiento de la BAM,
HOBAM 3% orden, HOBAM 4° orden y EBAM con a =e.
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De la figura B.2 se puede observar como la capacidad de la EBAM es mayor que la
HOBAM (de 3°y 4° orden), y ni que decir de la BAM, cuya capacidad esta muy por debajo
de la EBAM y HOBAM.

En la figura B.3 se muestra la capacidad de correccion de errores.

20 o ; X BAM

] osL + HOBAM 3¢, orden
i O HOBAM 4°. orden
%oa * EBAM (.= €)

Q[__I__J__j_l_l. — L
C 2 4 6 8 W0 12 14 ®B 8 20

Distancia de Hamming

Figura B.3 Gréfica de comparacién de la capacidad de correccién de errores de la BAM,
HOBAM (3er. y 4° orden) y la EBAM.

Wang Y. (1990)

Este trabajo [31] es la continuacion de [28] de los mismos autores, Wang et al, del
Departamento de Ingenieria Eléctrica y de Computacion de la Universidad de California,
quienes aplicaron dos estrategias para lograr una mayor recuperacion de patrones. La
primera es la del entrenamiento multiple [28] que permite recuperar, al menos, el patrén
que se entrend; mientras que la adicion de elementos dummies, a cada uno de los patrones
del conjunto fundamental, optimiza la recuperacién de todos los pares, siempre y cuando
sea posible adherir elementos dummy a esos pares.
Existen N pares entrenados

{(A1, By), (A2, Bo), ..., (Ai, Bi), ..., (An, Bn)}
donde
Ai= (ail, a2, ey ain)
Bi = (bil, biz, ey bip)

Se forma la matriz de correlacién
M=> XY, (B.12)

donde X;(Y;) es el modo bipolar de Ai(B;).
El método del aumento dummy se describe a continuacion.

Se define un conjunto de pares entrenados como libres de ruido, si
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S(AXTN, =0 y S(BY )X, =0 paratodai.

j#i j#i

También se define un conjunto de pares como estrictamente libres de ruido, si AiXJT =0y

BinT =0 para todo i, j, i # J. Obviamente un conjunto estrictamente libre de ruido es un
conjunto libre de ruido. Se sabe que:

AM = AXTY, +3 AXTY, (8.13)

j#i
Por lo tanto, para pares libres de ruido, AM = A XY,

®(AM) = d(sYi) = Bj, donde s es un entero positivo. Similarmente, ®(BiM") = A;. Por lo
tanto, para un conjunto libre de ruido, cualquier par entrenado puede ser recuperado.

Considérese p pares entrenados {Ai,Bi }I“il y un conjunto estrictamente libre de ruido de N
elementos, {D, }",, donde D; =(d,,...,d;,)-

Entonces se construye un nuevo conjunto de patrones fundamentales:

(a0 I,

Se agregan K Di’sa Ajy K’ Di’s a B;.

"'HDiMBi‘Di

El método del aumento dummy requiere que el usuario genere los elementos dummies
durante la fase de aprendizaje de la BAM. Se requiere que también se generen los
elementos dummies para las condiciones iniciales durante la fase de recuperacion.

El método del entrenamiento multiple garantiza que uno de los pares entrenados siempre
sera recuperado. Sin embargo, no existe la garantia de que todos los pares se recuperen. La
estrategia del aumento dummy garantiza que todos los pares entrenados sean recuperados.

De la figura B.4 se puede observar que el método de entrenamiento multiple es mejor que
la BAM de Kosko en ambos modos: binario y bipolar.

Wang Y. (1990)
En este trabajo, Wang et al [35] especifican el nimero minimo de veces que se tiene que
entrenar a una asociacion para garantizar la recuperacion de ese par. La idea se basa en

obtener un minimo local de energia sin que éste sea igual al minimo local del vecino
(patron) localizado a cierta distancia de Hamming.
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Dados N pares de datos {P; = (A;, Bi)| i = 1, ..., N}, donde

AI = (a|11 a|21 ey aln )1
Bi = (bi1, biz, ..., bip ),

Se define:

Py’ = (AV’, Bi’) como el vecino a una distancia de Hamming del de (A;, B;).
=-AMB;/ es la energia de P; para la matriz M.

Ei

E, =—AM_B', E, =—AMB, es laenergia de P;’ para la matriz M.

E,, =—AM_B/, & = Ei- Ei es la diferencia de energia de P; y P;’ para M.

i = Eoi - Ec')i :

(Ai,Bi) no pueden ser recuperados si y solo si & > 0 para algunos de los vecinos de (A;,B;).
Por lo tanto, se desea agregar una matriz (q — 1) X;'Yi, donde q > 1, a M, para formar una

M = (q-1) X;"Y; + M, que resulta en una nueva & < 0; digamos:

~AMB] -(-AMBT)=(a-1*

*(~ AXTY,BI +—AX]Y,BT )+ (B.14)
+&,; <0
Se define 7=—-AX]Y,B] —AXY,B.
Entonces la ecuacion B.14 se convierte en
P .
q=>—>+1sin>0 (B.15)
n
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En el caso bipolar
Si el bit diferente se localiza en los patrones de entrada, entonces 7 = 2p (B.16)
Si el bit diferente se localiza en los patrones de salida, entonces 7 = 2n (B.17)

Debido a que p y n son positivos, entonces 7 es positivo y se satisface la ecuacion (B.15).

Se define:
el = max(EOi - Eoi) de entre todos los vecinos de P; de los patrones de entrada; y
el = max(EOi — E;i) de entre todos los vecinos de P; de los patrones de salida.

Entonces, cualquier

eh g8
q> max[l,z"r') +1,2—°r'] +1J (B.18)

puede ser elegido para asegurar que (A;,B;) sera recuperado.

Simpson (1990)

En este trabajo, Simpson [33] de la Division de Electronica en San Diego California
examina y compara la capacidad y eficiencia de almacenamiento de las memorias
autoasociativas, y bidireccionales comunes e intraconectadas de primer y alto orden.

Las memorias autoasociativas de primer orden, cominmente referidas como memorias
Hopfield (HAM), se visualizan como una red neuronal de una capa. En este tipo de
memorias se realiza la correlacion entre dos elementos (0 neuronas) de dicha capa. La
topologia de su conexidn se muestra en la figura B.5.

OO

Figura B.5 Topologia de la conexion de los elementos de una memoria autoasociativa de
primer orden

En la figura B.6 se pueden observar las conexiones de una memoria autoasociativa de
segundo orden. En este tipo de memoria, la correlacion se realiza entre dos elementos de la
capa Yy todos los restantes.
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La memoria bidireccional de primer orden, descrita ya en la primera parte de esta seccion, y
propuesta por Kosko, se visualiza como una red neuronal de dos capas en donde las
conexiones entre sus elementos se muestran en la figura B.7.

Figura B.6 Topologia de la conexion de los elementos de una memoria autoasociativa de
segundo orden.

Figura B.7 La topologia de la BAM se visualiza como una red neuronal de dos capas. Las
conexiones de primer orden almacenan la correlacion entre el elemento de una capa (Fx)
con un elemento de la segunda capa (Fv).

En la figura B.8 se muestran las conexiones en una BAM de segundo orden. La BAM de
segundo orden se visualiza, al igual que la de primer orden, como una red neuronal de dos
capas. En esta memoria, las correlaciones entre un par de elementos de una capa (Fx) con
un elemento de la otra capa (Fy) se guarda en la matriz U que tiene dimensiones de n x n X
p, siendo n la dimensién de los vectores de entrada y p la dimension de los patrones de
salida. En la matriz V se guardan las correlacion de un par de elementos de la capa Fy con
un elemento de la capa Fx, esta matriz tiene dimensiones de p x p x n.

Figura B.8 Topologia de la conexion de una BAM de segundo orden.
Un efecto no deseado en la codificacion de la BAM es que el complemento de los patrones

almacenados, también se codifica. Por ejemplo, se asume que el par de patrones (X1, Y1), X1
=(1-11)yY;=(1-1-1-1) se codifica en una matriz de 3 x 4 que representa a la BAM.
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Por defecto, los pares de patrones (X;,Y,%), X; =(-11-1) y Y, =(1111), también seran
codificados. Si un nuevo par de patrones (X2, Y2), Xo = (1 -11)y Y, = (1 -1 -1 -1)
necesitan ser codificados, esto seria imposible con la metodologia de codificacion de la
BAM, debido a que X; =X,.

Una forma de atacar este problema seria creando una memoria autoasociativa a partir de
una heteroasociativa, esto es, se concatenan las dos capas Fx y Fy en una sola que seria F,
de la siguiente manera:

(XTY) = (K X v X Yo Yo s V)
= (Zl’ZZ""'Zq) =Z

donde g = n + p. La memoria que utiliza la ecuacion anterior se denomina HAM con
heterocorrelacion y sugiere que al adicionar intraconexiones se puede eliminar el problema
del complemento.

La BAM intraconectada (IBAM) se basa en la memoria anterior y adiciona conexiones
entre elementos de la misma capa, lo que resulta en el mejoramiento de la capacidad de
almacenamiento y también remueve la restriccion del complemento. La red resultante se
muestra en la figura B.9. Este tipo de memoria se visualiza como una red neuronal de dos
capas, las interconexiones (entre elementos de las dos capas Fx y Fy) se almacenan en la
matriz C; las intraconexiones (conexiones entre elementos de la misma capa) en la capa Fy,
se almacenan en la matriz A; y las intraconexiones en la capa Fy se almacenan en la matriz
B.

Figura B.9 Topologia de conexion de una BAM intraconectada de primer orden.

Simpson muestra que la capacidad de almacenamiento de las BAM (HHAM, BAM e
IBAM) de primer orden se duplica mediante las BAM de segundo orden.

En el caso de la razon de informacién, que es una medida que describe la eficiencia del

almacenamiento, mostré que las BAM de primer orden exhiben una mejor eficiencia en el
almacenamiento que las BAM de segundo orden.
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Wang Y. (1991)

Wang et al [19], del Departamento de Ingenieria Eléctrica y Computacion de la
Universidad de Califormia, derivan las condiciones necesarias y suficientes para los pesos
que conforman la matriz de correlacion de una BAM, la cual debe garantizar la
recuperacion de todos los patrones entrenados, cuando existe la solucion. EI método de
programacion lineal/entrenamiento  multiple (Linear Programming/Multiple Training,
LP/MT) se utiliza para determinar los pesos que satisfacen las condiciones necesarias para
que exista una solucion factible. EI método de entrenamiento mudltiple secuencial
(Sequential Multiple Training, SMT) produce enteros para los pesos, donde estas
ponderaciones son multiplicidades de entrenamiento de los patrones entrenados.

Utilizando un conjunto de pares entrenados {P; = (A, Bi)| i =1, ..., N}, donde

AI = (ai11 al21 ey aln )1
Bi = (bi11 bi21 ey bin )!

La matriz de correlacion original utilizada por Kosko es:

M, =2 XY, (B.19)

donde
Xi = (Xill Xi21 ey Xin )!
YI = (yi11 Y|2, ey ylp ))

Sea P :(Ai',Bi') el vecino de (A, B;) alejado una distancia de Hamming igual a uno,
entonces
n; = AX(Y,Bf —AXY,B! (B.20)

donde 7; es la diferencia de energias contribuidas por P; hacia P’ y Pi.

Si m; < 0 entonces el vecino Py’ tiene mas energia negativa que P; desde P;, tal que P; es
relativamente mas inestable; si 7; > 0 entonces P; tiene mas energia negativa que P;’ desde
P;, tal que P; es relativamente mas estable.

La condicion para que el par P; = (Aj, B;) sea recuperado utilizando la matriz de correlacion
con multiple entrenamiento:

p
M =Zinin (B.21)
i=1
es.

P
leqimj >0 (B.22)
J:

128



La desigualdad anterior puede resolverse mediante métodos de programacion lineal, esto si
la solucién existe. EI método utilizado en este trabajo es el método Simplex.

En la figura B.10 se pueden observar las comparaciones de las capacidades de
almacenamiento entre la BAM original [14], el SMT (Sequential Multiple Training) [28] y
la BAM implementada con el método LP/MT utilizado en este trabajo.

100%

Original.'.
BAM = U=i

Recuperacion
Z
R

0%

No. de Patrones

Figura B.10 Comparacion de la capacidad de almacenamiento de tres métodos: la BAM
de Kosko, SMT y LP/MT.

Leung (1991)

Kosko [14] probdé que la energia de la BAM decrecia durante el proceso iterativo de
recuperacion, y que al llegar a un minimo local, la asociacién inicial convergia a un punto
fijo (o estado estable), el cual podria ser una asociacion perteneciente al conjunto
fundamental.

Por tanto, Leung et al [17] concluyeron que si cada una de las parejas del conjunto
fundamental era un estado estable, entonces se podrian recuperar todos los patrones.

En este trabajo, la BAM son dos capas de entrada y salida, una de ellas se denota como el
campo fa y tiene La neuronas contenidas en el vector A. La otra capa, denotada como el
campo fg, tiene Lg neuronas contenidas en el vector B.

Asegurar que todos los pares (A, B) son puntos fijos, es equivalente a encontrar una matriz

de interconexion, M*, tal que
Fg = sgn(M*F,)
Fa = sgn(M*"Fg)

Si se utilizan dos matrices de interconexion diferentes, M;" (del campo fa al campo fz) y
M," (del campo fg al campo fa), el requisito para que todos los pares sean puntos fijos se
convierte en X

Fg= sgn(Ml*FA)

FA = Sgn(M2 FB)
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Una condicién suficiente para establecer la relacion anterior es que
Fe=MiFa y FA=M; Fp

Si los vectores A, 'sy B, 'sson linealmente independientes, se pueden definir dos matrices
de rotacion Ra 'y Rg con dimensiones La X La y Lg X Lg respectivamente, tales que:

Yao

Ya=RuFy=| - (B.23)
100w |
v, ]

Yg=RgFg =| - (B.24)
10w |

Yao Y Yso son matrices triangulares superiores de dimension N X N, y O_a-nn Y Oig-n,n SON
matrices cero de dimensiones (La-N) x N y (Lg-N) x N respectivamente. Debido a que Ra 'y
Rg son matrices ortonormales,

n
>
Il
0>

RA (B.25)

Fs =RgYq (B.26)

Debido a la poca densidad de Yo y Yg, la matriz de rotaciobn Ra puede reducirse en
dimensién eliminado las La-N filas después de la (N+1)-ésima fila. De igual forma, se
pueden eliminar Lg-N filas después de la (N+1)-ésima fila de la matriz de rotacion Rg.
Después de la eliminacion se tiene,

Fo= F’é;YA,O (B.27)
Fg = IQ;YB,O (B.27)
respectivamente. Sustituyendo se obtiene:

R§Yeo =M/ RY,, (B.28)
RAYs0 =M;RgYq (B.29)

Notese que R R. y R,R} son matrices identidad con dimensiones N x N, por tanto se
obtienen las matrices M;” y M, como sigue:
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M, =RgYgoYaoRa (B.30)

A

M; = FAQI\YA,OYB_,%) Rg (B.31)

donde M;  y M, son la matriz directa (de fa a fg) y la matriz hacia atras (de fz a fa)
respectivamente.

Ya que la probabilidad de que N vectores aleatorios bipolares con dimension r (N <r) sean
linealmente independientes tiende a 1 cuando r es suficientemente grande, este esquema
muestra una capacidad del min(La, Lg).

Srinivasan (1991)

En este trabajo, Srinivasan y Chia [34] del Departamento de Ingenieria Eléctrica de la
Universidad de Singapore, proponen la eliminacion de los estados espurios o no deseados,
mediante el proceso de unlearning o cancelacion.

El primer paso del método es crear la matriz M al estilo de Kosko [14]. Después, se le
presenta un par (X = X,;,Y,, =Y,) inicial, que pertenece al conjunto fundamental, si esta
asociacion no recupera el patrén esperado, entonces quiere decir que el par convergio a un
estado espurio. El siguiente paso es eliminar dicho estado, modificando la matriz M de la
siguiente forma:

M, =2M - XY, (B.32)

Se puede observar gque se utiliza un entrenamiento maltiple con un factor de 2, combinado
con un término negativo para cancelar el estado espurio.

Si, de nuevo, se encuentra otro estado espurio entonces se modifica la matriz M, como
sigue:
M, =3M - XsTlel - XstYsz (B.33)

En general, la estrategia de codificacion para almacenar N pares de vectores en presencia de
S estados espurios, mediante el unlearning, es:

N S
Mus :zqul-(rYk _zqssx;rsYss (834)
k=1 s=1

donde (X, Yi) son los patrones que van a almacenarse y (Xss, Yss) son los estados espurios.
Ok Y Qss son los factores del entrenamiento multiple y eliminacion, respectivamente. Sus
valores deben ser determinados experimentalmente.

En la figura B.11 se muestran las capacidades de almacenamiento para los métodos de
Kosko, entrenamiento multiple (MT) [28] y para la estrategia que propuesta en este trabajo,
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el unlearning. De la figura se puede observar que este tltimo método es mejor que los otros
dos.

o 100 p=—y—s—hpeit
R
s 80 BAM
RSN B
s 60 MT
% 4o \\ \ " Unlearning
3 20 h\
5 N\
L)
0 2 4 6 8 10 12

MNo. de patrones

Figura B.11 Capacidad de almacenamiento para la BAM de Kosko, Entrenamiento
Multiple (MT) y Unlearning (U). Paran = p = 40.

Wang W. (1992)

Wang et al [35], de la Universidad Nacional Central de Taiwan, proponen una
modificacion a la BAM exponencial (EBAM) [30] al agregar un término al exponente de
autocorrelacion de manera que se mejore la capacidad de la memoria. EI término agregado

introduce una intraconexion en la EBAM que permite remover los problemas adicionales
de codificacion y la suposicion de continuidad.

En la EBAM se asume que existen m pares almacenados {(X',Y')}", donde X' e {-1,1}"y
Yi e {-1,1}".

Las reglas de actualizacion de la EBAM se muestran a continuacion:

Y = f(X)=sgn{iYia<xi’X>} (B.35)

X'=g(Y) :sgn{zm:X‘ <Yi'Y>} (B.36)

i=1

donde <A, B> el producto interno de los vectores Ay B, a es un nimero mayor que la
unidad, y sgn (x) = 1 si x> 0y sgn(x) = -1 de otra forma.

La MEBAM tiene el mismo conjunto fundamental.

A continuacion se muestran las reglas de actualizacion de la MEBAM:

Y'= £(X,Y) =sgn{iYi[a<xi’x> +a<Yi’Y>}} (B.37)
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X'= £(X,Y" :sgn{ixi[a<xi’x> +a<Yi’Y'>}} (B.38)

La capacidad de almacenamiento se mide por el nimero de recuperaciones exitosas de m
pares generados aleatoriamente. La dimension de los patrones fueden=p=16y a=e. La
generacion desigual de probabilidades de 1 y —1 en Y' son para prop6sito de analizar el
comportamiento de ambas BAM respecto a la discontinuidad.

La capacidad de la MEBAM se comparo6 con la de la EBAM y los resultados se muestran
en la figura B.12.
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Figura B.12 Grafica de comparacion de las capacidades de almacenamiento entre la
MEBAM y la EBAM. (a) P(1) = 0.75, P(-1) = 0.25 para {Y'}; (b) P(1) = 0.80, P(-1) = 0.20
para {Y'}
De las graficas se puede observar que entre mayor es la diferencia entre la generacion de

probabilidades de 1 y -1, es menor la posibilidad de que se cumpla la condicion de
suposicion de continuidad propuesta por Kosko:

No. de patrones almacenados

1H(x‘,xi)le(\(‘,YJ)
n P

Sin embargo, también se observa que la MEBAM tiene un mejor comportamiento con
respecto a la EBAM en cuanto a la continuidad de los patrones.

Jeng (1992)

La BAM de alto orden (HOBAM) [29] y la BAM exponencial (EBAM) [30] se propusieron
para mejorar la capacidad de almacenamiento. Desafortunadamente, estos esquemas
basados en sélo en la modificacion de las reglas de actualizacion no garantizan sus
propiedades de estabilidad. Para lograr un mejor rendimiento y una mejor capacidad de
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almacenamiento Jeng et al [36], del Departamento de Ingenieria Eléctrica de la Universidad
Nacional de Taiwan, propusieron un modelo general de correlacion para la BAM a través
una condicion suficiente que permite la estabilidad de los modelos de memoria HOBAM y
EBAM. En este modelo, el estado de cada neurona se determina no sélo por la activacion
de neuronas de la otra capa, sino que también depende de activaciones previas. Este modelo
se denomina memoria asociativa bidireccional estable de alto orden (Stable High order
BAM, SHBAM).

Este modelo memoriza m pares de asociaciones bipolares (Xi,Yy), k =1, ..., m, X' e {-1,1}"
yYie {-11}".

Las actualizaciones del modelo general son:

X'=sgn{ixkgk(<x,Xk>,<Y,Yk>)} (B.39)

k=1

Y'=Sgn{iYk fk(<X',Xk>,<Y,Yk>)} (B.40)

k=1

donde X’ y Y’ son los patrones del siguiente estado de X y Y, respectivamente, <X, Y>
denota el producto interno de Xy Y, y fk() y gn() son funciones de ponderacion.

La condicion suficiente para que el modelo general de la BAM sea bidireccionalmente
estable se describe a continuacion.

La memoria asociativa bidireccional descrita por las ecuaciones anteriores es
bidireccionalmente estable si fx(x, y) son funciones monotonicamente no decrecientes dey y
gk(x, y) son funciones mondtonamente no decrecientes de x cuando operan en la region [-n,
n] x [-m, m], y si f(X, ¥) ¥ gk(X, y) satisfacen las siguientes dos ecuaciones:

oe, (X, y)
f(x,y)=—"""= B.41
(X, Y) o (B.41)
oe, (X,
g (x y) = ) (B.42)
OX
donde {ex(x, y), k=1, ..., p} es un conjunto limitado de funciones diferenciables.
A partir de esta condicidn, las ecuaciones de actualizacion se pueden definir como:
X'=sgn{zxk<x,Xk>r_l,<Y,Yk>s} (B.43)
k=1
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Y':sgn{iYk<X',Xk>r,<Y,Yk>s_1} (B.44)

donde r y s son enteros positivos.

La SHBAM de tercer orden se puede formar eligiendo r = s = 2. Comparandola con la
HOBAM de tercer orden la SHBAM tiene una mejor capacidad de almacenamiento.

Se realizaron simulaciones para examinar las capacidades de la SHBAM y la HOBAM. En
las pruebas, cada uno de los patrones pertenecientes al conjunto fundamental se le
presentaron a las memorias como patrones de entrada. Las probabilidades de recuperacion
y el porcentaje de recuperaciones exitosas se calcularon tomando el promedio de 100
pruebas independientes con varias asociaciones generadas aleatoriamente. La figura B.13
muestra las probabilidades de recuperacion de la SHABM y de la HOBAM de tercer orden.

LI S - - —_— M

o g
o O
i
g !

o
o

HOBAM

o
]

o
o

Probabilidad de recuperacion

o
n

v] 50 100 150 200 250
No. de patrones

Figura B.13 Grafica de comparacion de las capacidades de almacenamiento entre la
HOBAM y SHBAM, ambas de tercer orden.

Yu (1992)

Cuando los patrones son ortogonales entre si, es ideal recuperarlos cuando se le presentan a
una matriz de correlacion. Para un conjunto de patrones entrenados que no son ortogonales
es necesario una funcion de umbral no lineal que actie como un filtro cuando el efecto del
ruido no sea tan evidente en el proceso de asociacion, lo que significa que el entrenamiento
del conjunto de patrones debe tener el requerimiento de continuidad en el sentido de la
distancia de Hamming. Pero esta restriccion es tan estricta que es generalmente imposible
cumplirla en la préctica.

La principal diferencia entre la BAM de Kosko [14] y la BAM generalizada (Generalized
Bidirectional Associative Memory, GBAM) [37] radica en el hecho de que la GBAM
permite asignar diferentes factores de peso a cada uno de los bits de los vectores de los
patrones durante la etapa de aprendizaje.

Yu et al, del Instituto de Ingenieria de Sistemas de la Universidad de Tecnologia Dalian en
China, afirman que: “desafortunadamente, no existe un método efectivo de asegurar que
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cada uno de los pares de patrones sea un minimo local de la funcién de energia E”. Lo que
parece desacreditar a los métodos que pretenden que cada uno de los patrones del conjunto
fundamental corresponda a un minimo local de E.

Para que la BAM de Kosko tenga recuperacion perfecta, es necesario que se cumpla la
condicion de continuidad en el sentido de la distancia de Hamming, esta condicién se
define a continuacién.

Considérense m pares de patrones almacenados, llamados el conjunto de patrones
entrenados

(A1,B1), (A2,B2), ..., (Am,Bm)

donde
A =2 a®,..a")e 0"
B, = (b®,b,....b% )e (0,1)°

La condicién es
1 1 . )
—H(Ai,Aj)z—H(Bi,Bj) Vie{l 2, ..,n}y je{l,2,..,p}
n p

Donde H(,) es la distancia de Hamming entre dos vectores.

Como ya se habia mencionado, este criterio es muy dificil de cumplir, por lo que en este
trabajo se propone asignar factores positivos a cada bit de los vectores de patrones, por lo
que se define un vector de peso « para los vectores de entrada y £ para los vectores de
salida.

a={a, a, ..., i}

B=Apr Bor s o}

Los patrones ponderados se definen como:

X =aeX ={a,X,aX,,...,a %} (B.45)

Y~:ﬂ°Y :{ﬁlyUﬁZyZ""!ﬂpyp} (B.46)

Basandose en el entrenamiento con los nuevos patrones ponderados, se puede redefinir la
matriz M:

M= XV,
i=1

A partir de este cambio, entonces el criterio de continuidad se convierte en:
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1 1
Hal(A, A)=~H(B,,B,
> A= HiEB) (B.47)
1

1
M58, B,)- TH(AA) (B.48)

LA

i=1

Las dos ecuaciones anteriores son la condicién de continuidad en el sentido de la distancia
ponderada de Hamming. Existe una mayor posibilidad de que se cumpla el criterio de la
GBAM que el de la BAM, debido a que a'y £ se pueden elegir libremente.

Aunque una eleccién apropiada de 'y S permite un mejor rendimiento de la GBAM, no
existe un método para su eleccion por lo que se deben obtener de forma experimental, lo
que es una clara desventaja.

Lee (1993)

Lee y Wang [38] en la Universidad Nacional Central de Taiwan, utilizan la técnica llamada
Correlation Significance, en donde se introducen las ponderaciones entre las asociaciones
aprendidas y entre las neuronas de las diferentes capas (Fyx y Fy), de tal manera que se pueda
mejorar la capacidad de almacenamiento de la BAM de Kosko [14]. EI camino para lograr
esto es construir una funcion de error, basdndose en el método del gradiente descendiente,
de forma tal que se puedan recuperar el maximo de asociaciones entrenadas.

Otros trabajos, como el de Haines et al [16] cambian los umbrales para incrementar la
capacidad de su memoria, Wang et al [19, 31], con el mismo objetivo, introducen el
concepto de entrenamiento maltiple agregandole pesos a cada termino de correlacion.

El método Correlation Significance (CS) para memorias asociativas bidireccionales se
describe a continuacion.

Sean {(X*,Y*)}, los N conjuntos de asociaciones almacenados, donde X* € {-1,1}"y Y°
e {-1,1}".

La regla de actualizacion para la fase de recuperacion en la BAM de Kosko es:
Y = sgn{XM} (B.49)

X’ = sgn{YM'} (B.50)

donde M =ZLXSTYS y sgn(a) = 1 para a > 0, sgn(a) = -1 de otra forma. Para
incrementar la capacidad de la BAM, los pesos de conexidn se construyen como sigue:
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N
m; = X a;Y; (B.51)
s=1

donde mj; denota los pesos de conexion entre la i-ésima neurona de la capa Fy y la j-ésima
- s . -z . S
neurona de la capa Fy, y X7 y y; son la i-ésima y j-ésima componente de los vectores X’ y

y®, respectivamente. wjj es el pardmetro de importancia correspondiente a x; y y;. Notese

que si @y es despreciada, entonces los pesos de conexion son idénticos a la matriz M de
Kosko. También se puede observar que si o = «", entonces se esta utilizando el método de
entrenamiento multiple de Wang et al [19], con la Unica diferencia que en este ultimo
trabajo se utiliza la técnica de programacion lineal para encontrar el valor de «’.

En el CS se utiliza el método del gradiente descendiente para encontrar @, solo que
tambien se actualiza wj en cada iteracion de la etapa de recuperacion:

a)i? (k +1) = a)i? (k) - 779;

donde g; es el gradiente de la funcion de error con respecto acw; y 7 es el tamafio de paso
0<np<l).

En la figura B.14 se muestra la comparacién de las capacidades de almacenamiento entre la
BAM de Kosko, la de Wang y la CS. En las simulaciones se tomaron los valores de n =
0.1, p se incremento desde 1 hasta 10 patrones, las dimensiones de los vectores de entrada y
salida se fijaron a n = p = 34. Las p asociaciones entrenadas se eligieron de forma arbitraria
de entre un conjunto de 100 elementos generados aleatoriamente.
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Figura B.14 Grafica de comparacion de la capacidad de almacenamiento entre el CS,
LP/MT y el método de Kosko.

Se puede observar de la figura que la probabilidad de recuperacién desciende conforme el

numero de patrones aprendidos aumenta, sin embargo el rendimiento de la BAM con CS es
mejor que el rendimiento de las otras BAM.
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Perfetti (1993)

Perfetti [39], de la Universidad de Perugia en Italia, presenta un algoritmo de aprendizaje
para memorias asociativas bidireccionales en donde la estrategia utilizada se formula como
un problema de optimizacidn convexo, el cual se resuelve mediante el método del gradiente
descendiente. Este algoritmo pretende lograr que el maximo de los patrones aprendidos
sean estados estables. Si se logra lo anterior, entonces es posible incrementar la capacidad
de almacenamiento.

El algoritmo de aprendizaje se describe a continuacion.

Sea {X®, Y® k =1, ..., N} que denota el conjunto de asociaciones que seran almacenadas;
estoes, X® e {-1,1}"y Y® e {-1,1}".

De acuerdo a la regla utilizada en el proceso de recuperacion de la BAM de Kosko [14], se

puede obtener de forma directa la demostracién de que, una asociacion (x®,y®) representa
un estado estable de la BAM si y solo si:

x® —sgn(Zmuy(k) parai=1,..,n

y —sgn(ZmUXf” paraj=1,..,p

donde sgn(e) = 1 para a > 0, sgn(e) = -1 de otra forma. mj; es el ij-ésimo elemento de la
matriz M; las dos ecuaciones anteriores pueden rescribirse como:

Zmuxf") >0 parai=1,..,n (B.52)

Zmuxf") “>0 paraj=1,..p (B.53)

La matriz M se debe determinar de manera que se satisfagan las restricciones de disefio de
n, py N. Seay e R™ que denota el vector cuyos elementos son los pesos de conexion m;.
El espacio de solucion de las ecuaciones anteriores es un poliedro convexo Q. Un punto y €
Q se llama punto factible.

Para hallar la solucion de las desigualdades, se puede utiliza el método del gradiente
descendiente para reducir el esfuerzo computacional.

Considere la funcién de costo:
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V(D=5 3| S F D + X (F 60D ®549)

donde
F (k,i)= Zmuxf") O _s (B.55)
F, (k)= 2y -5 ®.56)

y F, =min{0,F.}, F, =min{0, F }. des una constante real positiva que es un parametro

que permite que los basins de atraccién, de los pares almacenados, sean maximizados. Un
incremento de & corresponde a un incremento en la robustez del comportamiento de la
BAM, cuando los pesos de conexidn se implementan con precision.

La minimizacion de y(y) mediante el método del gradiente descendiente garantiza la
convergencia a un punto estacionario, esto es, garantiza una matriz M factible:

m; (t+1) = a{mij (t) - UZN:(FX‘(k, i)+ F, (K, j))xi(k) yi‘k)} (B.57)

donde 0 < 7< 1,y o(x) esuna funcién de limite rigido: o(x)= x, si -1<x < 1; o(X)= 1 si x >
1; o(x)=-1six<-1.

En la figura B.15 se muestra la comparacion de la BAM de Kosko, BAM-MT [18, 34] y la
BAM de este trabajo. Los valores de los pardmetros usados son: ¢ = 0.1, = 0.01, el rango
del nimero de patrones almacenados, N, fue desde 1 hasta 12, con n = p = 34. Para cada N,
se probaron 100 conjuntos independientes. Cada conjunto consistia de N asociaciones
generadas aleatoriamente. Si todos los pares almacenados eran estados estables la prueba se
consideraba exitosa.
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Figura B.15 Grafica de comparacion de las capacidades de almacenamiento de Kosko,
entrenamiento multiple y el método presentado en este trabajo.
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Leung (1993)

La BAM de Kosko [14] esta basada en el método de correlacion cuya capacidad es muy
pequefia aun cuando el nimero de patrones también lo es. Para incrementar la capacidad,
Wang et al [31] introdujeron dos esquemas de codificacion: el aumento dummy vy el
maltiple entrenamiento. EI aumento dummy incrementa el rendimiento de la recuperacion
con el costo de agregar muchas neuronas, mientras la capacidad de la BAM con el esquema
del entrenamiento multiple es ain baja. Leung y Cheung [17] introdujeron el algoritmo de
codificacion Householder (Householder Coding Algorithm, HCA) en donde la capacidad de
al BAM era el valor minimo de las dimensiones de los vectores de entrada y salida. Sin
embargo, este algoritmo no converge a un estado estable cuando el vector inicial no
pertenece al conjunto fundamental debido a que existen dos matrices de interconexion. El
método de codificacion mostrado por Leung [40], de la Universidad China de Hong Kong
es, en cierta medida, una continuacién de [17]; en este trabajo (Enhanced Householder
Coding Algorithm, EHCA) se reducen las dos matrices de interconexion del HCA a una
sola mediante la proyeccion sobre conjuntos convexos (Projection On Convex Sets, POCS).

El EHCA se describe a continuacion.

En este trabajo, la BAM son dos capas de entrada y salida, una de ellas se denota como el
campo fa y tiene La neuronas contenidas en el vector A. La otra capa, denotada como el
campo fg, tiene Lg neuronas contenidas en el vector B.

Si es posible encontrar una matriz de interconexion tal que,
Fg = sgn(M*Fa) y Fa = sgn(M*" Fg) (B.58)
entonces cada patrén fundamental (A ,B,) es un punto fijo.

Primero se generan dos matrices de interconexion My y My, para la recuperacion, entonces el
requerimiento de que cada asociacion debe ser un punto fijo se convierte en:

Fg = sgn(M¢Fy) y Fa = sgn(My' Fg) (B.59)
donde Mty My, son las matrices de interconexién directa y hacia atras, respectivamente. Si
todos los y todos los son linealmente independientes, entonces M y My se pueden

encontrar utilizando HCA:

M :FBFX y M, :FAFg

donde F, y F; son las inversas de Fa y Fg, respectivamente.

M:y My, definidas en la ecuacion anterior, sélo son un caso particular. La solucion general,
Mio Y Myg, €5
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Mfa:FBaF; y Mbﬁ:FAﬂFg

Si existen «;; > 0y fin > 0 donde ¢ es el ij-ésimo elemento de Fa y fin es el In-ésimo
elemento de Fg, tal que

.
M fa = Mbﬂ
entonces M*=M, =M, .

Se realizaron simulaciones para comparar la capacidad de la BAM de Kosko, la BAM con
HCA'y la BAM con EHCA. n=p =20y 128. Se vari6 el numero de patrones N. Para cada
vector de entrada y salida la probabilidad de ser 1 y —1 es igual. Cada conjunto fundamental
se llama un evento. Si cada patron fundamental es un punto fijo entonces se tiene un evento
exitoso, de otra forma se Ilama evento fallido.

Las pruebas indicaron que el HCA tiene una ligera mejoria en la capacidad de
almacenamiento que la BAM con EHCA, sin embargo, la segunda permite que la
asociacion inicial sea una version ruidosa de alguno de los patrones del conjunto
fundamental.

La capacidad de la BAM no es una medida significativa si no se considera, también, la
capacidad de la correccién de errores. En la figura B.16 se muestra la grafica de
comparacion de la capacidad de correccion de errores entre la BAM de Kosko y la BAM
con EHCA parap =n = 32.
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Figura B.16 Comparacion de la capacidad de correccion de errores entre la BAM de: (a)
Kosko y (b) BAM con EHCA.
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Leung (1993)

El esquema de codificacion de Kosko [14] tiene una capacidad muy pequefia. Para
incrementar la capacidad de la BAM Leung [17] introdujo el esquema de codificacion
Householder (Householder Coding Algorithm, HCA) donde la capacidad de la BAM era el
valor minimo de entre las dimensiones de los patrones fundamentales. Este algoritmo no
converge a un estado estable cuando el vector inicial no pertenece al conjunto fundamental
debido a que existen dos matrices de interconexion. Dos afios después se present6 el HCA
mejorado (Enhanced Householder Coding Algorithm, EHCA) [40]. La desventaja de este
ultimo es que su regla de aprendizaje es fuera de linea y tiene que trabajar en modo batch.

Tomando como idea basica al perceptron, Leung también propone un aprendizaje
bidireccional (Bidirectional Learning, BL). En donde encuentra una matriz de
interconexién M’ que es equivalente a forzar a que cada patron fundamental sea un punto
fijo; esta matriz es tal que

sgn(M'A)=B, y sgn(M" B,)=A

donde k = 1, 2, ..., N. Las ecuaciones anteriores son simplemente funciones de decisién de
un perceptron de una capa en sentido bidireccional.

Debido a que BL se basa en la regla del perceptron, entonces no puede localizar una buena
superficie de decision. Por tanto, la BAM con BL es, por naturaleza, débil en la correccion
de errores. Leung [41], de la Universidad China de Hong Kong, agrego la regla Adaptativa
Ho-Kashyap (AHK) al BL (AHKBL), lo que permite generar una superficie de decision
robusta en un perceptron de una capa de tal manera que se puede mejorar la habilidad de
corregir errores.

El algoritmo de describe a continuacion.

Considérese que existe un conjunto de patrones de entrada entrenados X, e {-1,1}"
donde k = 1, ..., N. Cada vector entrenado se asocia con un vector de salida bipolar Y, e {-
1,1}". En AHK, un vector margen positivo valuado D, es introducido con cada entreda
salida (X, yY,). Entrenar el perceptron para implementar el mapeo anterior es equivalente
a encontrar a W tal que:

Y, ®WX,)=D, >0 parak=1,..,N

donde ® es el operador de multiplicacion tal que C = A ® B significa que ¢; = aib; Vi, y A
> B significa que a; > b; Vi.

En las siguientes ecuaciones, D se utiliza en el sentido directo con dimensién Lg y Dy se
usa en el sentido inverso y tiene dimension La.
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Supongase que el par inicial presentado a la BAM es (X, ,Y,) la correccién de la matriz de

interconexién es la siguiente:

> En el sentido directo:

< new _ pold Pu old old
D =Dr +ZQ“?f,k +5f,k)

con £% =B, ®(MA )-D%

old
ik

AM, = PP B, ®
2 P

{1—2]& ®g‘;{i}ﬂg

(B.60)

(B.61)

» De acuerdo a esta correccion directa, se actualiza la matriz de interconexion para

obtener una matriz temporal M*™

Mtemp — Mold + AMf

(B.62)

> Ahora, en el sentido inverso se calcula la matriz de interconexion, utilizando la matriz

Mtemp
Drew _ poid +&Q80Id _I_gold)
bk = ok T {obik b,k
con £ = A ®(M"™B, )- D"
AM, = plzpz B,| A ®[e +(1—jjl\k ® £
1

(B.63)

(B.64)

> Una vez mas se actualiza la matriz de conexion de acuerdo a la correccion en el sentido

inverso de manera que se obtiene una nueva matriz de conexion M"™"

MneW - Mtemp + AMB
Cabe hacer notar que so6lo existe una matriz de conexion.

La condicion suficiente para la convergencia del AHKBL es:

O<p, <2 O<p, <—F <
Pr y P2 max(LA, LB)
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Se realizaron simulaciones para comparar la capacidad de los métodos de Kosko, BL y
AHKBL. De estas pruebas resulto que existe una diferencia dramaética entre Kosko y los
otros dos esquemas. Sin embargo, no existe ninguna diferencia entre la capacidad
presentada por la BAM con BL y la BAM con AHKBL. Lo anterior quiere decir que este
Gltimo método es una codificacion eficiente para una BAM en el sentido de la capacidad de
almacenamiento.

También se realizaron pruebas para considerar la habilidad para la correccién de errores.
Los resultados de estas pruebas se muestran en la figura B.17.

A parte de la capacidad de correccion de errores se registro el nimero de ciclos de
aprendizaje requeridos por BL y AHKBL. Naturalmente, el nimero de ciclos de
aprendizaje requeridos se incrementa cuando el nimero de patrones fundamentales es
mayor. Aunque, en el AHKBL el nimero de ciclos de aprendizaje también se incrementa
aun cuando el numero de pardmetros de aprendizaje es menor. Por ejemplo, conn =p = 32
y N = 16, el valor medio del nimero de ciclos de aprendizaje requeridos por el BL es de
12.75. En el caso del AHKBL con (p, = 0.5, p, = £ =0.03125), el valor medio es de 51.11.

Cuando se utilizan parametros de aprendizaje mayores (,o1 =lp,=2= 0.0625) el valor
medio decrece a 10.23.
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Figura B.17 Comparacion de la capacidad de correccion de errores de BAMs con
dimensiones n = p = 32, entre tres métodos de codificacion: (a) Kosko; (b) BL; (c) AHKBL
con =05y p= 0.03125y (d) AHKBL con p1 =1y p, = 0.0625.
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Khorasani (1994)

Las redes de memorias asociativas, generalmente, estdn caracterizadas por simples
arquitecturas, sin embargo, existen varias desventajas que hacen su uso menos atractivo.
Estas desventajas son: (i) baja capacidad de almacenamiento, (ii) dificultad en almacenar
atractores altamente correlacionados, y (iii) un gran numero de estados estables ficticios.
Existen dos maneras béasicas de superar esas desventajas. Un camino es cambiar la
estructura de la red y otra es modificar el algoritmo de aprendizaje [14, 16, 31]. EI método
propuesto por Khorasani et al [43], del Departamento de Ingenieria Eléctrica y
Computacién en la Universidad Concordia, no esta basado en la minimizacion de la funcion
de la energia de los patrones fundamentales, sino que es una generalizacion de un algoritmo
de aprendizaje autoasociativo desarrollado para redes de Hopfield.

El algoritmo de describe a continuacién.

Para una red autoasociativa se dice que un vector Xy = (X1, ..., Xkn) €s estable si
N
ZWiJij _ei Xii >0, para i=1, .., N
j=1

Entonces el problema de encontrar los pesos de la matriz W y los umbrales 6, se reduce a
resolver un sistema de desigualdades para cada patrén dado k. El algoritmo Successive
Over-Relaxation (SOR) se utiliza para resolver estas desigualdades. SOR usa dos
parametros: (i) A - el factor de over-relaxation y (ii) £ - la constante de normalizacion. El
factor A se elige entre 0 y 1, y el pardmetro & debe ser positivo. El efecto de & es
incrementar globalmente la magnitud de cada uno de los pesos y umbrales.

Ahora, se obtiene un algoritmo para una BAM heteroasociativa generalizando el algoritmo
anterior utilizado para una red autoasociativa.

Similarmente, se propone que un par de vectores Xy = (Xk1, ..., Xin) Y Yk = (Yia, -y Yko) €S
un estado estable si,

N
[ZWU.Xkj —eiJYki >0,parai=1,..,Q
=L

Utilizando el sistema modificado de desigualdades el nuevo algoritmo es el siguiente.

Dado un patron la red se inicializa de acuerdo a AW; =0, paraj=1, .., Ny A0=0. La
salida de la i-ésima neurona se calcula como S, :ZLWHXM —6,, donde W; es la

memoria y tiene dimensiones de Q x N, #es el vector de umbrales y tiene dimensién 1 x Q.
Despues, la salida S; de la i-ésima neurona se multiplica por Y. Si el producto es < &,

entonces el ajuste de pesos se realiza de acuerdo a:
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@+2)

AW, =AW, — [Si —-&Y, ]X ot paraj=1,..,N (B.66)

de otra forma los pesos no cambian y se aplica el siguiente patrén como entrada a la red
para el entrenamiento. EI umbral también es ajustado para un patrén dado p como:

@+
N

ro=ng+ LA [s,—ev,] (B.67)

Si todos los patrones han sido entrenados para la i-ésima neurona, entonces el ajuste del
umbral es & = 6 + A6, y el ajuste de los pesos debe ser Wj; = Wj; + AW, paraj =1, ..., N. La
matriz de los pesos utilizada pata la BAM modificada se obtiene de la transpuesta de W
(WH.

La fase de recuperacion se realiza de forma sincrona. Se aplica como entrada el patron X y
la salida se calcula como Nethsgn(\NTX). Si la salida corresponde a un patron
fundamental Y se dice que la red se estabilizo, si no, se asigna Y = NetY, y se calcula
NetX =sgn(WY). Si esta salida corresponde a un patréon fundamental de entrada X, de otra

forma, se asigna X = NetX y se procede a generar NetY. El proceso se repite hasta que la red
se estabiliza.

Al comparar este algoritmo con el de Wang et al [31] se observa que es parecido debido a
gue los patrones se entrenan, pero en este algoritmo ya no se tiene el aumento dummy.

Wang C (1994)

Wang y Tsai [44] de la Universidad de Kaohsiung en Taiwan, realizan el anélisis de la
capacidad de la BAM exponencial (EBAM) [30] cuando ésta es implementada con
circuitos. Afirman que la BAM tiene la habilidad de corregir sus propios errores o que tiene
tolerancia al fallo, es decir, se espera que dado un patron que esté separado pocos bits del
patrén deseado sera recuperado correctamente. La razon por la cual se analiza la tolerancia
al fallo se debe a que siempre existe algun ruido en los circuitos VLSI.

En este trabajo se utiliza la razon sefial-a-ruido (SNR) para obtener el radio de atraccion y
la capacidad de la memoria.

Se parte de la ecuacién de la SNR:

2n—lb4
2(M —1)(L+b ™)™

SNR .y = (B.68)

donde n es el min(n, p). n y p son las dimensiones de los patrones de entrada y salida
respectivamente.
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Siendo M el nimero de patrones entrenados y r el radio de atraccion dado, con r = n/2, la
capacidad maxima para una EBAM para almacenar pares de patrones es:

2(“—2)

M <1+ =M
(n—r-1).p*=2

(B.69)

El radio de atraccion puede ser estimado como la habilidad de tolerancia al fallo de la
EBAM. Basicamente, si se deseara que esta habilidad mejorara, entonces inevitablemente
la distancia de Hamming entre dos patrones almacenados debe incrementarse, por tanto la
cantidad de patrones que se pueden almacenar debe decrecer. En consecuencia, la cantidad
de patrones almacenados afecta la probabilidad de una recuperacion correcta.

Xu (1994)

Este trabajo presenta una memoria asociativa bidireccional asimétrica (Asymmetric
Bidirectional Asociativa Memory, ABAM) propuesta por Xu et al [45] del Instituto de
Matematicas Computacionales y Aplicadas en Hong Kong. Esta red se construye con la
estructura de la BAM de Kosko [14], pero con un esquema de codificacién asimétrico para
la matriz de conexion. Basado en la aplicacion de un operador de interpolacion especifico,
el nuevo esquema de codificacion proporciona no sélo una generalizaciéon directa del
trabajo de Kosko, sino que garantiza la recuperacion de todos los patrones cuando éstos son
linealmente independientes.

Dados los pares de patrones bipolares heteroasociativos
{(X(l) Y(l)) (X(Z) Y(2)) (X(M) Y(M))}

donde X© e {-1,1}Vy Y® ¢ {-11}" parai =1, .., M, son los patrones en las dos
poblaciones de neuronas X y Y respectivamente. Sean ZO = (X", (YT y {z®, 2@, ...,
Z™?1 los patrones autoasociativos en {-1,1}" donde L = N + P. Entonces la BAM es un
sistema discreto en el tiempo que puede ser representado como un grafo direccional
bipartido con N + P nodos (neuronas) en X « Y, donde X y Y son conjuntos de nodos
independientes (i.e., no existen nodos interconectados del mismo conjunto). Sean los nodos
fijos (i) y (j) en X y Y respectivamente, y sea

(@) m;j el peso de la arista (i, j);
(b) & el umbral del nodo (i) y 7; el umbral del nodo (j).

Las ecuaciones de evolucién de la ABAM son las siguientes:

X(t+1) = sgn(AY(t) - 9 (B.70)
Y (t+1) = sgn(BX(t) - ) (B.71)

donde
A=Hu(X,Y), B = Hu(Y, X) (B.72)
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El modelo, en la fase de aprendizaje, pretende construir el operador de interpolacion Hy(Y,
X) que debe cumplir la siguiente condicion:

Hi(Y, X)X = YO (B.73)

Este método de codificacion asegura que cada patron fundamental (X, Y®) es un estado
estable de la ABAM con los umbrales @y 7 iguales a cero.

La capacidad de almacenamiento de la ABAM no es menor que el minimo de los rangos de
los patrones fundamentales. El rango de un conjunto de vectores, X, es r(X) y se define
como el nimero de vectores linealmente independientes que existen en X.

Entonces, min{r(X), r(Y)} es la capacidad de almacenamiento de la ABAM.
Se compararon la BAM, la IBAM, la memoria de Hopfield y la ABAM. La figura B.18

muestra la reconstruibilidad que es el nimero de estados estables que se pueden generar a
partir de los patrones fundamentales.

s
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i

-3

ABAM

-]

Niumero de patrones estables

=]

BAM

BaM
1 1] 0 30 a0 30 &0 T0 &0 0 100
Nimero de patrones almacenados

Figura B.18 Grafica de la comparacién de la reconstruibilidad.

La comparacion de la capacidad de correccion de errores entre las BAMs mencionadas
anteriormente, se muestran en la figura B.19

30,

Numero de bits de error tolerables

1 ] 01} 13 n
Humero de patrones almacenados

Figura B.19 Gréfica de la capacidad de correccion de errores.
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Hattori (1994)

En este trabajo Hattori et al [46], de la Universidad de Keio en Japdn, proponen un nuevo
algoritmo para mejorar la capacidad de la BAM, el cual utiliza en la fase de aprendizaje dos
etapas. En la primera etapa, se obtiene la matriz de correlacién de la misma manera que
Kosko [14]. En la segunda etapa, se utiliza el paradigma llamado Pseudo-Relaxation
Learning Algorithm (PRLAB) [47] para BAM.

Considérese una N-M BAM con N neuronas en la primera capa y M neuronas en la segunda
capa. Sea Wi; la fuerza de conexion entre la i-ésima neurona de la primera capa y la j-ésima
neurona de la segunda capa. Sea 6, erJ_ son los umbrales para la i-esima neurona de la

primera capa y la j-ésima neurona de la segunda capa, respectivamente. Sea V =
{(X®,Y®)} -1 ., un conjunto de pares de patrones entrenados donde X® e {-1,1}"y Y®
e {-1,1}".

Lo que realiza el PRLAB se describe a continuacion.

Se dice que se garantiza que los vectores en V seran recuperados si el siguiente sistema
lineal de desigualdades se satisface paratodak =1, ..., p:

N
Sw,x® -6, )Yfk’ >0 Vj=1,..M (B.74)
i=1
M
Zvvijvfk)—exijx;%o vi=1, .., N (B.75)
j=1

PRLAB examina cada par entrenado (X®, Y®) uno por uno, sisteméaticamente y cambia los
pesos y los valores de los umbrales si las desigualdades anteriores no se satisfacen.

El método del PRLAB inicializa los valores de los pesos y de los umbrales de forma
aleatoria.

La diferencia que tiene el PRLAB y el QLBAM es que este ultimo, como primera etapa de
la fase de aprendizaje, obtiene los pesos mediante la matriz de correlacién (0 matriz de
Hebbian) como lo hace Kosko, y en la segunda etapa, utiliza el PRLAB tomando como
valores iniciales los resultados de la primera etapa.

En la figura B.20 se muestra la grafica para la comparacion de la capacidad de
almacenamiento, de los métodos utilizados por Kosko, PRLAB y QLBAM.

Leung (1994)

Tomando la idea del perceptron, Leung [48], de la Universidad China de Hong Kong,
propone el aprendizaje bidireccional (Bidirectional Learning, BL) para mejorar el
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rendimiento de la recuperacion de una BAM. Modificando la base de convergencia del
perceptron, se puede probar que el BL provee una de las matrices de solucion de conexién
en un namero finito de iteraciones (si la solucion existe). De acuerdo con la convergencia
del BL, la capacidad de la BAM con este aprendizaje es mayor o igual a aquellas con otras
reglas de aprendizaje. Por lo tanto, el BL se considera como una regla de aprendizaje
Optima para una BAM en el sentido de la capacidad.

| Hebb(0.45)
Hebb(0.67)

Capacidad de almacenamiento (%)

10 20 30 4 S0 60 70 80
Numero de pares entrenados

Figura B.20 Gréafica de comparacion de la capacidad de almacenamiento entre el método
de Kosko, el PRLAB y el QLBAM. Los nimeros en los parentesis muestran la correlacion
de los diferentes pares.

El BL se describe a continuacion.

La BAM almacena pares de vectores bipolares (Ax, Bx), k = 1, .., N, donde
A, =@y..may,)", B =(by,...b )", y N es el nimero de pares de patrones de la

biblioteca. Existen dos capas en la BAM. Una es la capa fa que tiene La neuronas que
constituyen el vector del patron A. La otra capa fg tiene Lg neuronas que constituyen el
vector del patron B.

Se desea que un punto fijo sea uno de los pares de patrones de la biblioteca. Un punto fijo
(Ay, By) tiene las siguientes propiedades:

Bi=sgn(MA) y As=sgn (M'By)

Se le llama matriz de solucién de conexion a M’ si cada patron fundamental (A, Bx) es un
punto fijo que satisface las siguientes dos ecuaciones,

sgn(M’Ay) = By (B.76)
sgn(M’T By) = A (B.77)

donde k = 1, ..., N. Dado el patron fundamental, el proposito de la regla de aprendizaje es
encontrar una de las matrices solucion de conexion (suponiendo que existe).
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En BL, el conjunto fundamental es presentado repetida y secuencialmente a la BAM para
actualizar la matriz de conexién de acuerdo a las ecuaciones anteriores hasta que todos los
patrones fundamentales son correctamente clasificados por la matriz.

Leung prueba en este trabajo que si la matriz solucion de conexion no existe, entonces
cualquier otra regla de aprendizaje tampoco podra encontrar una solucion. Lo anterior
demuestra que porqué el BL siempre tendra igual o mejor desempefio que las otras BAM.

En la figura B.21 se muestran las graficas en donde se compara la habilidad de correccion
de errores entre la BAM de Kosko [14] y el BL.

Método de Kosko

oaNEsBZ2Iz2E
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No. de patrones, p
100 b S B O O B OO0 O B O
80 ALY ! ;
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80
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30 }--
20 +--
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o

Porcentaje de recuperacion perfecta

v+ o-—a w

Método BL

Porcentaje de recuperacion perfecta

NYemoNI22RNIESRd3ssgyIegsozgssg
No. de patrones, p

—#— Qerrores —0— 4 errores —+—§ errores —o—12 efrores ——16 errores

Figura B.21 Graficas de la comparacion de las habilidades de correccion de errores entre la
BAM de Kosko y el BL.

Hu (1994)

Basado en la aplicacion de diferentes técnicas de ortogonalizacion para el entrenamiento de
los patrones fundamentales, en este trabajo Hu et al [49] de la Universidad China de Hong
Kong, proponen dos esquemas de codificacion iterativos: POBAM (Parallel
Orthogonalization Based BAM) y UOBAM (Unilateral Orthogonalization Based BAM).

Considere una BAM N-P con N neuronas en la primera capa y P neuronas en la segunda
capa. Sean A = (a;)) y B = (bjj) las matrices de conexion entre la primera y la segunda capa.
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Sea {(X (k),Y(k))}r=1 un conjunto dado de pares entrenados, donde X® e {-1,1}"y Y® < {-

1,1}".
Primero se describe el método POBAM.

Se sabe que el método de codificacion de Kosko [14] es:

A=Y (x®Jy®), B=AT

M
k=1

(B.78)

El método de Kosko recupera el conjunto fundamental si los patrones fundamentales son
ortogonales, si esto no sucede, entonces podrian ortogonalizarse mediante el procedimiento
de ortogonalizacion de Gram.Schimit (GSO), sin embargo, aplicando este procedimiento a
la codificacion de Kosko resulta en un gran gasto computacional, por lo que, en el POBAM

se sugiere una forma mas econémica:
A=Hy, B=A'

donde Hy, esta dado por la siguiente formula recursiva:

(X @ XY @ )T (X @ XX @ )T

o xep xe

(Y @ XY @ )T

vor

) 1= ) 1=

T T
H _ EvN . +€k€k
k+1 — k ’ k+1 — 'k 2

&

]
Qi =Q e =12, M1
7

&
donde 8k — X (k+1) _ Pk X (k+1) y 77k :Y (k+1) _QkY (k+1)

El POBAM aun tiene conexiones simeétricas como Kosko.
Ahora se describe el UOBAM.
En este método, a diferencia del de Kosko, B = M', sino que las ecuaciones son:

A=Hu(X,Y), B=Hu(Y, X)

(B.79)

(B.80)

(B.81)

Se puede observar de la ecuacion anterior que la UOBAM tiene conexiones asimétricas.

En la figura B.22 se puede observar la gréafica de la comparacion de las BAM descritas en

este trabajo y las de Kosko, IBAM [33], ABAM [45] y Hopfield [13].
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Figura B.22 Comparacién de la restaurabilidad entre la UOBAM, ABAM, POBAM, BAM
de Kosko, IBAM y Hopfield.

La capacidad de correccion de errores de una red se determina mediante su habilidad de en
la recuperacion del estado estable original cuando ocurre un error en cualquiera de sus
componentes.

La figura B.23 muestra la grafica de comparacion de la capacidad de correccion de errores
entre los métodos antes mencionados.

W
h

UOBAM & ABAM

5 10 15 20 28
Numero de pares de patrones almacenados

Mo, de bits erroneos talerables de los pares de patrones estables

Figura B.23 Grafica de comparacion de la capacidad de correccion de errores.

Wang Z (1996)

Wang Z [50], del Instituto de Ingenieria de Sistemas de la Universidad Tianjin en la
Republica de China, propone una matriz 6ptima en lugar de una matriz de correlacion. Esta
matriz dptima se determina mediante un aprendizaje de correlacion simple que no requiere
el calculo de la pseudo inversa. Se presenta una version lineal y otra no lineal, sin embargo,
la introduccion de caracteristicas no lineales incrementa la habilidad de correccion de
errores. Mediante este método se reducen ampliamente los estados espurios, 1o que mejora
ampliamente el desempefio de la BAM. Ademas, debido a que tiene conexiones asimétricas
presenta mejores capacidad que otras BAMSs.

En la tabla B.1 se muestra se muestran las capacidades de varios métodos.
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Tabla B.1 Capacidad de memoria para las BAM de Kosko, MT, PRLAB, LBAM y

NBAM.
NGmero de Entrce:r?;):q?:adnatlg (N, nimero de patrones entrenados)
neuronas Kosko Mltiple PRLAB LBAM (Lineal) | NBAM (No Lineal)
100-100 8 11 50 95 95
145-145 11 14 50 140 140
200-200 12 18 100 190 190
225-225 14 20 100 210 210
Sarkar (1996)

En este trabajo Sarkar [51], de la Universidad de Miami, propone un método para calcular
la cantidad exacta de ruido en la recuperacién de patrones. Esto se puede utilizar para
encontrar vectores que permitan construir matrices aumentadas como lo hacen los métodos
de Wang et al [31] y Wang & Lee [35]. El calculo del ruido también proporciona la
dimensién minima de los vectores aumentados. Las matrices construidas garantizan una
recuperacion perfecta, siempre que haya solucion.

También se propone una BAM de tres capas (TLBAM) que requiere matrices de
correlacion de tamafio pequefio. El namero de elementos de las matrices de correlacion son
proporcionales al nimero de patrones codificados.

En la figura B.24 se muestra la arquitectura de tres capas de la TLBAM.

S1 S2

X Mx para recuperar I‘,( H My para récuperar Y; Y

M’x para recuperar X; M’y para recuperar Hi

Figura B.24 Diagrama a bloques de la TLBAM.

Se utiliza un nuevo conjunto de vectores bipolares, H = {H1, Hy, ..., Hy} para calcular las
dos matrices de correlacion, Ma y Mg. La dimensidon de los vectores en H es multiplo de 4;
la dimensién se elige tal que es el nUmero menor mayor o igual que p, el nimero de
patrones. Se asume que los vectores H; son ortogonales entre si.

Las matrices Ma Yy Mg se calculan como sigue:
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MA:ZP:AiTHi y MB:Zp:BiTHi
i=1 i=1

Para recuperar un patron B;: i) Se cierra el interruptor S1, ii) Se abre el interruptor S2, y iii)
El vector de entrada se aplica a la capa A. Se realiza el proceso de una BAM bidireccional
hasta que se alcanza un estado estable, entonces la salida de la capa oculta H (digamos Hy)
se registra. En el siguiente paso: i) Se abre el interruptor S1, ii) Se cierra el interruptor S2, y
iii) Hs se aplica a la capa oculta. La salida de la capa B es el patron recuperado.

Se puede observar que si H¢ es uno de los vectores ortogonales que se utilizd para obtener
las matrices de correlacion Ma y Mg, la recuperacion del vector B; es un proceso de un paso
y no requiere un proceso bidireccional. Sin embargo, para asegurar que H; es uno de los
vectores codificados de H, la matriz de correlacion M puede necesitar ser aumentada. Para
el aumento de esta matriz se puede utilizar el método utilizado por Wang et al.

Para la recuperacion de A; se siguen pasos similares a los utilizados para recuperar B;. Para
una recuperacion libre de ruido, puede ser necesario aumentar Mg.

Osana (1996)

La memoria asociativa bidireccional cadtica (Chaotic Bidirectional Associative Memory,
CBAM) propuesta por Osana et al [52], de la Universidad de Keio en Japon, tiene las
siguientes caracteristicas:

» Puede manejar una a muchas asociaciones memorizando cada par entrenado junto con
su informacion contextual.

= Tiene una estructura simple debido a que utiliza neuronas caéticas en la parte de la
BAM convencional [14].

= Tiene una gran probabilidad de que todos los patrones deseados se recuperen.

La estructura de la CBAM se muestra en la figura B.25:

Neurona Cadtica

Figura B.25 Estructura de la CBAM.
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En la CBAM, cada patron entrenado se memoriza junto con su propia informacion
contextual. Ya que las neuronas cadticas utilizadas en parte de la red cambian sus estados
mediante el caos, la CBAM puede recuperar patrones deseados plurales en forma dinamica.

Para la codificacion, la CBAM es entrenada mediante una matriz de correlacién como lo
hace la BAM convencional:

P
w=> xOry® (B.82)

k=1

donde X® e {-1,1}"y Y® e {-1,13" y P es el nimero de patrones entrenados que seran
almacenados.

Al incluirle la informacion contextual al los patrones fundamentales de entrada, tenemos:
{(X1_Cy, Y1) (X1_Co, Y2) (X2_Cs, Y3)}

donde el subrayado muestra la informacion contextual. Aunque dicho método se utiliza

para mejorar la capacidad de almacenamiento de la BAM, este método se aplica para

memorizar relaciones de uno-a-muchos.

Para la decodificacion se asume que la informacion contextual es desconocida por los
usuarios, por lo que solo es necesario proporcionarle un patron de entrada.

Debido a que la CBAM esta basada en la BAM, el proceso de recuperacion es casi el
mismo:

Paso 1. Se le entrega el patrén de entrada a la capa X.
Paso 2. El estado interno de la j-ésima neurona en la capa Y se calcula como:

N

ul =>xtw, (B.83)
i=1

La salida de la neurona es:
y;(t)=f(ui(t) (B.84)
donde
1
f (U) - 1+ e(—u/e) (B85)

donde ¢ es el pardmetro de la pendiente.

Paso 3.1. Se calcula es estado interno de la i-ésima neurona de la parte principal y su salida
es:
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WD =YWy, 0 @<i<n (886

X (t+1) = f (U (t+1) (B.87)

Paso 3.2 Debido a que las neuronas que corresponden a la informacion contextual son
neuronas caoticas, el estado interno de la i-ésima neurona de la parte contextual es:

u‘t+) =nt+)+<t+1) (n<i <N) (B.88)

donde
7 (t+1) =k, 7, (t) + Z_:Wi,- y;(®) (B.89)
S+ =k ¢ (t)—ax (t)+a (B.90)

La salida se calcula mediante la ecuacién B.87.
Paso 4. Se repiten los pasos 2 y 3.

Debido a que este método es utilizado para hacer asociaciones de uno a muchos (diferente a
lo que realizan otros métodos) no se muestra ninguna comparacion.

Chen (1997)

En este trabajo, Chen et al [53], de la Universidad de Nanjing de China, proponen una
mejora de la BAM exponencial de Jeng [30]. Wang et al [35] propusieron una EBAM
modificada (MEBAM) cuya ventaja sobre la EBAM era su gran capacidad de
almacenamiento y la relajacion en la suposicién de continuidad [14], sin embargo en su
trabajo no se ilustra la mejora de la capacidad de correccion de errores.

Se asume que existen M pares de datos almacenados (X, Yi), (i =1, 2, ..., M), donde X; € {-
1,1}y Yie {-1,1}".
La suposicion de continuidad es:
H(Xivxj) - H(Yi!Yj)
n p

(B.91)

donde H(...) denota la distancia de Hamming. Béasicamente, cuando dos entradas casi
idénticas (Xi y Xj, i # J) son asociadas a dos salidas casi distintas (Y; y Yj, i #j) 0 viceversa,
la EBAM puede confundirse y converger a otro patréon.

Las ecuaciones de la regla de actualizacion de la IEBAM (Improved Exponential BAM)
son:
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Y'=sgn[ZYib(<xi'x>*<Y“Y>)j (B.92)

X':sgn(z Xib(<x“x>+<Y“Y>)] (B.93)

Las ecuaciones anteriores permiten una mejor capacidad de almacenamiento y una mejor
habilidad para la correccion de errores que la MEBAM.

La figura B.26 muestra las capacidades de almacenamiento que se miden por el nimero de
recuperaciones exitosas de entre M pares entrenados generados aleatoriamente. Al mismo
tiempo, las capacidades de error de correccion se prueban invirtiendo r bits aleatoriamente.
En este trabajo se utilizab =e.

32100 S '"'"""'_+"""+""'+""'+----4._...__;._...__':. r:2

é 80 \"ﬂ'———x i

g 60F N\ ‘M%\«—x—\* gl\aEQI\AAM

A - +EBAM

E 40 SN 4: r=4

320 | EBAM

ol L TTE—— --—-MEBAM
40 80 120 180 200 * IEBAM

HNumero de pares de patrones

Figura B.26 Grafica de la comparacion de las capacidades de almacenamiento y correccion
de errores.

Haryono (1997)

En el Departamento de la Ciencia de la Computacion en Informacion en Tailandia,
Haryono et al [54], proponen un método Ilamado BOAM (Bipolar-Orthogonal
Augmentation Method) para mejorar la capacidad de almacenamiento.

Las siguientes propiedades sirven de base para este método:

a) Entre méas grande es la dimension de los patrones fundamentales (n y p), mayor es el
namero de patrones que se pueden recuperar.

b) Cuando los patrones de entrada son ortogonales al igual que los patrones de salida,
todos los patrones del conjunto fundamental pueden ser recuperados.

c¢) Cuando X; =Y, y por tanto, n = p, la BAM puede almacenar y recuperar los 2" estados
disponibles de los pares de patrones, si se codifican en forma bipolar.

d) La densidad de los patrones de entrada, esto es, la razon entre el nimero de bits “1” y la
dimensidn de los patrones, es un factor de influencia para la capacidad de la BAM.

Wang et al [31] proponen una aumento-ortogonal de elementos dummy que son binarios,
aun cuando los patrones entrenados son bipolares. En este trabajo también se propone un
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aumento pero con elementos bipolares. Este cambio de elementos permite que la capacidad
de almacenamiento sea mayor.

Araujo (1997)

En este trabajo, Araujo y Haga [55], de la Universidad de Sao Paulo del Departamento de
Ingenieria Eléctrica, presentan dos estrategias para mejorar el rendimiento de la BAM. El
USA (Unlearning of Spurious Attractors) consiste en disociar cualquier estimulo de una
respuesta incorrecta. La BDR (Bidirectional Delta Rule) se extiende para el uso en BAMs.
Estos paradigmas no demandan un preprocesamiento de las entradas, entrenan la red
rapidamente, tienen un comportamiento estable y presentan alta tolerancia al ruido.

La BAM [14] es un modelo de memoria que asocia pares de patrones. La BAM esta
compuesta de dos capas las cuales estan totalmente conectadas en forma bidireccional. La

capa de entrada tiene m unidades de procesamiento, X ® = {xlk,x;‘, Y "} parak =1, ..., p,

mientras que la capa de salida tiene n unidades de procesamiento Y *) = {yl Yh e y;‘} para
k=1,..,p.

Una matriz de ponderacion W de m x n, que es la matriz de correlacion, y que se construye
de la siguiente forma:

donde p es el nimero total de patrones.

Primero se utiliza el algoritmo Pseudo-Relaxation Learning (PRLAB), para encontrar los
pesos de las conexiones y los umbrales de las unidades. Entonces, se construye la matriz de
correlacion como una BAM. Posteriormente, para ir desvaneciendo los errores, 10s pesos y
los umbrales se varian de la siguiente forma: para las unidades de entrada,

aw, = F [0 oo si s9x© <o
' l+m i

AT, =" O &x v si SWXM <0
i 1+ m Xj Xj

Para la unidades de salida
_ [ ) _ _(k)]x_(k) si SOY® <
Wi = 1+n oY i v i
[ (0 _ _(k)] si SOY® <

" 14n Y] b
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donde S{¥ = W,Y™ T, , 8= W;X{ ~T, y 2 es un factor de relajacion; £=0.1.
i=1

=1

En el USA se tiene una etapa de entrenamiento supervisado en el cual el producto externo
de cada resultado espurio se sustrae de la matriz de correlacion. Por lo tanto, mientras los
atractores espurios se presenten, W se varia para cada patron k como sigue:

I R N AN 0
AW, = (m+lj (s®)R (B.94)

(k) (k) ; . .
donde S™ y R™ son atractores espurios y —%; es la razon de unlearning.

Los minimos locales que producen los atractores espurios se desvanecen a cada paso del
unlearning. Por lo tanto, los atractores deseados pueden reaparecer.

La BDR presupone que los pesos son actualizados bidireccionalmente. Por lo tanto, la BDR
actualiza la matriz de correlacion, mientras existan atractores espurios, cuando la
informacién fluye en forma directa (entrada-salida) o hacia atras (salida-entrada). La
actualizacion esta basada en la regla de Widrow-Hoff [56], como sigue.

Para el flujo de informacion entrada-salida:

A
AW, = m(x 0 _g® )YJ.(") (B.95)

Para el flujo de informacion salida-entrada:

ﬂ’ k k k
AW, :ﬁ(YJ( )R X © (B.96)

donde %; es larazon unleraning parag=noq=m;y (X i(k),Yj(")) es el objetivo.

La memoria es entrenada con los 10 siguientes patrones de dimension 9 x 9.

La figura B.27 muestra la comparacion el porcentaje del nimero de patrones recuperados
cuando se le agrega un cierto ruido a los patrones entrenados, de tres métodos el PRLAB
(Pseudo-Relaxation Learning Algorithm), la USA y la BDR.
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Figura B.27 Grafica de comparacion entre el PRLAB, la USA y la BDR. (a)
Recuperaciones correctas y (b) Bits erroneos contra nivel de ruido en la entrada.

Ritter (1999)

Supoéngase que se desea retroalimentar sincronamente la salida y: = f(M xxf) a una
memoria asociativa para mejorar la exactitud de la recuperacién. En la BAM clésica [14] el
esquema mas simple de retroalimentacion es pasar y; a través de M’ (transpuesta de M).

Si el patron resultante x; = f(M xys ) se retroalimenta a través de M, se obtiene un nuevo
patron s, el cual puede ser alimentado hacia M’ para producir X; , y asi sucesivamente.
Este ir y venir resonara en un par fijo (xfyf) Sin embargo, las BAM clasicas, siendo

generalizaciones de la memoria de Hopfield, tienen limitaciones similares a ésta. EI nimero
de asociaciones que pueden ser almacenadas en la memoria y recuperadas en forma
efectiva es muy limitada.

A continuacion se describen las memorias asociativas morfoldgicas bidireccionales
(Morphological Bidirectional Associative Memory, MBAM) [57], que son
sorprendentemente  muy similares a las clasicas, sin embargo tienen distinto
comportamiento.

La teoria de las memorias morfoldgicas se describe en la seccién 2.2.5.

k
Recordando: M = \/(y§ A (—X‘f)')
£

En el esquema de retroalimentacion, la MBAM emplea la memoria conjugada o dual M*
de M. La ij-ésima entrada de la matriz M* esta dada por:

*

k k
m; =-—-my :_gfl(yf —xf’):g\l(xf’ _Yf)

Mientras la memoria M recupera el patrén y* cuando se le presenta el patrén x¢, la memoria
dual M* recupera el patrén x° cuando se le presenta el patrén y*.
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Wu (2000)

Wu y Pados [58], de la Universidad Estatal de Nueva York, proponen un método diferente
para desarrollar una memoria asociativa bidireccional feedforward. El procedimiento es
conceptualmente simple y de implementacion directa.

Dado un conjunto de p pares de prototipos bipolares bidireccionales {(x*,y®), (x® y®),
v XPLyPYY XD e L2113 yO e 113" O = xO y yO 2 yO para i« j, se disefian dos
distintas BAM de dos capas feedforward, con un limite rigido de neuronas de McCulloch-
Pitts, que implementan las asociaciones bidireccionales X" <> e; y y' <> e, donde {ex, €5, ...,
ep} son los vectores unidad estandar base RP. Entonces se combinan las dos previas BAM
para implementar las asociacién deseada x” <> y® en la forma de una sola red feedforward
de tres capas (Ver figura B.28). El proceso de disefio x¥ <> e; (0 y" <> €) es un algoritmo
one-shot. El maximo nudmero de patrones fundamentales que pueden almacenarse
(capacidad de almacenamiento) es 2™"™™ | os patrones fundamentales pueden estar
arbitrariamente correlacionados a diferencia de la ABAM [45].

Figura B.28 BAM de tres capas.

Durante la etapa de aprendizaje, la primera capa es responsable de construir un clasificador
de la distancia minima de Hamming, que estd formado por agrupaciones que no se
sobreponen unas con otras y que cubren el espacio de entrada. Esto se logra implementado
un mapeo (asociacion) del espacio de entrada hacia un conjunto de vectores intermediarios,
E. La segunda capa implementa un mapeo del conjunto de vectores intermediarios hacia
los patrones de salida. En la etapa operacional, la primera capa clasifica un vector de
entrada hacia una de las agrupaciones de acuerdo con el criterio de la distancia minima de
Hamming. La recuperacion final (asociacion o correspondencia) se completa mediante la
segunda capa cuando el patron de salida es recuperado.
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Figura B.29 Comparacion de la exactitud en el reconocimiento entre la GBAM, la ABAM
y la BAM propuesta en este trabajo.

Lenze (2001)

Leung [48] introdujo la regla de aprendizaje basada en la idea del perceptron para mejorar
el rendimiento de la recuperacion en memorias asociativas bidireccionales. Sin embargo, la
solucién existia siempre y cuando el conjunto fundamental fuera fuertemente lineal
separable por hiperplanos a traves del origen.

Este trabajo Lenze [59], de la Universidad de Ciencias Aplicadas en Alemania, se basa en
la idea de Leung pero utilizando dilatacion y traslaciébn de manera que los patrones
fundamentales estén separados por hiperplanos que no contengan el origen.

El método se describe a continuacion.

Sean n, m € N dados arbitrariamente. La BAM generalizada puede tener n neuronas de
entrada, m neuronas de salida, y nm pesos de conexion wjj; € R, 1 <i<n,1<j<m. Mas
aun, puede tener n pesos de dilatacion y traslacion de entrada ¢4, di € R, o >0,1<i<n,
y m pesos de dilatacion y traslacion de salida 4, fje R, >0, 1<j<m.

El problema estandar en el disefio de una BAM es almacenar un conjunto de t patrones
codificados bipolares,

(x,y9)e{-13" x{-13", 1<s<t
Entonces, sean n, m € N dados arbitrariamente y sea la BAM generalizada que puede tener

n neuronas de entrada y m neuronas de salida, se asume que el conjunto anterior se extiende
formalmente a un conjunto de muchas asociaciones:

(X(s) 7 ): (X(s—l)(modtm' y(s—1)<modt)+l) (B.97)
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Para @,d € R"con @>0 y||d <a, también B, f e R"con B >0y [f| < B,y , finalmente,

w’ e R™ dados arbitrariamente, el esquema generalizado de aprendizaje esta definido
recursivamente por:

y; ZSQH(iW;l(ai X —d, )J CX =Sgn(zmlwi?_l(ﬁj yi—f )j
i=L =

A1Wij = (YT - Y?Xaixis —d )v AZWS = (Xf - X Xﬁjy? - fj)
1
Wi =W+ AW+ AW

Eom (2001)

La memoria asociativa bidireccional propuesta por Jeng et al [30] ha sido utilizada
ampliamente para aplicaciones como reconocimiento de patrones y compresion de datos
debido a su estabilidad, capacidad de almacenamiento exponencial y a su gran habilidad
para la correccion de errores.

Eom et al [60], del Instituto Avanzado de Ciencia y Tecnologia en Corea, presentan una
ecuacion para determinar el radix (la base) que permita una recuperacion perfecta
utilizando la informacion de la distancia minima obtenida estadistica y deterministamente.

Se asume que existen p pares de patrones almacenados , donde x' € {-1, 1}"y y' e {-1,
1}". Cada elemento bipolar de los patrones se genera aleatoriamente con igual
probabilidad. El proceso bidireccional de recuperacion de la EBAM en un ciclo es:

y = f(x)=sgn£_zp: y‘b(xi’”] (B.98)
x'=g(y) :sgn(_zp: xib(y')Ty] (B.99)

A partir de estas dos ecuaciones se determina el radix que garantiza una atraccion directa
dentro del radio r obtenida de la distancia minima de Hamming:

1

b=(p—1)2m2 (B.100)

donde Smin = MiNyhSh, Sh = MiNyidu(X', X") y I = smin/2. Més adn, eligiendo b = (p-1)"?, se
puede garantizar que todos los patrones ruidosos con r < syin/2 son directamente atraidos
sin la necesidad de la informacion de Spin.
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Sin embargo, si no se cuenta con la informacion de la distancia, entonces, se puede utilizar
el valor esperado. Usando la probabilidad:

Pr(sh=r)=Pr(spy>r)—Pr(shn >r+1) (B.101)
el valor esperado de la distancia minima de Hamming es, aproximadamente:
n-(p-11-2" (B.102)

Sustituyendo uno de estos valores esperados en sSmi, de la ecuacion B.100 es,
estadisticamente, una solucion factible, aunque la recuperacion de los patrones
fundamentales no esta determinada estadisticamente.

Si el método falla al atraer ciertos patrones fundamentales, los errores se pueden compensar
mediante el siguiente algoritmo de aprendizaje.

Si se define u" = lb(xl)lxh ,...,b(xp’tth, entonces:
ye4u" >0 Vvh, vk (B.103)

donde A, = [yi ykp] son los pesos aprendidos. Las desigualdades de la ecuacion anterior

pueden resolverse con el método de pseudo-relajacion (Pseudo-Relaxation Algorithm,
PRA) propuesto por Oh y Kothari [61] para obtener los pesos.

En este algoritmo, el radix puede ser determinado por la capacidad estadistica de la EBAM,
p~2"(1+b*".

La figura B.30 muestra el efecto que tienen los pesos aprendidos sobre la EBAM, ademés
de su capacidad estadistica. Las simulaciones se realizaron para n = m = 8. Los resultados
se promediaron sobre 100 conjuntos de pares de patrones seleccionados aleatoriamente.
Durante el proceso de aprendizaje, el radix se incremento 0.01 comenzando desde 1.01.

O EBAM ponderada
X EBAM no ponderada
* capacidad estadistica de la EBAM

No. de patrones, p

Figura B.30 Numero de patrones recuperados contra el radix.

166



Lee (2004)

La simetria de las interconexiones entorpece el rendimiento de las BAMs en el
almacenamiento de patrones y en su habilidad de recuperacion. Para desahogar estas
limitaciones se han propuesto métodos como la BAM asimétrica (ABAM) [45] y la BAM
general (GBAM) propuesta por Shi et al [62]. Sin embargo la ABAM requiere que sus
patrones fundamentales tengan una independencia lineal mientras que la GBAM sdlo
necesita separacion lineal de sus patrones.

Shi et al definen la bola unidad de Hamming alrededor de cada patron almacenado y
proponen una regla de aprendizaje tal que todos los vectores que pertenecen a las bolas de
Hamming son bidireccionalmente separables en forma lineal mediante las matrices de
conexion de las dos capas (A 'y B).

En este trabajo, Lee y Chuang [63], de la Universidad de Vanung en Taiwan, proponen
ampliar los tamafios de las bolas de Hamming hasta que sean linealmente no separables.
Para esto se utiliza un algoritmo de minima superposicion que proporciona el aprendizaje
de los pesos de conexion.

En la figura B.31 se muestran las graficas de comparacion entre la GBAM y la GBAM
modificada propuesta en este trabajo (MGBAM).

) o, e - )
R e i

o1} RN N O MGBAM
| " * GBAM

e

2 " " " L
o 1 2 3 4 5 6 7 B 9 10
Distancia de Hamming hacia el patron fundamental

Figura B.31 Probabilidad de recuperacion contra distancia de Hamming.

Zheng (2005)

Zheng et al [64], de la Universidad Wuhan en China, proponen la combinacién de dos
métodos que permitan mejorar la capacidad de la BAM.

El primer método es el de aumentacion dummy, el cual permite la correccion de los
patrones recuperados [31].
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Por otra parte, también se utiliza el algoritmo del gradiente descendiente dptimo que
posibilita en agrandamiento del radio de atraccién de los patrones fundamentales para que
se tenga una mejor convergencia hacia cada uno de los patrones fundamentales.

En la figura B.32 se muestra la gréfica de comparacion de la capacidad de
almaacenamiento entre la BAM de Kosko [14], OGDA (Optimal Gradient Descent
Algorithm) [39] y el propuesto en este trabajo.

Rendimliento de la BAM

Aumento dummy con OGDA

N
*— P - . +

1 BAM con Gradiente Descendisnte

Parcentaje de éxitos
o
o

02 \ ___ BaMradicional

L P L L . | L L L
1 2 : | 4 5 L1 7 8 g 10 n 12
HMo. de patrones

Figura B.32 Pruebas de la capacidad de almacenamiento de tres disefios de BAM.

Shen (2005)

En este trabajo, Shen y Cruz [18], de la Universidad Estatal de Ohio, utilizan una
ponderacion optimizada para la matriz de correlacion. Dado un conjunto de pares
entrenados, se determinan los pesos para estos pares en la matriz de correlacion lo que
resulta en un conjunto de maxima tolerancia al ruido.

Dado un conjunto de pares entrenados {(X,,Y; )}, , la matriz de correlacion ponderada es

N
M => wX[Y, (B.104)
i=1

donde
Xi = (Xil, Xi2s -y XlQ)
Yi = (yi11 yi21 ey y|P)

Q y P son las longitudes de los patrones de entrada y salida, respectivamente. W = (wy, Wy,
..., Wy) es el vector de pesos entrenados.

Se utiliza un algoritmo genético estandar para calcular los pesos que maximicen la funcién
objetivo.
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Cualquier par de entrada ruidoso que esté dentro del conjunto de tolerancia convergira al
patrén fundamental correcto. Shen y Cruz proponen un limite superior para saber cuales
patrones, con cierta distancia de Hamming, se podréan recuperar:

If:;min( min H,(X;,X), min Hy(Yi’Y))J'_l

0<i#j<N <i#j<N

En la grafica B.33 se muestra el costo computacional requerido para los valores que puede
tomar F .
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Figura B.33 Maximo F versus tiempo de calculo

De la gréfica anterior se puede observar que el costo computacional del algoritmo utilizado

en este trabajo es muy grande. Conforme F aumenta, el tiempo de calculo también
aumenta. Cabe hacer notar que el tiempo de célculo esta dado en horas.

Para las simulaciones se utilizaron los siguientes patrones. La dimension de los patrones de
entrada es de 288, mientras que la dimensién de los patrones de salida es de 280.

PLANE T A COFTER

A o ke

Para esta simulacion se calcula el limite superior:

Hx(X1, X2) =90, Hy(Y1, Yo) = 116

Hx(X1, X3) = 100, Hy(Y3, Y3) = 134

HX(XZ, Xg) = 50, Hy(Yz, Y3) =128

£-0,1-2
2

En este caso, el limite maximo es 26. Sin embargo se puede utilizar un nimero menor a
éste. Para la simulacion se encuentra F* = 5. Regresando a la figura B.34 podemos
observar gque para este valor de 5, el tiempo de calculo es aproximadamente de 15 horas.

En esta simulacién se generaron 10000 muestras tomando como base cada uno de los
patrones de entrada (las figuras). Todos los patrones se recuperan de forma correcta; sin
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embargo, de los para patrones de entrada ruidosos, solo se recuperaron aquellos patrones
cuya distancia de Hamming era menor de 4 con respecto a los patrones originales. Los
patrones con una distancia de Hamming mayor a 5 no se recuperan correctamente.

Cabe hacer notar que, finalmente, son sélo tres parejas de patrones las que se entrenaron
con esta BAM.

Chartier (2006)

En este trabajo, Chartier y Boukadoum [65], de la Universidad de Québec en Montreal,
presentan un nuevo modelo de memoria asociativa bidireccional que permite el aprendizaje
tanto de patrones binarios como de patrones en escala de grises.

Las propiedades que presenta este modelo son:

= Aprendizaje en linea

= Desarrolla iterativamente los pesos de las conexiones que convergen a una solucion
Optima, local y estable, incorporando la retroalimentacién no lineal utilizada en la
funcion de salida.

= El aprendizaje se basa solamente en la correlacion de los patrones sin la necesidad
de una capa escondida.

= Laregla de aprendizaje es simple y permite asociar patrones tanto de dimensiones
distintas como patrones de las mismas dimensiones.

» La funcidén de salida, junto con la regla de aprendizaje, se elige de manera que la
matriz de pesos no sélo desarrolla puntos atractores fijos para patrones bipolares
sino también para patrones con valores reales.

La funcién de salida utilizada en este modelo estd basada en la ecuacién clasica de
Verhulst:

?j::G(l—z)z (B.105)

donde G es un pardmetro general. La ecuacion B.105 tiene dos puntos fijos,z=0y z = 1.
Sin embargo, sélo z = 1 es un punto estable fijo y por lo tanto (2.3.112) tiene un solo
atractor. Esta ecuacién se modifica de manera que existan dos atractores:

3?:6(1—22)2 (B.106)

La ecuacidn resultante tiene tres puntos fijos, -1, 0 y 1, de los cuales séloz=-1y z =1 son
puntos estables fijos.

La funcion de salida final para ambas direcciones esta expresada por las siguientes
ecuaciones:
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1 sia, >1
Vi, Ny Vi = F@iy) =1-1, sia; >-1 (B.107)
(6 +Dayy, —dajy,, deotraforma

1 siby,, >1
Vi, ... M, Xiftya) = f(bi[t]) =1-1 Si bi[t] >-1 (B.108)

(6 +Dby, — b}y, deotraforma

La figura B.34 ilustra la forma de la funcion de salida para 6= 0.4. Es similar a una funcion
sigmoidea pero alcanza su limite £1 en un numero finito de iteraciones.

0.5

Salida

=-0.5

Activacion

Figura B.34 Curva de la funcion de salida para 6= 0.4

La funcién de salida propuesta muestra dos mecanismos de atraccion. EI primero es una
funcién de saturacion rigida que limita la salida a +1; la segunda es un mecanismo que
balancea las partes positiva, (5 + 1)a;, y negativa, —da’ . Por lo tanto, una unidad de salida

permanece sin cambios si alcanza un valor de 1, -1 0 si (5 +1)a, —R =3}, donde R es un

limite con un valor real (por ejemplo, 0.7). Este mecanismo le permite a la red exhibir un
comportamiento de atractor de valores reales ademas, de ser un atractor bipolar.

En la regla de aprendizaje, este modelo trata de encontrar una solucion a las siguientes
restricciones no lineales:

X =f(VY) (B.109)
Y = f(WX) (B.110)
donde f es la funcién de salida definida previamente.

Las ecuaciones para W'y V son:
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w=f" (Y[o]X[To] + Yo Xy XX[O] + X ) ((X[Ol X ) X+ X ) ) JX

(B.111)
X X[TO] (X[01X[T01)

V=i (X[o]Y[To] + Xy Yoy XY[o] + Yy )x ((Y[O] + Yy )T (Y[O] + Yy )_l )JX

(B.112)
T T

* Yo (YIO]YIO])

Las simulaciones se realizaron con 26 asociaciones de patrones. Los patrones son imagenes
de 7 x 7 pixeles, en donde a un pixel blanco se le da el valor de -1 y a un pixel negro se le
da un valor de 1. Los patrones se muestran en la figura B.35

bt deEohi T e
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13
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Figura B.35 Asociaciones de los pares de patrones bipolares.

En la figura B.36 se muestra la grafica de capacidad de almacenamiento del modelo
presentado en este trabajo, comparado con otras BAM: GABAM, GBAM, ABAM, SBAM
y KBAM.
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Figura B.36 Comparacion de la capacidad de almacenamiento

La grafica de comparacion muestra que la capacidad de almacenamiento de este modelo es
similar a la de la SBAM, ABAM y GABAM, sin embargo es inferior a la capacidad de
almacenamiento de la GBAM.

BAM con retardos

En un intento por mejorar la capacidad de recuperacion de las BAM, los investigadores han
propuesto un nuevo camino: las BAM con retardos (delays) [76-84]. Estos nuevos modelos,
pretenden simular el comportamiento de las neuronas y la comunicacion entre ellas. Su idea
se basa en que las redes neuronales bioldgicas presentan retardos debido al proceso de la
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informacion, esto es, la transmision de la informacion entre neuronas, asi como la
respuesta de éstas a una excitacion, no son instantaneas. Ademas, en este tipo de redes
neuronales, existen variedades en los tamafios y longitudes de los axones (parte de la
neurona que funge como linea de transmision).

En estos trabajos se realiza un analisis de las BAM con retardos, para encontrar las
condiciones suficientes que permitan la convergencia de las memorias hacia puntos de
equilibrio, los cuales deben corresponder a los patrones entrenados.
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