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RESUMEN

En la presente tesis se propone un modelo para el comportamiento de flujo del transito vehicular a
partir de una representacion de ecuaciones de flujo continuo dentro de un grafo direccionado. El
algoritmo propuesto da una solucion inicial con todos los parametros dentro de valores
preestablecidos y a partir de ésta se busca mejorar la solucién anterior mediante variaciones
diferenciales implementadas en paralelo para cada ecuacion de flujo, evaluando y sincronizando
dentro del algoritmo las condiciones de frontera.

Palabras Clave: Modelado; Transito Vehicular; Flujo Vehicular; Ecuacion de Flujo; Computo en
Paralelo; Optimizacion Multiobjetivo.



ABSTRACT

In this work is presented a model for the vehicular traffic flow behavior using a representation of
continuous flow equations into a directed graph. The algorithm proposed gives an initial feasible
solution with all the parameters within preset values and from this it is expected to improve the
previous solution by differential variations implemented in parallel for each flow equation,
evaluating and synchronizing the boundary conditions.

Key words: Modeling; Vehicular Traffic; Traffic Flow; Flow Equation; Parallel Computing; Multi-
objective Optimization.
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Capitulo 1. Definicion del problema

1.1 Introduccion

Historicamente, el estudio y modelado del transito vehicular tienen sus origenes en los afios 30°s
cuando el investigador norteamericano Bruce Douglas Greenshields aplicé por primera vez métodos
fotograficos y matematicos para la medicion de diferentes variables relacionadas con el flujo de
transito vehicular y la descripcion de su comportamiento [23]. Fue el mismo Greenshields quien,
posteriormente, postuld la existencia de una relacién lineal entre la velocidad y la densidad del
transito [24].

Afios méas tarde surgieron los primeros planteamientos en la teoria del flujo de transito vehicular
[41], en los cuales se confirmaron los postulados de Greenshields y la existencia de una estrecha
relacion entre las variables fundamentales del flujo de transito vehicular: la velocidad v, la densidad

py el flujo ¢.

Actualmente existen tres enfoques tedricos para modelar el transito vehicular [35]:

1) Los modelos macroscépicos describen el flujo de transito de manera analoga a como sucede en
los liquidos o gases en movimiento, es por esto que en ocasiones se les llama modelos
hidrodindmicos [65]. Estos modelos son capaces de describir fendémenos colectivos como la
evolucidn del congestionamiento vial en una determinada regién o la velocidad de propagacién
de las ondas de tréfico. Sus principales variables de estudio son la densidad de transito p(x, t),
el flujo d(x, t) y la velocidad promedio v(x, t).

2) Los modelos microscdpicos, a su vez, analizan el flujo de transito vehicular considerando lo
gue sucede con cada vehiculo de manera individual en cada instante de tiempo. En ellos se
describe la reaccion de cada conductor (aceleracion, frenado, cambio de carril, etc.),
dependiendo de su entorno. Este tipo de modelos pueden ser estudiados utilizando modelos car-
following [11, 21, 59] y autématas celulares [48, 61]. Sus principales variables de estudio son la
posicion de los vehiculos x, (t), su velocidad v, (t) y aceleracion v, (t).

3) Los modelos cinéticos combinan los enfoques de los modelos microscopicos y macroscopicos
en un modelo hibrido, en los cuales, las secciones criticas de la red de flujo de transito vehicular
se describen mediante algin modelo microscopico, mientras que, el resto de la red de flujo se
estudia con algin modelo macroscopico [65]. También se recurre al empleo de ecuaciones
cinéticas de Boltzmann para su andlisis [26, 57, 66, 67].

Es de nuestro particular interés el estudio de los modelos macroscopicos.
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1.2 Descripcion del Problema

Las sociedades modernas requieren contar con sistemas eficientes de transporte que permitan llegar
a los destinos deseados a tiempo y de manera segura. Desafortunadamente la infraestructura vial
existente cuenta con recursos limitados, algunos de ellos con capacidad reducida, y ademas el
incremento de sus usuarios es una constate diaria; por lo tanto, es necesario encontrar soluciones y
contar con estrategias que permitan la toma de decisiones para prevenir y minimizar la congestion
de trénsito vehicular.

1.3 Objetivo General

Proponer un modelo de transito vehicular que permita modelar y optimizar el comportamiento de
flujo de trénsito vehicular a partir de una representacion de ecuaciones de flujo dentro de un grafo
dirigido.

1.4 Objetivos Particulares

v Analizar la teoria concerniente al modelado de flujo de transito vehicular.

Estudiar los modelos continuos de flujo vehicular.

v Proponer un modelo de flujo de transito vehicular que modele el flujo dentro de un grafo
dirigido con capacidades maximas y minimas.

v" Proponer un método de optimizacion multiobjetivo para el flujo de transito vehicular del
modelo propuesto.

v Validar los resultados del modelo propuesto.

AN

1.5 Justificacién

El problema del transporte es un problema que ha concernido al hombre mucho antes, incluso, de la
llegada del automdvil; pero ha sido en afios recientes que el tema de los congestionamientos viales
ha adquirido una mayor importancia. Hoy en dia, el constante aumento de vehiculos en la
infraestructura vial y la mala planificacion de las vias de transporte han propiciado
congestionamientos en varios puntos de las grandes urbes, y los embotellamientos de vehiculos se
han convertido en uno de los grandes problemas que hay que afrontar a diario; aunado a esto se
tienen otras repercusiones tanto en la calidad de vida de las personas como en el medio ambiente,
por mencionar algunos encontramos el aumento en los costos de operacion de los vehiculos
(gasolina, mantenimiento, etc.), incremento en el nimero de accidentes, aumento de la emisiones de
agentes contaminantes, presencia de estrés en los conductores y agravamiento de la calidad del aire.

A pesar que los problemas de movilidad en las ciudades son claros, las posibles soluciones a estos
son contradictorias y se encuentran en etapas prematuras, es aqui donde destaca el importante papel
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de la investigacion. Construir simplemente mas caminos no es la solucién, y como lo enuncia [63]
en su ley fundamental del congestionamiento en autopistas: «la demanda latente se expande para
ocupar el espacio creado siempre que se mejora la capacidad de las carreteras». Un ejemplo de esto
se puede encontrar en la paradoja de Braess para el transito vehicular [6], la cual menciona:
«ampliar una red vial causara una redistribucion del transito vehicular que resultara en mayores
tiempos individuales de viaje», dicho de otra forma, conductores individuales no coordinados
siguiendo sus estrategias Optimas personales no siempre logran el estado mas benéfico para el
trafico en su conjunto.

Es por ello que surge la necesidad de estudiar y desarrollar modelos concernientes al flujo de
transito vehicular que permitan entender las causas y consecuencias de los fendmenos que en éste se
presentan, y a su vez, permitan contar con estrategias para la toma de decisiones y asi prevenir y/o
minimizar los congestionamientos vehiculares.

La optimizacion de la infraestructura vial requiere reproducir situaciones de transito que permitan
realizar pruebas de investigacion, lo cual es complicado, pues produciria situaciones dificiles como
congestionamientos, accidentes viales, etc. Ha sido a través de las investigaciones y estudios
realizados por varios cientificos que se han obtenido propiedades del transito y modelos que
resultan Utiles para realizar simulaciones, por medio de las cuales, es posible establecer y manipular
variables y condiciones del entorno y conocer el efecto que esto tendria en el comportamiento del
transito vehicular en una determinada regién; debido a lo anterior es que actualmente se le da gran
importancia al modelado y simulacidn de flujo de transito de vehiculos, ya que, permite obtener
datos sobre su dindmica sin necesidad de interferir en el lugar mismo.

En el presente trabajo propone un modelo de flujo de transito vehicular que permita modelar el
comportamiento del transito vehicular a partir de una representacion en un sistema de ecuaciones de
flujo dentro de un grafo direccionado.

1.6 Organizacion del Documento
Este trabajo consta de 6 capitulos, organizados de la siguiente manera:

El capitulo I, plantea la problematica del estudio del transito vehicular, los objetivos generales y
particulares del presente trabajo, y la justificacion del problema.

El capitulo Il, presenta el estado del arte, esto es, se muestra un panorama general de la
investigacion realizada en el ambito de la teoria del flujo vehicular a través del tiempo.

En el capitulo I11, correspondiente al marco tedrico, se describen los conceptos necesarios para el
desarrollo de esta tesis; esto es, los conceptos de fluidos y la manera en que éstos se emplean para
representar ciertos fendmenos observados en el transito vehicular. Ademas, se incluye una
descripcidon de los modelos que sirven de base para el modelo presentado. De igual forma, se
detallan los conceptos y métodos matematicos aplicados en la optimizacion multiobjetivo.
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En el capitulo 1V, se describe la metodologia desarrollada para la resolucién de la problemética
planteada en el capitulo I. Se explica el modelo propuesto, la interaccion de las ecuaciones de flujo
dentro del grafo dadas las capacidades maximas y minimas por arista, asi como las consideraciones
necesarias para poder realizar una optimizacion multiobjetivo, en paralelo, del flujo de transito
vehicular.

En el capitulo V, se muestran los resultados obtenidos de dicho modelo junto con su interpretacion.

En el capitulo VI, se escriben las conclusiones obtenidas y el trabajo futuro que se surge de los
resultados obtenidos en esta linea de investigacion
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Capitulo 11. Estado del arte

Hoy en dia el modelado de situaciones y problemas reales ha adquirido gran relevancia para el
adecuado funcionamiento de las sociedades modernas, ya que ha sido a través de éste que se han
podido explicar, reproducir y solucionar algunos de los fendmenos que se presentan diariamente. En
particular, en lo referente al problema del flujo de transito vehicular, se han realizado mediciones y
se han propuesto diferentes modelos para caracterizar y explicar la gran variedad de fendmenos que
el flujo de transito exhibe, los entornos en los que se desarrolla, los posibles estados en que se puede
apreciar, los factores y condiciones con los que interactda, asi como los medios requeridos para su
optimizacion.

Los modelos de flujo de transito vehicular se pueden clasificar con respecto a su nivel de
agregacion, es decir, con la manera en que representan el fendmeno; por su estructura matematica o
por algln otro de sus aspectos conceptuales [65]. Para éste trabajo se clasificaran y explicaran los
modelos matematicos y computacionales para el estudio del flujo de transito vehicular, sin llegar a
profundizar en el tema.

2.1. Modelos Matematicos

En la teoria del flujo de transito vehicular se puede encontrar diferentes maneras de abstraer los
fendbmenos que en éste se presentan y modelarlos matematicamente. Estos modelos se pueden
clasificar por su nivel de detalle (microscépico, mesoscdpico o macroscopico), por la escala de las
variables independientes (continuas o discretas), por la representacion de sus procesos
(deterministas o estocasticos), por su forma de operacién (analitica o simulacion), o por la escala de
su aplicacion (redes, tramos, 0 intersecciones de las carreteras). En particular, en ésta seccion, se
describiran Unicamente por su nivel de detalle.

La tabla 1 presenta un panorama general de los principales modelos clasificados de acuerdo a los
criterios mencionados anteriormente.

Principalmente existen tres modelos: Los modelos macroscopicos en el que destacan el modelo
béasico de Lighthill y Whitham de 1955 [41], los modelos de aceleracion de Payne [51, 52] y Kiihne
[38], el modelado cinético de gas de Helbing [27] y el modelo hidrodinamico de Pipes [54]. Los
modelos microscopicos que incluyen a los modelos car-following de Bando [2] y de Gipps [21], los
modelos con autématas celulares basados en el modelo de Nagel y Schreckenberg de 1992 [48], y el
modelo de Fukui e Ishibashi [18], por mencionar algunos. Y finalmente, los modelos cinéticos de
Prigogine [56] y de Pavier-Fontana [50].
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Nivel de DI* ) 3 . AR’
Modelo SC° | RE° | OP
detalle vid|Il|o clislimjal|{d|n|u
MIXIC v v |V d s S v
9 SIMONE vVivivivi]d S S 4 4
2 PELOPS v Iv]id] s | s v
§ Modelos car-following | v | v/ | v c ds | as V| v
S FOSIM vViIivi|ivi|v] d S S v v
= Automatas celulares vV d S S vV
INTEGRATION v d d S v
l\/-lod.e IOS., de viIiv| c S a | v
distribucion de avance
Modelos de gas cinético
. g v c d a v
reducidos.
3 Mo.delos de gas cinético v v c q a v
e mejorados
e Modelos de gas cinético
3 L Vv Vi ¢ d a v v
a multicarril
E T
Mod.elos de gas cinético sl c q a v
multiclase
Mod_elos multicarril v v c q a vivly
multiclase
Modelos de grupos 4 c d a v
Modelo LWR 4 c d a 4
Modelos tipo Payne 4 c d a v
9 Modelos tipo Helbing v v ¢ d a v
= Modelos por células de
3 s P v d | d | s
2 transmisién
S METANET v d d s
= Modelo semidiscreto sd S a v I v
FREFLO v d d S v
MASTER v d d a 4
Tabla 1. Clasificacion de los modelos de transito vehicular.
Notas:
1. Dimensién (otra diferente del tiempo y del espacio): velocidad v, velocidad deseada d, posicion lateral |

(carriles), o algln otro o.

Escala (continua c, discreta d, y semi-discreta sd);

Representacion (determinista d, estocastica s);

Operatividad (analitica a, simulacion s);

Avrea de aplicacion (cortes transversales c, tramos de un solo carril sl, tramos de multiples carriles ml, tramos
con carriles agregados al, discontinuidades d, red de autopistas n, and red urbana u).

aprwn

2.1.1. Modelos Macroscépicos.

Los modelos macroscépicos describen el flujo vehicular de manera andloga a como se describe un
liquido o gas en movimiento, i.e., se fundamentan en el uso de ecuaciones de la dinamica de fluidos.
Es por esto que también se les conoce con el nombre de modelos hidrodinamicos [65].
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En este enfoque se consideran como variables relevantes la densidad de transito p(x, t), el flujo
& (x, t), la velocidad promedio v(x, t), y en algunos casos la varianza de la velocidad o2 (x, t). La
calidad y confiabilidad de los resultados dependen principalmente de la exactitud de las ecuaciones
de flujo aplicadas y de la eleccion de un método de integracién numérica conveniente.

De acuerdo con lo anterior, estos modelos son capaces de representar fendmenos colectivos debido
a que los automoviles se consideran como particulas que fluyen a través de una red de conductos.
Dichos fendmenos pueden ser la evolucién de las regiones donde se presentan los
congestionamientos viales, la velocidad de propagacion de las ondas de transito, la evolucion de la
velocidad promedio, la aparicion y evolucion de ondas de chogue o de soluciones viscosas, entre
otros.

Debido a la naturaleza colectiva de los fendmenos que estudian, estos modelos son especialmente
Gtiles cuando no se necesita considerar el efecto que tiene en el flujo de transito los cambios de
carril de los automoviles, la diversidad de automoviles existentes; o bien, cuando la informacion de
entrada existente proviene de fuentes distintas y presenta caracteristicas heterogéneas y/o son
inconsistentes. Es particularmente importante ésta capacidad de poder incorporar fuentes de datos
heterogéneas, puesto que, permite la estimacion y prediccion en tiempo real de los estados del
transito vehicular para un horizonte de tiempo 7 con actualizaciones cada At intervalos de tiempo.

Dentro de los modelos macroscopicos encontramos inicialmente el modelo basico de Lighthill y
Whitham (modelo LWR), publicado en 1955 [41], en el cual se introduce una descripcion basada en
la ecuacion de continuidad con la suposicion de que el flujo o la velocidad s6lo dependen de la
densidad, esto es, al no haber un tiempo de relajacion se presenta el fenémeno de adaptacion
instantanea; ademas de existir la presencia de ondas de choque, i.e., un aumento muy apreciable de
la densidad en un intervalo muy corto de longitud y de tiempo [47].

En 1979, Payne propuso sus modelos con ecuacion de aceleracion en los cuales reemplazd la
suposicion de la adaptacion instantanea de la teoria de Lighthill-Whitham afiadiendo una ecuacion
de inercia, la cual es similar a la ecuacion de Navier-Strokes [51]. La contribucién de Payne en este
trabajo consistioé en introducir una ecuacion de aceleracion adicional para la velocidad media V, la
cual incluyd un tiempo de relajacién para la velocidad media cada cierto tiempo t. Por su parte,
Kinhe en 1984 agreg6 un término de viscosidad y comenz6 a utilizar métodos de la dindmica no
lineal [38].

En 1995, Helbing propuso un modelo (modelo H), que usa ecuaciones de Euler y Navier-Stokes, en
el cual, la varianza de la velocidad o2(x, t), es empleada como una cantidad de equilibrio; sin
embargo, en situaciones donde no lo hay, puede considerarse como una variable dindmica [25]. En
particular para predecir un embotellamiento de transito, un incremento en la varianza se considerara
como el principal indicador.

2.1.2. Modelos Microscopicos.

En los modelos microscopicos se consideran unidades individuales Ilamadas unidades conductor-
vehiculo y denotadas como a, las cuales con sus caracteristicas y comportamiento forman de
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manera colectiva el flujo de transito global. Ademas, éstos modelos toman en cuenta caracteristicas
propias del comportamiento humano como: el tiempo de reaccién de cada conductor, su grado de
cortesia o0 agresividad, el uso de las luces de cambio (direccionales) o el tiempo para cambiar de
carril; asi como de caracteristicas de los automdviles como: el tiempo de aceleracion o el tiempo de
frenado. Sus principales variables de estudio son la posicién x,(t), la velocidad v,(t) y la
aceleracion v, (t) de los vehiculos.

Historicamente, los modelos car-following fueron los primeros modelos microscopicos en
desarrollarse, esto debido primordialmente a la extensa investigacion desarrollada en 1958 por la
comparfiia automotriz norteamericana General Motors [28, 29]. Los modelos car-following se
sustentan en las leyes de estimulo-respuesta (conductismo), en donde la respuesta al cambio en la
velocidad se mide por la aceleracion, y dicho estimulo, pude tener distintos origenes permitiendo asi
la obtencion de diferentes modelos. A pesar de la variacion de los modelos, todos ellos suponen la
existencia de una relacién lineal entre la velocidad y el espaciamiento entre vehiculos, o bien, entre
la aceleracion y la diferencia de velocidades entre vehiculos consecutivos.

Los modelos de car-following de una sola via, como los de Rothery [59], suponen la existencia de
una alta correlacion entre los vehiculos cuyo rango de separacion intervehicular es de 100 a 125
metros. En ellos se asume que el conductor es un agente activo que responde a estimulos sensoriales
y esto se refleja en la aceleracién o desaceleracion del vehiculo, dependiendo de sus propias
habilidades psicomotoras, asi como de las condiciones fisicas del automdévil y del camino. Estos
tipos de modelos también exponen un mecanismo de conduccion, en el cual, el conductor realiza
tres tares: la percepcion, a través de la cual recaba informacién de su entorno; la decision, que es la
interpretacion de la informacion; y finalmente, la ejecucidn de maniobras de control.

Otra de las contribuciones que se ha realizado a la teoria de los modelos microscopicos son los
modelos con autématas celulares (AC), también conocidos como modelos de salto. Los automatas
celulares son sistemas que evolucionan en el tiempo con base en reglas locales y tanto el tiempo
como el espacio fase son discretos. En estos modelos el camino se representa por cadenas de celdas
gue estan ocupadas por a lo méas una particula y el movimiento tiene lugar saltando entre celdas,
mientras que la posicion de las particulas es actualizada simultanea y paralelamente. Este enfoque
ha tenido gran aceptacion dentro de los modelos microscopicos, debido a que, permiten observar de
manera directa las interacciones individuales de los automoviles y relacionarlas con caracteristicas
del flujo de transito; ademas, permiten que diferentes vehiculos tengan diferentes comportamientos
al conducir.

El uso de modelos de autdmatas celulares se remonta a Gerlough [19, 20], y a Cremer y Ludwig
[12] quienes posteriormente realizaron diferentes extensiones a estos. En 1992 Biham, Middleton y
Levine [4] usaron un modelo de AC con velocidad méaxima para trafico bidimensional, y
unidimensional de varios carriles. En el mismo afio, Kai Nagel y Michael Schreckenberg [48]
propusieron un modelo probabilistico con velocidad méxima v, = 5 que se compard
favorablemente con los datos reales, el cual ha sido retomado y extendido subsecuentemente por
diversos autores [47].

En el afio 2000 Knospe, Santen, Schadschneider y Schreckenberg publicaron el modelo de transito
vehicular K-S-S-S [36] usando un autdmata celular basado en el modelo Nagel-Schrekeberg y que
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modela el flujo de transito tomando en cuenta el uso de luces de freno que avisan a los vehiculos
sucesores sobre posibles reducciones de velocidad, provocando asi un flujo mas suavizado al
conducir. Posteriormente, en el afio 2002, Knospe et al. propusieron el modelo K-S-S-S_2 [37] para
analisis de flujo de transito en dos carriles.

2.1.3. Modelos Cinéticos.

Los modelos cinéticos, también conocidos como modelos mesoscépicos, combinan los enfoques de
los modelos macroscépicos y microscdpicos en un modelo hibrido, en el cual, los parametros
microscépicos (velocidad individual de los vehiculos, espacio intervehicular, etc.), pudieran
depender de cantidades macroscdpicas como la densidad, la velocidad local o la varianza de la
velocidad.

En estos modelos, la dindmica del flujo de transito vehicular generalmente consiste de una
simplificacion que, mientras captura lo esencial del flujo de transito, requiere menos demanda de
informacion y son computacionalmente mas eficientes. Existen dos aproximaciones principales:
aquellas en las que no se consideran vehiculos de manera individual sino que son agrupados en
pelotones o caravanas que se mueven a lo largo de la red de flujo (permitiendo la existencia de
pelotones de un solo vehiculo), como en el modelo de Leonard y colaboradores [40]; y aquellos en
los que la dinamica del flujo estd determinada por la dindmica simplificada de los vehiculos
individuales, como es el caso en [33]. Otra de las principales diferencias recae en el manejo del
tiempo, los enfoques mas comunes [16, 33, 42] se basan en tiempo sincrono, es decir, el tiempo en
el modelo avanza cada At unidades de tiempo; mientras que, por otro lado, se encuentran los
modelos orientados a eventos que utilizan tiempo asincrono, i.e., el estado del modelo cambia
cuando sucede algun evento predefinido [8].

Como parte del estado del arte de los modelos cinéticos se encuentran los modelos cinéticos de gas
(Gas-kinetic traffic models, por su nombre en inglés); los cuales usan colisiones ideales para
describir la dindmica de una cantidad llamada densidad espacio-fase p’(x,v,t), la cual es una
relacidn entre la densidad de transito y la distribucion de probabilidad local de la velocidad de los
vehiculos. EI modelo de Prigogine [56] es un ejemplo de ésta aproximacién y considera que la
cantidad basica es una funcion de distribucion f (x,v,t) que describe el nimero de vehiculos en
una cierta localizacion y velocidad en el tiempot. A su vez, en el trabajo realizado por Paveri-
Fontana [50], se introduce una funcidén de distribucién generalizada a la de Prigogine, esta funcion
g(x, v, t; w) describe el nimero de vehiculos con velocidad v y velocidad deseada w.

2.2. Modelos Computacionales

Desde la llegada de las supercomputadoras en la década de los afios 60°s, los cientificos han tenido
en ellas la oportunidad de comprobar sus investigaciones en un breve periodo de tiempo, sobre todo
aquellas relacionadas con grandes y complejos fenémenos del mundo real. Todos estos sistemas han
evolucionado a lo largo del tiempo para ofrecer cada vez mejores indices de desempefio, resultados
mas precisos y reduccion en los tiempos de ejecucion; pero de nada sirve contar con todos estos
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equipos si no se desarrollan métodos y algoritmos eficientes que aprovechen al maximo los recursos
disponibles.

En ésta seccion se describe de manera breve algunos de los modelos computacionales mas
utilizados en el &mbito del modelado de transito vehicular.

2.2.1. Algoritmo de Colonia de Hormigas

El algoritmo de la colonia de hormigas o ACO por sus siglas en inglés (Ant Colony Optimization),
es una técnica de optimizacion que tomo6 como inspiracion las colonias de hormigas y su habilidad
para organizarse como conjunto para localizar y recolectar alimento sin el control de una unidad
central coordinadora. Dorigo [15] propuso el primer algoritmo de colonia de hormigas para
optimizar problemas discretos, aunque su aplicacién en la optimizacién de modelos de flujo de
transito vehicular fue posible cuando se realizaron extensiones a éste modelo para problemas
continuos [5, 43]. En estos algoritmos, el comportamiento de los conductores es simulado
asumiendo que ellos eligen su ruta 6ptima que resulta de considerar las condiciones de viajar la
distancia mas corta y rapida con el menor namero de cambios de ruta posibles. En el modelo [17],
los conductores eligen la ruta 6ptima entre dos puntos considerando la longitud del camino y el
congestionamiento de las carreteras. Como estos, otros ejemplos se pueden encontrar en la
bibliografia [14, 30, 32].

2.2.2. Algoritmo de Enjambre de Particulas

Los algoritmos de enjambre de particulas o PSO por sus siglas en inglés (Particle Swarm
Optimization), son técnicas de optimizacidn estocasticas basadas en poblaciones e inspiradas en los
movimientos de los enjambres de algunos animales. Estos métodos se atribuyen originalmente a los
investigadores Kennedy, Eberhart [34] y Shi [62].

Esta técnica permite optimizar un problema a partir de una poblacion de soluciones candidatas,
denotadas como particulas, moviendo éstas por todo el espacio de busqueda segun reglas
matematicas que tienen en cuenta la posicién y la velocidad de las particulas. EI movimiento de
cada particula se ve influido por su mejor posicién local hallada hasta el momento, asi como por las
mejores posiciones globales encontradas por otras particulas a medida que recorren el espacio de
busqueda. EI fundamento tedrico de éste algoritmo es hacer que el enjambre de particulas converja
rapidamente hacia las mejores soluciones. Al tratarse de una técnica metaheuristica no garantiza la
obtencidn de una solucién dptima en todos los casos, puesto que asume pocas 0 ninguna hipétesis
sobre el problema a optimizar y puede aplicarse en grandes espacios de soluciones candidatas.

En lo relacionado con la aplicacion de éstos métodos en la teoria de transito vehicular encontramos
que [64] dio solucion a la deteccion oportuna de incidentes de transito vehicular usando un
algoritmo tipo PSO, y [1] propone un sistema de control de coordinacion para el transito en redes
viales urbanas.
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2.2.3. Algoritmos Genéticos

En 1975, John Holland presenta su trabajo titulado «Adaptation in Natural and Artificial Systems»
[31], a partir del cual se empieza a construir el estudio de los algoritmos genéticos, surgiendo asi
una de las lineas mas prometedoras de la inteligencia artificial. Son llamados algoritmos genéticos
porque se inspiran en la evolucion bioldgica y su base genético-molecular. Estos algoritmos hacen
evolucionar una poblacion de individuos sometiéndola a acciones aleatorias semejantes a las que
acttian en la evolucion bioldgica (mutaciones y recombinaciones genéticas), asi como también a una
seleccién de acuerdo con algun criterio, en funcidn del cual se decide cuales son los individuos mas
adaptados, que sobreviven, y cuales los menos aptos, que son descartados.

Un algoritmo genético es un método de blsqueda dirigida basada en probabilidad. Bajo una
condicién muy débil: que el algoritmo mantenga elitismo, i.e., que mantenga siempre al mejor
elemento de la poblacion sin hacerle ningin cambio, se puede demostrar que el algoritmo converge
al optimo; en otras palabras, al aumentar el nimero de iteraciones, la probabilidad de tener el
6ptimo en la poblacién tiende a uno.

Muchos son los autores que han aplicado los conocimientos de ésta area para el modelado, pero
sobre todo, para la optimizacion del flujo de transito vehicular; por mencionar algunos, en [68] se
propone un modelo para la optimizacion de la coordinacion de las sefiales de transito en las
intersecciones de las carreteras basado en algoritmos genéticos; por su parte [22] presenta un
algoritmo genético como una posible solucion para el problema de la coordinacion de las luces de
transito. En [9] presenta un algoritmo genético auto-adaptativo para dar solucion al problema del re-
enrutamiento del flujo de transito vehicular en una red de carreteras.
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Capitulo I11. Marco teorico

3.1. Enfoque global

En éste tipo de modelos, el flujo de vehiculos en una via se concibe como un flujo compresible de
un fluido descrito por variables macroscépicas asociadas al comportamiento colectivo del sistema.
Se requiere de un nimero grande de vehiculos circulando en la carretera, de manera que hablar de
variables como la densidad, la velocidad promedio, y algunas otras que proporcionen una medida
significativa del comportamiento del flujo.

Los modelos macroscopicos estan restringidos a la descripcion de variables colectivas, es decir
variables que no distinguen a cada vehiculo y que reflejan cantidades promediadas.

Al describir el flujo de transito de manera anadloga a como sucede en los liquidos o gases en
movimiento en ocasiones se les llama modelos hidrodinamicos [65]. Sus principales variables de
estudio son la densidad de transito p(x, t), el flujo ¢(x, t) y la velocidad promedio v(x, t), sin
embargo no son las Unicas. EI namero de variables a tomar en cuenta en el modelado dependera de
la informacion que se tenga disponible y del grado de detalle con que se quiera describir el
problemay la solucion.

En la literatura se han desarrollado modelos de diferentes tipos, que consideran variables distintas
en su descripcién, lo importante es poder verificar la consistencia de sus resultados y su poder
predictivo.

Los fundamentos matematicos de todos los modelos macroscépicos de flujo de transito vehicular
consisten, basicamente, en la relacion hidrodinamica descrita en la ecuacion (7) y la ecuacion de
continuidad, la cual describe la evolucién temporal de la densidad en funcion de la diferencia de
flujos. La velocidad macroscépica de los vehiculos estad definida de forma que, satisfaga dicha
relacion hidrodinamica vy, la ecuacién de continuidad es derivada directamente de la conservacién
del flujo de vehiculos. Por lo tanto, ambas ecuaciones son ecuaciones de parametros libres y se
mantienen para cualquier modelo macroscopico arbitrario.

A pesar de que los modelos macroscopicos tienen base en la dindmica de fluidos, es necesario
tomar en cuenta la existencia de diferencias esenciales entre el flujo de vehiculos y el flujo de
liquidos o gases:

1. En un fluido cada particula es isotropica y reacciona a estimulos de las demas particulas
que lo rodean, mientras que un vehiculo se considera anisétropo y responde so6lo a
estimulos de los vehiculos en frente suyo.

2. La ley de conservacion del momento se mantiene para fluidos pero no para trafico
vehicular.

3. El namero de vehiculos es mucho menor que el nimero de particulas en un fluido.

4. Un vehiculo es un sistema vivo, dado que, el conductor tiene personalidad propia y ésta se
mantiene, practicamente, sin cambios durante su trayecto.
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5. No pueden existir automdviles con velocidad negativa.

De acuerdo con Aw y Rascle [1], todo buen modelo macroscépico de flujo de transito vehicular
necesita reunir al menos la siguiente lista de requerimientos:

1. El sistema debe ser hiperbdlico. (Sistemas Hiperbolicos de Leyes de Conservacion).

2. Las velocidades de propagacion de las ondas en cualquier solucién de cualquier problema
debe de ser a lo mas igual a la velocidad promedio.

3. Frenar debe de producir ondas de choque, cuya velocidad de propagacion debe de ser
negativa 0 no-negativa; mientras que acelerar debe de producir ondas de rarefaccion
(proceso por el que un cuerpo o sustancia se hace menos denso), lo cual, en cualquier caso,
satisface la condicion anterior.

La condicién 1 refiere a que los vehiculos no pueden ser creados ni destruidos. La condicion 2
debate la existencia de caracteristicas mas rapidas que el transito. La condicion 3 es sugerida de la
observacion directa del transito real y refiere a la existencia de un tiempo de reaccion de los
conductores ante eventos frente y detras de ellos.

3.2. Modelo Basico

Primero vamos a considerar que el flujo de vehiculos ocurre a lo largo de una carretera y que s6lo
tenemos un carril, donde los vehiculos avanzan en una direccion, de manera que realmente tenemos
un problema unidimensional y unidireccional. Ademas, consideramos que la carretera en cuestion
es un circuito cerrado donde hay un nimero fijo de vehiculos. En este caso prestamos atencion a la
densidad y las condiciones del problema nos permiten escribir que:

Numero total de vehiculos = f p(x,t)dx = constante (1)

Con el objeto de pasar a una ecuacion de evolucion para la densidad, consideremos un tramo de la
carretera situado entre [ly, I,], el cambio temporal estara dado por:

5% p(x,t)dx =

@)

a flz vehiculos;,  vehiculos,,

I tiempo tiempo

El nimero de carros por unidad de tiempo que entran en I; menos el nimero de carros por unidad de
tiempo que salen de I,, es decir, el flujo de automdviles en el tramo 1;-1,. EI nimero de vehiculos por
unidad de tiempo que salen o entran de un tramo de carretera es el flujo, por lo tanto la ecuacidn (2)
la podemos reescribir como:

0 (b
- fl (e dx = p(ly, 8) — b(Uy, ) ®)
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Si suponemos que el flujo vehicular es una funcion lo suficientemente regular como para aplicar el
teorema fundamental de calculo, tendremos que:

a (b 2op(x,t
aj; p(x, t)dx = —f %)dx (4)

Ly

Esto es valido para cualquier tramo de carretera y para cualquier t > 0 por lo que se cumple:

ap(x,t) 0¢(x,t)
ot T ax 0

®)

Que es la bien conocida ecuacion de continuidad. Cabe notar que la ecuacion (5) es vélida cuando
hay conservacion de la cantidad que la satisface, en este caso la densidad. Se puede extender la
definicion anterior al caso cuando hay fuentes de entrada y salidas de vehiculos:

dp(x,t) dp(x,t)
ot + ox = Pin(x,t) — Poue(x, t) (6)

Donde ¢y, ¥ ¢ou: corresponden al nimero de vehiculos por unidad de tiempo que entran y salen al
carril en estudio en la posicion x al tiempo t, hay que considerar que estas cantidades deben de
tomarse como datos y no estan determinadas por la dinamica del sistema.

Para la ecuacion (1) de densidad dada podemos observar que la velocidad promedio interviene
explicitamente, dado que el flujo esta dado por

¢(x, 1) = p(x, OV (x, 1) ()

Las ecuaciones modeladas son ecuaciones en derivadas parciales y ademas contienen términos no
lineales; esto implica que debemos estudiar las caracteristicas de estas ecuaciones y los métodos
numéricos que permitan obtener una solucién adecuada.

Podemos clasificar a los modelos de acuerdo con el nimero de variables a considerar durante el
estudio, siendo los modelos de primer orden aquellos que solo consideran a la densidad como
variable relevante, y los que consideran a la densidad y la velocidad promedio se les denominan
modelos de segundo orden o modelos tipo Navier-Stokes. Asimismo, los modelos que consideran
un nimero mayor de variables les podemos llamar “modelos de orden superior”.

3.3. Modelos de primer orden

Los modelos que se presentan a continuacién son modelos de primer orden, es decir, incluyen una
ecuacion constitutiva que nos dice como varia la velocidad promedio con la densidad, esto con el
objetivo de cerrar la ecuacion de continuidad que acabamos de describir.
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3.3.1. Modelo de Lighthill-Whitham-Richards (LWR)

En el modelo Lighthill-Whitham-Richards (LWR) publicado en 1955, se incluye la ecuacion de
Greenshields como ecuacion constitutiva para el flujo vehicular:

¢(p) = pPVinax (1 . ) (8)

p max

Siendo 1,4, la maxima velocidad permitida en la carreteta y p,,4, 1a maxima densidad; los valores
tipicos para estas variables son: V., = 120 km/h y la densidad p,,., €n el intervalo de 140 - 160
vehiculos/km. La ecuacion de Greenshields representa de manera cualitativa las caracteristicas que
se han observado en el flujo vehicular como la de tomar el maximo valor a densidades bajas y el
minimo valor a densidades altas. También esta ecuacion nos dice que el flujo es funcion de (x, t)
solo a través de la densidad.

Al realizar la sustitucion de la ecuacion constitutiva (8) en la ecuacion de continuidad (5)
obtendremos la siguiente ecuacion:

dp
ot

2p )a_p_o

+ Vmax (1 - dx - (9)

pmax

!

Si hacemos un cambio lineal en la ecuacion (9) en la escala de densidad p = pax (Tp) y

tomamos variables adimensionales x' = pnaxX, t' = PmaxVimaxt, Obtendremos la ecuacion de
Burgers sin viscosidad:

dp dp
i - _ 10
S TP =0 (10)

Este modelo presenta ondas de chogue, es decir, un aumento muy apreciable de la densidad en un
intervalo muy corto de longitud. Esta caracteristica no es deseable en los modelos de transito, sobre
todo porque los datos experimentales no muestran esas propiedades. En los datos reales podemos
apreciar la formacion de cimulos y embotellamientos, pero no ocurren de manera espontanea. Esto
significa que el modelo que estamos trabajando no arroja resultados realistas y por lo tanto no es
una buena representacion de nuestro problema.

3.3.2. Modelo de Lighthill-Whitham con difusion (LWD)

Considera una modificacion para evitar la aparicion de la onda de choque en el modelo LWR. En
1974 Lighthill eligié una ecuacidn constitutiva diferente:

B(0) = plhnar (1 - ,f ) -D 3—5 (12)
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Donde D es una constante positiva llamada coeficiente de difusidén. La sustitucion directa de la
nueva ecuacion constitutiva (11) en la ecuacion de continuidad (5) nos lleva a:

dp
ot

2
2 )5_p AL (12)

e (1= 5 )52 = D55 = 0

pmax

Se puede observar que la estructura no lineal de la ecuacion de Burgers persiste, pero ahora hay un
término en segundas derivadas de la densidad, que asemeja a un término de difusion usual. Esta es
la ecuacién de Burgers usual, que también se puede escribir en términos de variables

!

adimensionales, tomando p = ppmax (Tp) X' = pmaxX t' = PmaxVmaxt Y, €l coeficiente de

difusion adimensional queda como D' = %D. Con lo cual la ecuacion queda en forma:

max

3.3.3. Modelo de Nelson

El modelo de Nelson toma como punto de partida el modelo LWD pero éste a su vez modifica el
coeficiente de difusion, con el objetivo de lograr la descripcion de «flujo sincronizado», el cual es la
transicion entre los dos sistemas de transito: el flujo libre y el flujo congestionado. La manera méas
simple de entender el concepto se tiene si consideramos una carretera con dos carriles, ambos en la
misma direccion de circulacion. Bajo ciertas condiciones de densidad alta, sucede que los vehiculos
van con velocidad constante, aunque diferente en cada carril. Esta situacion representa una
sincronizacion entre ambos carriles, que ademas no permite que los vehiculos cambien de carril.
Cuando solamente se tiene un carril de circulacién, necesitamos tomar un sistema de referencia que
se mueva con la velocidad promedio de los vehiculos y entonces veremos que hay un frente
inmavil, todo ello a densidad alta.

Nelson us6 un coeficiente de difusion dependiente de la densidad, en particular, la ecuacién
constitutiva gque es necesaria para cerrar la ecuacion depende de la densidad evaluada en posicion y
tiempo desplazados

Vix,t) =V(p(x + A= VT, t = T)) (14)

Donde T es un tiempo de reaccion en que los conductores tratan de ajustar su velocidad en
cualquier posicién al tiempo t, de manera que T es en realidad un tiempo de retraso en la respuesta.
Por otra parte, los conductores tratan de compensar dicho retraso ajustando la densidad a una cierta
distancia, adelante de su posicion x (distancia de anticipacién). Tanto T como A se consideran
cantidades pequefias y se desarrolla en serie, de manera que el coeficiente de difusion queda de la
forma:

D(p) = —=2pV'(p) — Tp*[V'(p)]? (15)
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La cantidad V'(p) es la derivada de la velocidad, dada por el diagrama V,(p) — p respecto de la
densidad y es negativa. Su principal problema es que éste coeficiente de difusion puede ser negativo
para valores de densidad menores que la méxima. El valor preciso depende del diagrama
fundamental que se utilice, cualitativamente esto significa que a partir de ciertas densidades el
conductor compensa mas de lo necesario.

3.3.4. Modelo de Jordan

En el modelo de Jordan se corrige una de las principales fallas de los modelos de primer orden
expuestos anteriormente: al tomar como punto de partida la ecuacion de continuidad (5) e introducir
una ecuacion constitutiva las sefiales se propagan con rapidez infinita, esto es, una perturbacion en
el flujo se siente al mismo tiempo en todas las posiciones de la carretera. En el &mbito del transito
vehicular significa que los conductores reaccionan instantdneamente ante los cambios que se
presentan a cualquier distancia delante de ellos.

Este aspecto se ha hecho notar en la literatura y se ha propuesto una correccién a la ecuacién
constitutiva (5) para el flujo que incluye un tiempo de reaccion para los conductores

09 p 0%p
7 _ — - D— 16
¢+ T ot Vmax (1 pmax) b dx?2 (16)

Quedando la ecuacidn para la densidad de la forma:

02p 0% 9
P D—p+—p+Vmax(1—

9P _ 17
T"atz 9x2  dt (17)

2p )ap _ 0
pmax ax

Esta ecuacion se conoce como “ecuacion hiperbolica de Burgers (HBE)”, en la cual T, es el tiempo
de reaccidn de los conductores.

La introduccién del tiempo de reaccion tiene como consecuencia el hecho de que ahora el
coeficiente de difusién es D > 0 y constante, la velocidad de las sefiales ya es finita y esta
determinada por el coeficiente de difusion y el tiempo de reaccion. Desde el punto de vista
matematico, la introduccion de este tiempo cambia de manera fundamental la estructura de la
ecuacion, ya que ahora en lugar de una ecuacion tipica de la difusion, es una ecuacion de onda.

3.4. Modelos de segundo orden

Los modelos de segundo orden consideran tanto a la densidad p(x,t) como a la velocidad v(x, t)
entre las variables relevantes en la descripcion. Nuevamente la ecuacién de continuidad (5) seguiréa
siendo valida, sin embargo, a diferencia con los modelos de primer orden, ahora necesitamos una
ecuacion diferencial adicional que nos permita describir la dindmica de ambas variables. Esto
significa que ademaés de la ecuacion de continuidad tendremos una ecuacion para la velocidad y ésta
debemos proponerla, o bien deducirla a partir de un modelo cinético. Los modelos de segundo
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orden han pasado por varias etapas, pero comparten la similitud con la ecuacion de Navier-Stokes
en la dindmica de fluidos en régimen compresible.

3.4.1. Modelo de Kerner-Konhauser

El modelo de Kerner-Konhduser (modelo K) considera la ecuacion de continuidad (5) para la
densidad y en lugar de la ecuacién constitutiva para el flujo ¢, propone una ecuacién dindmica para
él, de esta forma se tiene que:

dp 0

av (18)
w2 2 9V _
ot | ax (¢V+C°p ”ax)

[Ve(p) = V]

L)

donde n > 0 es constante y juega un papel semejante a la viscosidad volumétrica en flujo
compresible, a su vez T > 0 es un tiempo de relajamiento en el cual los conductores tratan de
ajustar su velocidad. La ecuacién (18) también se puede escribir en la forma:

v _10P 1 ’
ot ox  pox T e\p (19)

La cual tiene similitud con la ecuacién de Navier-Stokes en la dindmica de flujo compresible. En la
ecuacion (19) la cantidad P (x, t) se conoce con el nombre de “presién de trafico”, por su semejanza
con el tensor de presiones. Ademas el modelo K propone que la presion de trafico se escriba en la
forma:

aV(x,t)

™ (20)

:P(X,t) = P(x: t)GO -n

Donde 0, es la varianza, que en éste caso se propone como 0(x,t), = 0, = c2 = constante > 0.
Si reescribimos las ecuaciones (19) y (20), podemos ver que la ecuacion para la velocidad promedio
es:

ov oV ©,0p 1ned*V 1
- — =y 4 — 21
ot + ox p dx p 0x? + T Ve(p) = V] 1)

En la cual de igual manera se puede apreciar su similitud con la ecuacion de Navier-Stokes.

Debemos recordar que ademéas debemos tomar en cuenta la ecuacion (5) para la densidad, de
manera que las ecuaciones (19) y (21) estan acopladas y no son lineales. Evidentemente la solucidn
sera numérica. En la solucion se puede observar que la densidad y velocidad estan muy
relacionadas, ya que a una densidad alta corresponde una velocidad baja, mientras que, por el
contrario, a una densidad baja corresponde una velocidad alta
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Ademas al transcurrir el tiempo, el perfil de densidad adquiere un maximo pronunciado. Es
conocido que este modelo presenta algunas dificultades para ciertos valores de los parametros,
resultando densidades mayores que la maxima y velocidades negativas.

3.5. Modelos de orden superior

Los modelos de orden superior al segundo los llamamos modelos de orden superior, el modelo de
Helbing (H) que describiremos en esta seccion pertenece a dicho conjunto debido a que considera
tres variables relevantes en la descripcion. EI modelo H, se propuso para superar las dificultades
mencionadas antes para el modelo K. Entonces se tomo6 en cuenta a la varianza como variable
relevante y se propuso una ecuacion dinamica para determinar su comportamiento. Evidentemente,
dicha propuesta necesita de parametros adicionales y datos obtenidos a partir del comportamiento
empirico.

El modelo H contiene a las variables (p,V, ©) y, por lo tanto se tienen tres ecuaciones acopladas no
lineales para ellas. Ademés de una ecuacion para la varianza, el modelo H contiene en sus
pardmetros, al tamafio de los vehiculos, y un tiempo relacionado con el avance del conductor.

Las ecuaciones correspondientes a éste modelos son:

dp oV

9 _ 22
PR 0, (22)

v v 1P 1

E+Va——;a+;[Ve(P)—V]p (23)

6®+V09_ 2P oV 16(7+2[®( V) - 6] 24
ot dx  pox pox T elP, ' (24)

Se puede apreciar que estas ecuaciones tienen la estructura de la dindmica de fluidos, donde ademas
de las ecuaciones de la densidad y la velocidad se considera la temperatura. Es importante notar que
a pesar de la analogia, la presencia de términos analogos no significa que se tenga el mismo
significado. Al igual que antes P denota a la presion de trafico y J corresponde al equivalente del
flujo de calor y es una medida de la asimetria en la estructura de la funcion de distribucién de
velocidades.

Para el modelo H se tienen las expresiones siguientes:

_ po v (25)
P= 1—ps(V) %

26 (26)

J=-4=
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Donde:

__To
1 1—ps
A
=2

1—ps

Que corresponden a los coeficientes que intervienen en la presion de trafico y en J. Las cantidades
No, Ao SON constantes y s(V) =1 + VAT es una correccion que toma en cuenta el tamafio de los
vehiculos, | es su longitud y AT es un tiempo relacionado con el avance del conductor. Por otra
parte, para la varianza que corresponde al estado homogéneo y estacionario, 0,(p, V).

3.6. Aproximacion numérica

Se estudia la aproximacion numérica de los modelos de primer orden para trafico vehicular. Se
presenta la aproximacion numérica de la ecuacion de adveccion por medio de esquemas de
diferencias finitas y se analiza el error de truncamiento que se introduce al discretizar las
ecuaciones.

A continuacion se presenta como modificar estos esquemas para aproximar ecuaciones
conservativas y se aplican a un problema de trafico vehicular cuando se usan distintos modelos de
primer orden.

3.6.1. Solucién numérica de la ecuacion de adveccion

Considérese el siguiente problema lineal de adveccién con condiciones iniciales:

ou(x,t du(x,t
( )+c ( )=O,—00<x<00,t>0, (27)
ot 0x

u(x,0) = p(x),—0 <x < o0

Esta es la ecuacion hiperbdlica de primer orden méas sencilla que se puede tener; sin embargo, su
aproximacion numeérica presenta varias dificultades que a continuacién se analizan. Los métodos
gue se usaran son métodos de diferencias finitas que consisten en aproximar las derivadas parciales
de primer orden por medio de cocientes. El primer paso para aplicar estos métodos es acotar la
region donde se va aproximar la solucion. Supdngase que se selecciona un intervalo [a, b] € R,
después de analizar la ecuacion y de decidir que lo que pasa con la solucion en la region que se esta
despreciando no cambia mucho el comportamiento global de ésta. Al acotar la region se debe
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imponer una condicion de frontera acorde con el problema a resolver que pueden ser tipo Dirichlet
como u(a, t) = a o condiciones de frontera periddicas u(a, t) = u(b, t).

El segundo paso es discretizar las variables temporales y espaciales. Dado T > 0, sean N y M dos
ndmeros naturales y sean At :5 y h :(b;]—a). Asociados a estas cantidades definimos los
siguientes puntos: t; = jAt para j =0,1,..,M y xo =a, x; =a+tith coni=1,..,N. Si U es
solucion del problema anterior entonces para cada (xl-, tj), u satisface:

ou(x; t;) e ou(xyt;) _ 0 (28)
ot ox

La aproximacion numérica del problema anterior en una region acotada, consiste en determinar
Uij ~ u(xitj) parai=0,1,..,Nyj=1,..,M. Los esquemas de diferencias utilizan la serie de
Taylor para aproximar las derivadas parciales; la precision del esquema depende del nimero de
términos de la serie que se usen. Los mas sencillos son los explicitos que se obtienen al discretizar
la derivada parcial respecto al tiempo por el siguiente cociente:

ou(x, ;)  uxg tiv) —ulx,t) (29)
ot - At

La forma en la que se discretice el término espacial dara lugar a distintos métodos explicitos. EI mas
sencillo es el siguiente esquema:

ou(xi t)  ulx,t) —u(xi1,t;) (30)
O0x B h

Denotamos por U/ = (Uj, UI{,) en el caso de imponer condiciones de tipo Dirichlet en x, el
sistema a resolver para cada j = 1, ..., M es el siguiente con (l_f(’)i = @(x;):

li=1..nN (31)

Al discretizar las derivadas se introduce un error (error de truncamiento), que se puede estimar a
través de la Serie de Taylor. llustremos la forma en que se calcula aplicandolo al esquema anterior.
Sea u la solucion exacta del problema en una regién acotada y asumamos que sus derivadas
parciales de segundo orden son continuas entonces

au(xl-,tj) + (At)z azu(xi,tj) 4

ot 2 ot? (32)

u(xi, tj+1) = u(xi, t]) + At

au(xl-, t]) n h_zazu(xi, t]) L.

0x 2 0x2 (33)

u(xi_l, tj) = u(xi, tj) —h

34



Al substituir u 'y usar el hecho que es solucion de la ecuacion se obtiene:

u(xl-, tj+1) - u(xl-, t]) n Cu(xl-, tj) - u(xi_l, tj) _ gazu(xi, tj) %62u(xi, t]) i (34)
At h 2 o2 2 0Ox?

Entonces se define como error de truncamiento en el punto (x;, t;) y que se denotara por E;’ a todo

el lado derecho de la anterior expresion. Dado que las derivadas parciales de segundo orden de u
estdn acotadas, el valor absoluto del error de truncamiento del esquema numérico es
aproximadamente:

| EZ/| < ch+ DAt (35)

Definicion: Se dice que un método de diferencias finitas es de orden p si existen constantes C y D
mayores que cero que satisfacen que el error de truncamiento para cualquier punto (xi, t]-) de la
discretizacién

| Ef| < C(A6)" + Dh9 con p = min(r, q) (30)

Definicion: Se dice que un método de diferencias finitas es consistente si, para cualquier

discretizacion, el valor absoluto del error de truncamiento | E;’| tiende a cero cuando At y h tienden
a cero.

3.6.2. Método de diferencias finitas.

El método de diferencias finitas es un método numérico de caracter general que permite la
resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales definidas en dominios
finitos. Es de una gran sencillez conceptual y constituye un procedimiento muy adecuado para la
resolucién de una ecuacién bidimensional como la ecuacion (27). A continuacion se definen
diferentes esquemas de aplicacion del método de diferencias finitas:

Euler hacia adelante

; A\ A i i,j
v/ =u! —Soluk, vl Y| < c@o +Dh? 7
Lax-Friedrichs
. 1. . , cAt . ; Lj
j+1 J J J J b
up = E[Ui+1 - Ui—l] " 2h [Ui+1 - Ui—l]' | Ey | < C(a0+Dh* (38)
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Upwind

it i T[Ui U_Jec>0 L
Ui = U] =1 p , | Ef’| < c(at)? + Dh (39)
e ul,,-Ulle<o
Leap-Frog
ultt=ul - C—At [U ~ul],  |EY| < c(ae)? + Dh? (40)
i+1 1 T -
Lax-Wendroff
At . . . 2(At)? ; ; i 41
U/ = v] = Gk = UL ol 20+ 0], ) s cceor o D

3.7. Modelos Locales

En teoria de grafos, una red de flujo o una red de transporte es un grafo dirigido donde cada arista
tiene asociada una capacidad maxima que no puede ser excedida, y cada nodo tiene flujos de
entrada (positivos) y flujos de salida (negativos). En todo momento se debe satisfacer la restriccion
gue la cantidad de flujo que entra en un nodo debe ser la misma que sale de éste, las Unicas
excepciones son los nodos de origen, los cuales pueden tener més flujo de salida, y los nodos de
destino los cuales pueden tener més flujo de entrada.

En la literatura las redes de flujo se utilizan principalmente para modelar el flujo de transito en un
sistema de carreteras, redes de comunicacion, fluidos en tuberias, corrientes eléctricas en circuitos
eléctricos, entre otros.

Se puede describir mateméaticamente a una red de flujo de la siguiente manera:

Sea G = (V,E) un grafo dirigido en el cual cada arista (u, v) € E tiene una capacidad no-negativa
c(u,v) = 0; y seas el nodo de origen y t el nodo de destino.

El flujo en G es la funcion f:V x V — R, con las siguientes propiedades para todos los nodos u y v:
Restriccion de capacidad: f(u, v) < c(u,v)

Simetria: f(u,v) = —f(v,u)

Conservacion de flujo: X,ey—(s.¢3 f (W, w) = 0

Otro concepto importante es la capacidad residual, definida como la capacidad de flujo adicional
para una arista una vez que una determinada cantidad de flujo ya esté siendo transportada a través
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de esta: ¢ = c(u,v) — f(u,v). A partir de éste concepto se da la definicion de red residual,
denotada como Gf(V, Ef), que representa la cantidad de capacidad de flujo disponible en la red.

Un camino aumentado es un camino (uq,uy, -+, u;) en la red residual, donde u; =s, up, =ty
cr(uq,ui4q) > 0. Se dice que una red ha alcanzado su maxima capacidad de flujo una vez que ya
no sea posible obtener caminos aumentados en la red residual Gy.

Para construir la red residual G del grafo G se sigue el siguiente procedimiento:

Pseudocadigo.

Nodos de G;=V
Aristas de G;=E;, donde E; se define como:
PARA TODA arista (x,y) €EE
Si f(x,y) < c(x,y) entonces (x,y) € Ef,cs = c(x,y) — f(x,y)
Si f(x,y) > 0 entonces (y,x) € Eq ¢ =f(x,y)

3.7.1. Flujo maximo

El problema consiste en determinar la maxima capacidad de flujo que puede ser transportado a
través de la red a partir del nodo origen y salir por el nodo de destino sin violar ninguna restriccion
de capacidad. El procedimiento para conocer el flujo maximo de una red, consiste en seleccionar
repetidas veces cualquier trayectoria del nodo origen al nodo destino y asignar el flujo méaximo
posible en esa trayectoria.

En la literatura podemos encontrar algunos algoritmos que calculan el flujo méximo de una red,
como son los algoritmos de Ford-Fulkerson, Edmonds-Karp y Goldberg-Tarjan.

3.7.2. Algoritmo Ford-Fulkerson

Este algoritmo fue disefiado por L. R. Ford, Jr. y D. R. Fulkerson en el afio 1956 para calcular el
flujo méximo en una red de transporte, éste algoritmo tiene una complejidad O (VE cinqx)-

La idea principal del algoritmo consiste en mientras exista un camino del nodo de origen al nodo de
destino, con capacidad en todas las aristas de ese camino, mandar flujo a través de él. Después
volver a buscar otro camino con las mismas caracteristicas y volver a mandar la mayor cantidad de
flujo posible a través de él. Asi sucesivamente hasta que ya no exista algin otro camino posible. Un
camino gue cuenta con capacidad para transportar flujo se denomina camino aumentado.
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Pseudocddigo.
PARA TODA arista (uv): f(u,v)«< 0

MIENTRAS exista un camino p del nodo origen s al nodo destino t
en Gy, tal que cf(u,v) >0 PARA TODAS las aristas (u,v) €p
Encontrar ci(p) = min{ce(u,v): (u,v) € p}
PARA TODA arista (u,v) €p
f(u,v) « f(u,v) +cs(p) 1H.e., enviar Fflujo a través del
camino
f(v,u) « f(v,u) —cs(p) 1.e., el Flujo que podrad regresar
después

3.7.3. Algoritmo Edmonds-Karp

Este algoritmo es una implementacion del algoritmo Ford-Fulkerson para calculo del flujo maximo
en redes con complejidad O(VE?). El algoritmo fue publicado por primera vez por el cientifico
soviético Yefim Dinic en 1970, e independientemente por Jack Edmonds y Richard Karp en 1972.

El algoritmo es idéntico al algoritmo de Ford-Fulkerson, excepto porque se tiene un orden definido
para buscar los caminos aumentados. EI camino encontrado debe ser el camino mas corto con
capacidad disponible, esto se puede encontrar mediante una busqueda en anchura (Breadth-first
search, BFS).

Pseudocddigo.
PARA TODA arista (uv): f(u,v)«< 0

Hacer busqueda en anchura (BFS) para encontrar un camino p del
nodo origen s al nodo destino t en G¢, tal que c;(u,v) >0
PARA TODAS las aristas (u,v) €p
Encontrar cq(p) = min{cs(u,v): (u,v) € p}
PARA TODA arista (uv)€p
f(u,v) « f(u,v) +ce(p) 1.e., enviar Fflujo a través del
camino
f(v,u) « f(v,u) —cs(p) 1.e., el Flujo que podrad regresar
después

3.8. Optimizacion

En matematicas, ciencias de la computacién, ciencias administrativas, etc., la optimizacién
matematica (o0 programacion matemaética), es la eleccion del mejor elemento de un conjunto de
elementos disponibles con respecto a algun criterio.
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En el caso méas simple, un problema de optimizacion consiste en maximizar o minimizar una
funcion de variables reales eligiendo sistematicamente valores de entrada (tomados de un conjunto
permitido) y calculando el valor de la funcion. La generalizacion de las técnicas y métodos de
optimizacion forman parte de un area grande de las matematicas aplicadas. De forma general, la
optimizacion incluye el descubrimiento de los «mejores valores» de alguna funcién objetivo dado
un dominio definido, incluyendo una variedad de diferentes tipos de funciones objetivo y diferentes
tipos de dominios.

Antes de describir la teoria concerniente a los métodos de optimizacién es necesario conocer la
herramienta matematica que éstos usan, los conceptos fundamentales en los cuales sustentan su
funcionamiento, asi como los principales operadores de los que hacen uso.

3.8.1. Conceptos matematicos

En ésta seccion describimos brevemente algunas de las principales herramientas matematicas que
emplean los métodos de optimizacién matematica para la busqueda de los valores maximos y/o
minimos de las funciones objetivo.

3.8.1.1. Conjunto de nivel

Un conjunto de nivel es el conjunto de curvas que conectan los puntos en los que una funcion de
varias variables tiene un mismo valor constante. Esas curvas son Utiles para la representacion de
mas de dos dimensiones (o cantidades) en graficos bidimensionales.

Un conjunto de nivel se define mateméaticamente como un conjunto H y f:H — R es un campo
escalar sobre H. El conjunto de nivel Cj, para la funcion f es el subconjunto de puntos x en H para
los cuales f(x) =k, es decir, C, = {x € H|f(x) = k}. Dada su definicién es posible que un
conjunto de nivel pueda coincidir con el conjunto vacio.

Si H = R? los conjuntos de nivel son curvas y se les llama curvas de nivel, curvas de contorno o
isolineas. En la figura 1 se muestra un ejemplo de las isolineas de una funcién.
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Figura 1. Ejemplo de curvas de nivel para una funcion.
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Si H = R3 los conjuntos de nivel son superficies y se les llama isosuperficies o superficies de nivel.
En la figura 2 se muestra un ejemplo de las isosuperficies de una funcion.

X, Xa

Figura 2. Ejemplo de isosuperficies o superficies de nivel.

Para dimensiones mayores, no se cuenta con una representacion grafica de estos conjuntos y las
superficies obtenidas se conocen como hipersuperficies de nivel.

Si el conjunto H coincide con R™ y el campo escalar f es de clase C;, entonces, los vectores
gradiente del campo escalar son ortogonales a los conjuntos de nivel de la siguiente manera: Sea Cj,
un conjunto de nivel y ¢:I € R — C}, una curva diferenciable. Los vectores gradiente del campo f
sobre la curva, son ortogonales a los vectores velocidad de la curva. En efecto, para todo t en I se
cumple que:

fle@®) =k (42)

Derivando respecto de t se obtiene:
Vi(e@®) - c'®) =0 (43)
Como se observa en la figura 3, las curvas integrales asociadas al campo vectorial generado por el

gradiente de f son ortogonales a los conjuntos de nivel asociadas a dicha funcion. En fisica, estas
curvas integrales se las suele llamar lineas de campo o lineas de fuerza, segun el contexto.

Figura 3. Curvas integrales paralelas a las curvas de nivel de la funcién.
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Si la funcion f es diferenciable, el gradiente de f en un punto X, es cero, o perpendicular al
conjunto de nivel de f en ese punto.

Cuando las isolineas estdn muy cerca unas de otras, la longitud del gradiente es grande y la
variacion aumenta abruptamente. Si las isolineas adyacentes tienen el mismo grosor de linea, la
direccion del gradiente no puede determinarse y por ello se emplean diferentes grosores o se rotulan
0 etiquetan numéricamente, de este modo la direccion del gradiente puede ser facilmente apreciada.

3.8.1.2. Gradiente

En célculo vectorial, el gradiente Vf de un campo escalar f es un campo vectorial. El vector
gradiente de f evaluado en un punto genérico x del dominio de f, Vf(x), indica la direccion en la
cual el campo f varia mas rapidamente y su modulo representa el ritmo de variacion de f en la
direccion de dicho vector gradiente.

El gradiente se define como el campo vectorial cuyas funciones coordenadas son las derivadas
parciales del campo escalar, esto es:

af (x)
/6x1
0f () |

V- f(x) =Vf(x)=| ox, | (44)

\afix)

dxy,

De forma geométrica el gradiente es un vector normal (o perpendicular) a la curva de nivel en el
punto que se esté estudiando, llamese (x, y), (x,y, 2), (tiempo, temperatura), etcétera.

El gradiente tiene propiedades importantes que han sido aprovechadas en diferentes métodos de
optimizacion numeérica, entre los que destacan:

= Esortogonal a las superficies equiescalares definidas por ¢p = cte.

= Apuntaen la direccién en que la derivada direccional es maxima.

= Sunorma es igual a esta derivada direccional maxima.

= Se anula en los puntos estacionarios: maximos, minimos y puntos de silla.

3.8.1.3. Matriz hessiana

La matriz hessiana es la matriz cuadrada de las segundas derivadas parciales de una funcion f de n
variables. Esta matriz describe la curvatura local de la funcion f.
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Dada una funcion real f de n variables reales f (x4, x5, ..., x,), Si la todas las segundas derivadas de
f existen y son continuas sobre el dominio de la funcion, se define la matriz hessiana de f como
H¢(x), donde:

0%f (x)
He(x)j = M (45)
O bien, en forma matricial como:
[ *f 0% 0%f
dxf  0x;0x;  0x10xy
0% f i 0%f
H(f) =|ox,0x, 0x2 0x,0xy, (46)
vf o 0
[0x,0x; 0x,0x, ox2 |

Una de las principales aplicaciones de la matriz hessiana es dentro de los métodos tipo Newton para
optimizacion numérica de problemas a gran escala. Debido a que en la practica es
computacionalmente costoso calcular la matriz hessiana completa, muchos métodos cuasi-Newton
(como el algoritmo BFGS [49]), han desarrollado aproximaciones de ésta.

3.8.2. Métodos de optimizacion

En términos simples podemos decir que la optimizacion consiste en intentar maximizar las
caracteristicas deseadas de un sistema; mientras que, al mismo tiempo, se busca minimizar las no
deseadas. Dichas caracteristicas y la forma en que se buscard mejorarlas dependera de cada sistema.

De manera mas formal podemos describir la optimizacién como el proceso que consiste en
encontrar el valor que maximice o minimice una funcion f(x), conocida como funcion objetivo, a
partir de la eleccidn sistematica de valores de entrada tomados de un conjunto permitido (Dominio).
En la préactica, los sistemas mas complejos tienen propiedades que dependen de mas de una
variable, se dice entonces que su funcion objetivo, f(xq, x5, ..., Xp), tiene D pardmetros o variables
gue afectan a cada propiedad a optimizar.

En la literatura a las funciones objetivo cuyo valor se quiere minimizar se les denomina funciones
de costo; para el caso especial en el cual se busca que la funcion objetivo a minimizar llegue a cero
se le conoce como funcion de error. En contraste, cuando se busca maximizar la funcion objetivo a
ésta se le designa con el nombre de funcién de aptitud.

A pesar de no existir una Unica manera de clasificar las funciones objetivo, es posible diferenciarlas
por algunos de sus atributos a considerar para su optimizacién. Entre los principales atributos de las
funciones objetivo podemos enlistar los siguientes:
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e Cuantificacion de parametros. Este aspecto refiere al hecho de saber si las variables de la
funcion objetivo son continuas o discretas, o incluso si son elementos de un conjunto finito
definido. También refiere al hecho de conocer si son del mismo tipo o no.

e Dependencia de parametros. En éste ambito es necesario responder a la pregunta de si se
pueden optimizar de manera independiente cada una de las variables de la funcion objetivo
(funcion separable), o los valores de algunas de ellas dependen de los valores de otras
(funcion con variables dependientes).

e Dimensionalidad. Este atributo hace referencia a la cantidad de variables (D), por las cuales
estd definida la funcion objetivo. Otra interpretacion que cominmente se le da refiere a la
cantidad de dimensiones en las cuales esta definido el problema.

e Modalidad. Se dice que una funcién objetivo es unimodal si ésta tiene un Gnico minimo o
méaximo local; si por el contrario, la funcion objetivo tiene varios minimos o maximos
locales se dice que la funcién objetivo es multimodal. En ocasiones no es posible conocer a
priori este dato.

o Dependencia del tiempo. Esta caracteristica hace referencia al hecho de conocer si el
optimo local encontrado permanece estacionario o es dindmico, es decir, si dicho 6ptimo
cambia o permanece constante con el transcurso del tiempo.

e Restricciones. Por medio de ésta propiedad podemos decir si la funcién objetivo esta sujeta
0 no a condiciones de igualdad y/o de desigualdad.

e Diferenciabilidad. Este aspecto responde a las preguntas ¢Es diferenciable la funcién en
todos los puntos de interés? ¢Es s6lo una o dos veces diferenciable en los puntos de interés?
Como se verd méas adelante es deseable que esta propiedad se cumpla para poder aplicar
algun método matematico de optimizacion.

Una vez conocidas o estudiadas las caracteristicas del problema a optimizar, el siguiente paso es
elegir el método de optimizacion que mas se adecue a éste. En la tabla 2 se muestra una primera
clasificacion de los métodos de optimizacién con base en el nimero de puntos 0 vectores que usan
para explorar el espacio de posibles soluciones del problema. Un segundo criterio que se utilizé
para clasificar los métodos de optimizacion fue de acuerdo con si éstos hacen uso 0 no de métodos
matematicos que empleen el concepto de derivada para la busqueda de maximos 0 minimos.

Muchos de los algoritmos de optimizacion necesitan comenzar a partir de un punto factible. La
factibilidad del problema consiste en encontrar dicho punto valido dentro del dominio del problema,
sin prestar mayor importancia al valor obtenido al evaluarlo en la funcion objetivo. Este puede ser
considerado como el caso especial de la optimizacion donde el valor de la funcién objetivo es el
mismo para toda solucion y asi cualquier solucién es 6ptima.
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Punto Gnico Multipunto
= Descenso del gradiente, = Técnicas con inicio maltiple,
Blsqueda basadaenla | = Gradiente conjugado, = Técnicas de agrupamiento
derivada = Métodos del tipo Cuasi-
Newton
= Camino aleatorio (Random = Nelder-Mead,
Walk), = Algoritmos evolutivos,
Busqueda directa = Hooke-Jeeves = Algoritmos de evolucién
(sin uso de derivada) diferencial,
= Algoritmos genéticos,
» Heuristicas

Tabla 2. Una clasificacion de los métodos de optimizacion y algunos de sus métodos mas representativos.

Nota: En los métodos de optimizacion multipunto no se realizé una distincion entre los métodos que actdan sobre varios
puntos de forma paralela y los métodos que lo hacen de forma secuencial.

Una via para obtener tal punto es relajar las restricciones del problema usando una o varias
variables de holgura; con suficiente holgura cualquier punto de partida llega a ser factible. De ésta
forma, el siguiente paso consistird en minimizar esas variables de holgura al punto de ser nulas
(cero), 0 negativas.

Se denomina condiciones de primer orden o condiciones necesarias de optimalidad a la ecuacion
o al conjunto de ecuaciones indicando que las primeras derivadas son iguales a cero en un éptimo
local. Para los métodos de optimizacion con base en la derivada, los puntos candidatos a solucion de
los problemas de optimizacion son encontrados en los puntos donde la primera derivada o el
gradiente de la funcion objetivo es cero o esta indefinido.

Mientras la prueba de la primera derivada identifica a los puntos que son candidatos a optimizar la
funcion objetivo, no es posible distinguir si dicho punto es un minimo, un maximo, o ninguno de los
dos. Sélo si la funcion objetivo es dos veces diferenciable estos puntos pueden ser distinguidos
estudiando su segunda derivada o su matriz de segundas derivadas (matriz hessiana).

Las condiciones que distinguen a los maximos, 0 minimos, de otros puntos estacionarios son
Ilamadas condiciones de segundo orden o condiciones suficientes de optimalidad. Si un punto que
es candidato a solucion satisface las condiciones de primer y segundo orden es suficiente para
establecer, al menos, optimalidad local. Si la matrix hessiana es definida positiva en un punto
entonces el punto es un minimo local, si la matrix hessiana es definida negativa entonces el punto es
un maximo local, finalmente, si la matriz hessiana es indefinida entonces el punto es algin tipo de
punto de ensilladura.

3.8.2.1. Optimizacion por punto unico con base en la derivada

Este tipo de métodos de optimizacion matematica son clésicos en la literatura y fueron de los
primeros en desarrollarse.
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Usando una notacién convencional, la serie de Taylor para una funcidén objetivo arbitraria se
describe como:

2
FG) = ) + 0 () (o= x)" T () @)
1
FGO) = o) + T Gr) e — ) + 5 e = x0) H o) Cx = x0)T 4 - )

x = (X1,%X2, ..., Xp)

Donde x, es el punto de la funcion f(x) que se esta estudiando. Para que un punto sea el punto
minimo de la funcion es necesario que se cumpla que Vf(x*) = 0, i.e., todas las derivadas parciales
en x = x* deben de ser cero. Los términos de mayor grado en la expansion de la serie de Taylor en
los vecinos cercanos a x, no realizan una gran aportacién a ésta y pueden ser omitidos durante el
calculo.

Aplicando la regla de la cadena para la derivada en los primeros tres términos de la serie de Taylor
en la ecuacién (48) podemos reescribir el gradiente de un punto arbitrario x, como:

V(") = Vf(xo) + Hxp)(x" —x0) = 0 (49)

Y simplificando:

x* = =Vf(x) - H(x0) + xo (50)

Si la funcion objetivo, f(x), es cuadratica, entonces podemos aplicar la ecuacion (50) directamente
para obtener su minimo. La figura 4 muestra como haciendo uso de la ecuacién (50) se calcula el
minimo de una funcion cuadratica unimodal en el punto de inicio x.

A pesar de existir aplicaciones donde la funcién objetivo es una funcion cuadrética sencilla, la
mayoria de los problemas a optimizar carecen de ésta caracteristica. Como se mencioné con
anterioridad, los métodos de optimizacion con base en la derivada pueden ser efectivamente
aplicados si la funcién objetivo cumple con los siguientes requisitos:

e Lafuncidn objetivo debe ser dos veces diferenciable.
e La funcidn objetivo debe ser unimodal, i.e., debe tener un solo minimo.

La figura 5 muestra un ejemplo de una funcién diferenciable unimodal.
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Figura 4. Blsqueda por punto Unico con base en la derivada. Si la funcion es cuadratica y diferenciable, entonces el
aplicar la ecuacion (50) permite obtener el minimo de ella.
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Figura 5. Ejemplo de una funcién unimodal dos veces diferenciable definida por la ecuacién f(xq4,x3) = 10 —
-(x}+3x3)
e

El método del descenso del gradiente es una de las técnicas méas simples que, como su hombre lo
indica, utiliza el operador gradiente, pero a diferencia del método expuesto previamente, este
método asume que H~*(x,) puede ser remplazado por la matriz identidad I, definida como:
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1 0 0
L
0 0 - 1

Debido a la sustitucion de la matriz hessiana por la matriz identidad, el método ya no converge
directamente al minimo sino al punto x; = x; — Vf(x,). Como se puede intuir, el punto x; se
encontrara mas cerca del minimo de la funcién objetivo que el punto x,, esto a no ser que se haya
elegido un tamafio de paso muy grande.

La relacion x,, .1 = x,, — v - Vf(x,,) define la direccién del siguiente paso, donde y es el tamafio de
paso y proporciona una medida de control para evitar dar pasos demasiado grandes o demasiado
pequefios.

En éste tipo de métodos se tiene el problema de elegir un tamafio de paso adecuado ya que no existe
un tamafio 6ptimo, sino que, dicho tamafio depende de la funcion objetivo a optimizar. La figura 6
muestra un ejemplo de la secuencia de pasos que genera el método del descenso del gradiente para
encontrar un minimo a partir del punto x,.

Start

- contour lines
of f(x},%,)

v

X

Figura 6. Busqueda por punto Unico sustituyendo el uso de la matriz hessiana por la matriz identidad.

El hecho de sustituir la matriz hessiana por la matriz identidad introduce una serie de problemas que
requieren de técnicas mas elaboradas para disminuir los efectos negativos de dicha sustitucion.
Estas técnicas pueden ser de tipo cuasi-Newton en los que se aproxima la matriz hessiana por algun
esquema que requiera menos calculos matriciales; o bien, métodos de tipo gradiente conjugado en
los que se opta por usar optimizaciones lineales en direcciones conjugadas para evitar los calculos
de las segundas derivadas. Detalles adicionales de los métodos de optimizacion clasicos con base en
la derivada se pueden encontrar en [7, 53, 55, 60].
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3.8.2.2. Optimizacion local y global

Uno de los requisitos que solicitan los métodos clésicos de optimizacion con base en la derivada
para poder ser aplicados es que la funcion objetivo sea unimodal, es decir, que tenga un solo
minimo o maximo. Cuando la funcién objetivo es multimodal, ésta puede tener varios minimos,
méaximos y/o puntos de ensilladura. La figura 7 muestra un ejemplo de una funcién multimodal.

Eﬂjﬁiﬁi g

LA
N
""‘o:‘::ﬁ"{“"

Figura 7. Muestra los diferentes «picos» y puntos de ensilladura de la funcion definida por la ecuacion: f(xq,x2) =
2 2 2 2 1 2 2
3(1 _ xl)Zexl +(xz+D? _ 10 (% _ x13 _ xZS) ex1’+x” _ Ee(x1+1) +xy

Uno de los problemas que presentan las funciones multimodales a los métodos de optimizacion
reside en el hecho de elegir un punto inicial adecuado. Este problema es debido a la tendencia que
tienen algunos métodos de optimizacién a ser atraidos, durante la busqueda del minimo o maximo
global, hacia puntos minimos o maximos locales cercanos al punto desde el cual se empezé la
busqueda.

Diversas técnicas de inicio multiple han sido desarrolladas en respuesta al problema del punto
inicial y, como su nombre lo indica, éstas técnicas realizan o reinician el proceso de optimizacion a
partir de distintos puntos. La estrategia mas empleada en éste tipo de métodos consiste en realizar
una basqueda local por punto Unico con base en la derivada con cada uno de los puntos de inicio
definidos para posteriormente elegir el que optimizé més la funcion objetivo. Sin embargo, si no se
tiene el conocimiento suficiente sobre la funcion objetivo es dificil saber con cuantos puntos de
inicio diferentes seria suficiente realizar la busqueda para encontrar el minimo o maximo globales.

3.8.2.3. Optimizacion Multiobjetivo

El problema de la optimizacién multiobjetivo, también conocido como problema de optimizacion
vectorial, se define como el problema de encontrar un vector de variables de decision que satisface
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ciertas restricciones y optimice simultdneamente un vector de funciones cuyos elementos
representan las funciones objetivo, i.e., encontrar una solucién cuyos valores sean aceptables para
las funciones objetivo. Las funciones objetivo se designan como f; (x), f>(x), ..., fr (x), donde k es
el numero de funciones objetivo a resolver. Por lo tanto el vector de funciones f(x) a ser
optimizadas se define como:

()
fx) = |12

fe(0)

O maés convenientemente como:

fG) = 1A, (0, e, fi COIT

Las variables de decisién son cantidades numéricas cuyos valores se deben de elegir en el problema
a optimizar. Generalmente esas cantidades se representan en un vector x de n variables de decision.

X1
X2
x = :
xn

De igual modo se pueden escribir de la forma:

X = [lexZI ""xn]T

xl.(L) <x; < xl.(u)

x € R"

Este conjunto de restricciones son llamadas variables de limite, restringiendo a cada variable de
decision x; a Unicamente poder tomar valores entre los limites inferior xj(L) y superior x].(U). Esos
limites constituyen el espacio de decision D de las variables.

Ademas, en éste tipo de problemas existen restricciones impuestas por las caracteristicas
particulares del entorno o de los recursos disponibles, se deben de satisfacer todas esas condiciones
para poder considerar aceptable una solucion. Todas esas restricciones se pueden expresar
matematicamente en forma de desigualdades:
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E igualdades:

El nimero de condiciones de igualdad p debe ser menor que el nimero de variables de decision n,
por lo tanto, el nimero de grados de libertad esta4 dado por n — p.

3.8.2.4. Busqueda Local

En muchas disciplinas existen problemas con multiples objetivos, y su solucién ha constituido un
reto para los investigadores. La complejidad de esos problemas por sus grandes espacios de
basqueda, incertidumbre, ruido, entre otros factores, no permite que se utilicen técnicas
tradicionales de solucion como investigacion de operaciones o algebra lineal

Ademas en los problemas con multiples funciones objetivo no existe una solucion Unica, existe un
namero de soluciones y todas son 6ptimas. Dado que no se puede determinar una solucién 6ptima
Unica para maltiples objetivos en conflicto, el problema de la optimizacion multiobjetivo recae en
encontrar un nimero de soluciones 6ptimas locales que compensen cada una de éstas funciones.

Sin informacién adicional no se puede decidir si una solucion del conjunto de soluciones 6ptimas
locales es mejor que la otra. Por lo tanto, en la optimizacion multiobjetivo idealmente el esfuerzo
debe de radicar en encontrar el conjunto de soluciones Optimas locales considerando todos los
objetivos como importantes, después de que ése conjunto de soluciones Optimas locales se ha
encontrado, un usuario con informacion adicional puede usar consideraciones cualitativas para
tomar una decision.

El proceso descrito anteriormente se ilustra en el diagrama de la figura 8. Los métodos de busqueda
clasicos usan aproximaciones punto-a-punto donde en cada iteracién una solucién se modifica a una
diferente, preferentemente mejor, por lo tanto la ejecucion de una sola simulacién produce una sola
solucion optima.
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Problema de optimizacién multiobjetivo
Min/Max f
Min/Max f,

Min/Max fg
Sujeto a restricciones

v

Optimizacion multiobjetivo

4

Multiples soluciones 6ptimas
encontradas

v

Informacion de contexto

v

Elegir una solucién

Figura 8. Diagrama general del proceso de optimizacion multiobjetivo.

Una de las principales diferencias entre los métodos de busqueda clasicos y los algoritmos de
optimizacion multiobjetivo es que éstos ultimos usan un conjunto de soluciones en cada iteracion,
en lugar de usar una sola posible solucion. Si un problema de optimizacion multiobjetivo tiene un
solo Optimo, se espera que todos los elementos del conjunto de soluciones converjan a ése 6ptimo,
de lo contrario, el conjunto de resultados contendra multiples soluciones 6ptimas locales, todas ellas
obtenidas en una sola iteracion.

Los algoritmos de optimizacion multiobjetivo requieren de una mayor capacidad de procesamiento,
dado que, requieren una mayor cantidad de evaluaciones de las funciones objetivo. La necesidad de
mayor velocidad de procesamiento es especialmente importante cuando se optimizan modelos
basados en simulaciones. Lograr obtener una solucién aceptable puede requerir de decenas de miles
de evaluaciones de las funciones objetivo; por lo tanto, un enfoque paralelo eficiente es crucial para
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esos problemas, dado que, un procesamiento serial podria tomar cientos de horas para optimizar
modelos basados en simulaciones. La figura 9 propone un diagrama con los pasos béasicos para la
busqueda en paralelo de soluciones a problemas optimizacion multiobjetivo.

( Problema de optimizacion
multiobjetivo
Min/Max f1
Min/Max [

Min/Max [
Sujeto a restricciones

4

Optimizador multiobjetivo

: Solucion 6ptima local : ' Solucién 6ptima local :::::::I:::Solucién 6ptima local :
K . 000 .
» - -- -- -- -- --
\ Informacién de contexto
Elegir una solucion
Q 4
\ J

Figura 9. Diagrama del proceso de optimizacion multiobjetivo con un enfoque paralelo.

3.9. Computo en paralelo

Es una alternativa tecnolégica que consiste en el uso de plataformas de multiples procesadores o de
procesadores de varios nucleos (multinicleo). Esta forma de cdmputo opera sobre el principio de
gue los problemas grandes, a menudo, se pueden dividir en problemas mas pequefios o
subproblemas para luego ser resueltos simultaneamente. En la figura 10 se observa un esquema
general de los procesamientos en serie y en paralelo.
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La computacion distribuida se encuentra dentro de esta definicion, ya que es un modelo que permite
resolver problemas grandes utilizando un gran nimero de computadoras organizadas en clUsteres
que se encuentran separadas fisicamente, pero comunicadas entre si mediante una red de
comunicaciones. Cada maquina posee sus componentes de hardware y software que el programador
percibe como un solo sistema. El programador accede a los componentes de software remotos de la
misma manera en que accederia a componentes locales, de esta forma cada equipo puede realizar
célculos independientes sobre diferentes datos o incluso sobre los mismos obteniendo de cada uno
de ellos un resultado para finalmente concentrarlos en un solo lugar.

PROCESAMIENTO EN SERIE PROCESAMIENTO EN PARALELO

I
Tareal

Resultado

Programa

Tarea2

Resultado Resultado

Figura 10. Esquema comparativo entre el cémputo en serie y el computo en paralelo.

Para paralelizar una aplicacion es necesario contar con las herramientas necesarias para generar
programas que realicen computo en paralelo. Dependiendo de la herramienta con que se trabaje sera
la forma en que se paralelizara la solucion del problema para ser resuelto en varios procesadores. En
éste aspecto se ha optado por hacer uso de la herramienta MPI.

3.9.1. MPI

La Interfaz de Paso de Mensajes 0 MPI por sus siglas en inglés (Message Passing Interface). Es una
interfaz para la realizacién de aplicaciones para cémputo en paralelo con base en el paso de
mensajes y es el estandar para la comunicacién entre los nodos gque ejecutan un programa en un
sistema de memoria distribuida.

El modelo de programacion subyacente tras MPI es «Multiples Instrucciones, Multiples Datos» (del
inglés Multiple Instruction, Multiple Data, MIMD); siendo un caso especial aquel en el que todos
los procesos ejecutan el mismo programa, aunque no necesariamente la misma instruccion al mismo
tiempo.

El paso de mensajes es una técnica empleada en programacién paralela para aportar sincronizacion
entre procesos y permitir la exclusion mutua. Los elementos principales que intervienen en el paso
de mensajes son el proceso que envia, el proceso que recibe y el mensaje. Dependiendo de si el
proceso que envia el mensaje espera a que el mensaje sea recibido, se puede hablar de paso de
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mensajes sincrono o asincrono. En el paso de mensajes asincrono, el proceso que envia, no espera a
gue el mensaje sea recibido, y continla su ejecucion, siendo posible que vuelva a generar un nuevo
mensaje y a enviarlo antes de que se haya recibido el anterior; mientras que en el paso de mensajes
sincrono, el proceso que envia el mensaje espera a que un proceso lo reciba para continuar su
ejecucion.

Las implementaciones en MPI consisten en un conjunto de bibliotecas de rutinas que pueden ser
utilizadas en programas escritos en los lenguajes de programacion C, C++ y Fortran. La ventaja de
MPI sobre otras bibliotecas de paso de mensajes, es que los programas que utilizan la biblioteca son
portables (dado que MPI ha sido implementado para casi toda arquitectura de memoria distribuida),
y répidos, (porque cada implementacion de la biblioteca ha sido optimizada para el hardware en la
cual se ejecuta).

3.9.2. ROOT

ROOT [10] es un framework para el desarrollo de aplicaciones de analisis de datos cientificos a
gran escala desarrollado por el CERN (sigla del francés Conseil Européen pour la Recherche
Nucléaire y cuyo nombre oficial en espafiol es Organizacion Europea para la Investigacién
Nuclear).

ROQT estd implementado en el lenguaje C++ por lo cual es orientado a objetos y ha estado en
constante desarrollo desde el afio 1994. Proporciona una plataforma de acceso independiente al
subsistema de graficos y al sistema operativo de una computadora, proveyendo un constructor de
interfaz grafica de usuario, contenedores de clases, reflexion®, un intérprete de scripts y linea de
comandos para C ++ (CINT), serializacion de objetos y persistencia.

Entre las herramientas provistas por ROOT encontramos aquellas para la generacion, visualizacion
y analisis de histogramas (ver figura 11), funciones y distribuciones; ajuste de curvas y
minimizacion de funciones, algebra lineal y matricial, analisis multivariable, redes neuronales,
generadores de eventos Monte Carlo, acceso a bases de datos, herramientas para desarrollo en
computo paralelo, visualizaciones geométricas en 3D, manipulacién y generacion de imagenes en
formatos como PDF, PostScript, PNG, JPEG, SVG, LaTeX, entre otros.

En éste trabajo se utilizaron principalmente las herramientas de ajuste de curvas (fitting) y de
generacion, visualizacidn y analisis de histogramas, funciones y distribuciones.

! La reflexién computacional refiere a la capacidad que tiene un programa para observar y opcionalmente
modificar su estructura en tiempo de ejecucion.
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Figura 11. Captura de pantalla de un histograma desarrollado haciendo uso del framework ROOT.

3.10. Ajuste de curvas

El ajuste de curvas o fitting, es un proceso matematico que consiste en construir una funcion
matematica con parametros definidos que se ajuste de la mejor manera posible a una serie de datos
que posiblemente se encuentren sujetos a variables estadisticas. Este proceso puede involucrar el
proceso de interpolacion para obtener un ajuste exacto de la funcion a los datos, o bien, el proceso
de suavizado para un ajuste aproximado de la funcién construida a los datos.

Las curvas obtenidas del ajuste se pueden usar como complemento visual de informacion, para
inferir posibles valores de una funcién en regiones donde no hay datos disponibles, o bien, para
resumir las relaciones entre dos 0 mas variables.

El proceso de suavizar un conjunto de datos consiste en crear una funcion de aproximacion que trate
de obtener los patrones méas importantes de la informacion, mientras que, al mismo tiempo, se
descarta ruido y otros fendmenos. Sin embargo, el proceso de suavizado se puede distinguir del
concepto de ajuste de curvas en los siguientes puntos:

e El ajuste de curvas a menudo implica el uso explicito de una funcién de forma para el
resultado, mientras que los resultados inmediatos del proceso de suavizado son las variables
“suavizadas” sin necesidad de usar una funcion de forma, si es que existe una.

e EI objetivo principal del suavizado es dar una idea general de los cambios de valor
prestando poca atencion en lograr una estrecha correspondencia entre los valores de la
funcion con los datos; mientras que el ajuste de curvas se enfoca en lograr una
correspondencia lo méas cercana posible entre estos.

e Los métodos de suavizado generalmente tienen asociados un parametro de ajuste que

permite controlar el grado de suavizado. El ajuste de curvas permite ajustar cualquier
namero de parametros de la funcion necesarios para lograr el mejor ajuste.
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El suavizado tiene dos importantes aplicaciones en el campo del analisis de datos, la primera es que
permite obtener méas informacion de los datos bajo la consideracién que el suavizado es
razonablemente bueno y, la segunda, es permitir analisis flexibles y robustos. Tradicionalmente el
suavizado de datos es realizado usando el estimador de densidad méas simple: el histograma.

3.10.1. Histograma

Un histograma es una representacion grafica que permite observar y evaluar, de manera
aproximada, la distribucion de probabilidad que tiene asociada una serie de datos pertenecientes a la
medicion repetida de la variable de un fenémeno. Esta representacion fue propuesta en 1895 por el
cientifico inglés Karl Pearson.

Consiste en la representacion gréafica de una variable en forma de frecuencias tabuladas que se
muestran como barras sobre intervalos discretos llamados bins. El area de cada barra es
proporcional a la frecuencia de las observaciones en dicho intervalo, ya sea en forma diferencial o
acumulada; mientras que, la altura de las barras es igual a la densidad de la frecuencia del intervalo,
es decir, la frecuencia de observaciones por intervalo divida entre la anchura de éste.

El area total de un histograma debe ser igual a la cantidad de datos que éste contiene, pudiéndose
también normalizar para mostrar frecuencias relativas y, de ésta forma, tener un area igual a 1 y
mostrar el porcentaje de ocurrencias en cada categoria. Las categorias son definidas como intervalos
consecutivos de una variable que no se traslapan, los cuales deben de ser adyacentes, y
generalmente se busca que sean de la misma anchura. Las barras del histograma se dibujan juntas
para indicar que se trata de una variable cuantitativa continua, (ver figura 12); o bien, de forma
separada para indicar que se trata de una variable cuantitativa discreta (ver figura 13), en cuyo caso
es comun llamarlo diagrama de frecuencias.

Los histogramas sirven para obtener una vista general de la distribucién de la poblacion, o la
muestra, respecto a una caracteristica, cuantitativa y continua. De esta manera, ofrecen una vision
en grupo permitiendo observar comportamientos, grado de homogeneidad, o tendencia por parte de
la muestra o poblacion por ubicarse hacia una determinada region de valores dentro del espectro de
valores posibles que pueda adquirir la caracteristica; o, en contraposicién, poder observar el grado
de variabilidad, y por ende, la dispersion de todos los valores que toman las partes. También es
posible no evidenciar ninguna tendencia y obtener que cada miembro de la poblacién adquiere un
valor de la caracteristica aleatoriamente sin mostrar ninguna preferencia o tendencia, entre otras
COsas.
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Figura 12. Ejemplo de un histograma para una funcion de densidad de probabilidad.
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Figura 13. Ejemplo de un diagrama de frecuencias.
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3.10.1.1.Definicion matematica

Matematicamente, un histograma es una funcién m; que contabiliza el nimero de observaciones
correspondientes a cada categoria o bin. Sea, entonces, n el nimero total de observaciones y k el
namero total de categorias, el histograma m; satisface la siguiente condicién:

n= Zk:mi (51)
i=1

Los diferentes tamafios que pueden tener los bins revelan diferentes caracteristicas de la
informacion. Las primeras guias sistematicas para agrupamiento de datos fueron dadas en 1926 por
Herber Sturges y, de manera general, mencionan que usar bins mas amplios, cuya densidad es baja,
reduce el ruido debido a la aleatoriedad del muestreo; mientras que usar bins mas angostos, cuya
densidad es més alta, da una mejor precision para la estimacién de densidad. Por lo tanto, variar la
anchura de los bins de un histograma puede ser benéfico para realizar un mejor analisis, sin
embargo, los histogramas con bins de igual tamafio son los méas ampliamente utilizados.

A pesar existir diferentes técnicas para determinar el nimero 6ptimo de bins o categorias que debe
tener un histograma, muchos de los métodos existentes hacen fuertes suposiciones sobre el tipo de
distribucién. Dependiendo de la distribucion actual de los datos y los objetivos del andlisis,
diferentes tamafios de anchura de los bins podrian ser apropiados, por eso, la experimentacion es
usualmente necesaria para determinar un ancho apropiado.

El niamero de bins k de un histograma puede ser asignado directamente o calculado a partir de una
anchura de bin h sugerida de la siguiente manera:

maxx — min x

b= [ 2

O bien, empleando la raiz cuadrada del nimero de observaciones:
k=+n (53)
Uno de los métodos mas utilizados es la formula de Sturges, la cual se obtiene a partir de una

distribucién binomial e implicitamente asume una aproximacion a la distribucién normal, se define
como:

k = [log, n + 1] (54)

La formula de Rice es una alternativa simple a la férmula de Stugers, y es descrita de la siguiente
manera:

k =[23n] (55)
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3.10.2. Ajuste de datos a una distribucién de probabilidad

El ajuste de datos a una distribucion de probabilidad o simplemente llamado ajuste de distribucion,
es el ajuste de una distribucién de probabilidad a un conjunto de datos generados por la medicion
repetida de la variable de un fenémeno. El objetivo del ajuste de distribucion de probabilidad es
describir y pronosticar la frecuencia de ocurrencia de la magnitud de un fendmeno dentro de en un
intervalo de valores.

El ajuste de datos a una distribucion consiste de 4 etapas, la primera de ellas es la eleccién de un
modelo o funcién de una familia de distribuciones.

El anélisis exploratorio de los datos puede ser un primer paso, obtener estadisticas y valores
descriptivos como la media, la desviacion estandar, la asimetria u oblicuidad, o la curtosis, entre
otras, y hacer uso de técnicas graficas como histogramas que puedan sugerir el tipo de funcién de
distribucién de probabilidad a usar para ajustar al modelo.

Los histogramas pueden ofrecer una perspectiva sobre la asimetria, el comportamiento en las
orillas, la presencia de comportamiento multimodal, y valores atipicos de datos. Sin embargo, los
métodos graficos llegan a ser subjetivos, por lo tanto es recomendado usar métodos con base en
expresiones analiticas como el criterio K de Pearson.

Resolviendo una ecuacion diferencial particular podemos obtener una familia de funciones que
permitan representar casi todas las distribuciones empiricas. Esas curvas dependen Unicamente de la
media, la varianza, la oblicuidad y la curtosis. Con los datos estandarizados, el tipo de curva
dependera solamente de la medida de oblicuidad y la curtosis como se muestra en la formula:

K = yi(y2 +6)°
T 44y, — 3y% + 12)(2y, — 3y2
(4y, y: + )(2y2 Vl)

(56)

mo(x—p)3 . . - .
Donde y; = % es el coeficiente de oblicuidad de Pearson. De la misma manera: y, =
L (xi—w)* .. .
M — 3 es el coeficiente de curtosis de Pearson.

no

De acuerdo con el valor de K, obtenido a partir de aplicar la formula a los datos disponibles, se
tendra una funcién en particular.

El siguiente paso para ajustar los datos a una distribucion consiste en estimar los parametros de la
funcion propuesta. En la literatura existen diferentes métodos como los métodos analogos o el
método de los L-momentos, sin embargo uno de los mas ampliamente utilizados es el método de
maxima verosimilitud o MLE por sus siglas en inglés (Maximum likelihood estimation).

En el método MLE se tiene una variable aleatoria con una funcién de distribucion de probabilidad
conocida f(x, 8) que describe una caracteristica cuantitativa de la poblacién. Se debe de estimar el
vector de constantes y de pardmetros 6 desconocidos de acuerdo con la informacién de muestra
X1,X2, . Xp.
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Este método comienza con la funcién matematica de estimacion de méaxima verosimilitud, esto es,
la verosimilitud de un conjunto de datos es la probabilidad de obtener ese conjunto particular de
datos dado el modelo de probabilidad elegido. Esta expresion contiene los parametros
desconocidos, los valores de los parametros que maximicen la verosimilitud de la muestra son
conocidos como estimadores de maxima verosimilitud (MLE), la funcion de verosimilitud se define
como:

LG, 2 e 20,0) = | [ FC000) (57)
i=1

De esta manera, el método MLE consiste en encontrar 8 que maximice L(xq, x5, ... X,,0), 0 suU
funcion logaritmica:

n
InL (xy, Xy, o %y, 0) = Z In f(x;, 6) (58)
i=1

Por ejemplo, para el caso de la funcion de distribucion gamma, su funcion de verosimilitud seria de
la forma:

n n
Aa
L= (xq1,%g, .. Xp,,A) = l_[f(xl-,a,ﬂ) = 1_[ xfle=Axi (59)
. L 1T(a)
=1 =1
O bien su forma logaritmica:
n n
lnL=naln/1—nlnF(a)+(a—1)Zlnxi—/12xi (60)
i=1 i=1

El tercer paso en durante el proceso de ajuste de datos a una distribucién de probabilidad consiste
en evaluar la calidad del ajuste. La evaluacion de la calidad del ajuste es Gtil para emparejar
frecuencias tedricas con frecuencias ajustadas por un modelo teérico. Hay medidas absolutas y
relativas, entre las medidas absolutas se encuentran:

n

&=

(v - v0)

n

(62)

Y en las medidas relativas se pueden usar:
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5 =

n
i=1 Vi

Yicaly: —yil

Y- yi*)z/n

5=

Yitq Yi/n

> (- 7))

n 2
i=1 Vi

(63)

(64)

(65)

Donde, y; son las frecuencias tedricas y y; son las frecuencias ajustadas por el modelo.
Generalmente los indices & y § son expresados en manera de porcentajes.

El altimo paso para realizar el ajuste de datos a una distribucién de probabilidad consiste en realizar
pruebas de la bondad de ajuste. El emplear pruebas para medir la bondad de ajuste nos permite decir
si es razonable o no asumir que una muestra aleatoria viene o no de una distribucion especifica.

Las medidas de bondad de ajuste generalmente resumen la discrepancia entre los valores
observados y los valores esperados del modelo en cuestion. Estas medidas pueden ser usadas en las
pruebas de hipotesis estadisticas, para probar cuando dos muestras son obtenidas a partir de una
distribucién idéntica (prueba de Kolmogérov-Smirnov), o cuando las frecuencias obtenidas siguen
una distribucion determinada (prueba y? de Pearson).

Funcion de densidad de probabilidad
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Figura 14. Ejemplo de una distribucion de probabilidad ajustada a los datos de un histograma.
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3.10.3. Prueba chi cuadrada de Pearson.

La prueba de chi cuadrada de Pearson es la prueba de bondad de ajuste méas vieja existente, fue
desarrollada en 1900 por Karl Pearson, y fue pensada como una prueba de comparacion formal de
un histograma con una distribucion de probabilidad. Su principal ventaja es que puede ser aplicada
a cualquier distribucién a la que se le pueda calcular su funcién de distribucién acumulada y cuyos
datos se encuentren separados en bins o clases.

Por otro lado, el valor obtenido al aplicar la prueba dependera de la forma en que se hayan agrupado
los datos. Otra de las desventajas de ésta prueba es que requiere de datos suficientes para que la
aproximacion sea valida.

La formula que da el valor estadistico se escribe como:

& (0; — E;)?
p=y G B (66)

i=1

Donde x? es el estadistico acumulativo de la prueba de Pearson, O; la frecuencia observada, E; la
frecuencia teorica esperada, y n el nimero de clases o bins del histograma.

Para conocer que tan adecuado es el ajuste de datos realizado es necesario comparar el x? obtenido
de la prueba de Pearson con el valor critico de la distribucion x2. Entre mas cercano a 1 sea esta
relacion, se dice que mejor es el ajuste.

3.10.4. Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La prueba de Kolmogdrov-Smirnov (Prueba K-S), es una prueba no paramétrica que puede ser
usada para comparar una muestra de datos con una distribucién de probabilidad de referencia (one-
sample K-S test) o para comparar dos muestras de datos entre si (two-sample K-S test).

La prueba de Kolmogdrov-Smirnov es mas sensible a los valores cercanos a la mediana que a los
extremos de la distribucion.

La formula que da el valor estadistico se define de la forma:

F"(x)zrlli{l siy; <x 67)

0 encaso contrario

=1

La prueba de Kolmogdrov-Smirnov destaca sobre la prueba de chi cuadrada de Pearson al no
requerir una muestra grande de datos, cuando ambas pruebas tienen una muestra lo suficientemente
grande son igual de buenas. La mayor de sus limitaciones recae en el hecho de la necesidad de
especificar por completo todos los pardmetros de la distribuciéon como son, su origen, altura y
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demas parametros de forma propios, ya que dichos pardmetros no pueden ser estimados a partir de
la muestra de datos.

3.10.5. Prueba de Anderson-Darling

La prueba de Anderson-Darling es una prueba estadistica que permite determinar si una muestra de
datos se extrae de una distribucién de probabilidad especifica.

En su forma basica, ésta prueba asume que no existen parametros a estimar en la distribucién que se
esta probando, en cuyo caso la prueba y su conjunto de valores criticos siguen una distribucion
libre. Sin embargo, la prueba se utiliza con mayor frecuencia en contextos en los que se esta
probando una familia de distribuciones, en cuyo caso deben ser estimados los parametros de esa
familia y debe tenerse estos en cuenta a la hora de ajustar la prueba estadistica y sus valores criticos.

Cuando se aplica este método para probar si una distribucién normal describe adecuadamente un
conjunto de datos, es una de las herramientas estadisticas mas potentes para la deteccion de la
mayoria de las desviaciones de la normalidad.

Esta prueba hace uso del hecho que dada una distribucion hipotética subyacente y asumiendo que
los datos son obtenidos a partir de ésta distribucion, los datos pueden ser transformados en una
distribucién uniforme. A la muestra de datos transformados se le evalla su uniformidad con la
prueba de distancia de Shapiro. La formula de la prueba estadistica de Anderson-Darling evalla si
los datos {Y; < --- < Y,,} vienen de una distribucién con funcién acumulativa F.

Esta prueba se realiza mediante la aplicacion de la formula

A2=-n-S§ (68)

donde:

22— 1
S = Z —=[InF(¥) +In(1 = F (1)) (69)

La prueba estadistica puede entonces ser comparada con los valores criticos de la distribucidn
tedrica. Cabe notar que en ésta prueba, no se estima ningin parametro de la funcién de distribucion
F.
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Capitulo 1V. Metodologia

Se describen los aspectos de la metodologia tales como la definicion del problema y la construccion
del grafo a partir de una red vehicular existente, la busqueda de una configuracion inicial factible, el
proceso de optimizacion multiobjetivo y el analisis de los resultados obtenidos.

Lo primero que se lista es la figura 15, en la que se muestran los pasos a seguir en la metodologia;
en cada uno de ellos se intenta involucrar tareas necesarias para generar la informacion necesaria
para el siguiente paso.

Construir grafo a
partir de una red
vehicular

\ 4

Definir funciones
objetivo

v

Buscar una
configuracion inicial
factible

v

Optimizar funciones
objetivo

v

Analizar resultados
obtenidos

I Al A A

g < 4 < 4 < 4

Figura 15. Metodologia propuesta.
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4.1.  Construccion del grafo

Se considera el uso de un modelo matematico para dindmica de fluidos con base en leyes de
conservacion y se aplicé al estudio del flujo de automoviles en una red vehicular. En este ambito,
las redes vehiculares son estudiadas como grafos dirigidos G = (V,E), compuestos por aristas
(u,v) € E que representan las vialidades de interés a estudiar y que tienen asociadas una capacidad
de flujo C(u, v) > 0; y de nodos representando las intersecciones entre aristas. SeaN c Vyn € N,
tal que n es un nodo principal por el cual entra o sale flujo de la red vehicular.

La metodologia esta enfocada en redes vehiculares compuestas por un namero finito de vialidades
gue tienen asociadas capacidades maximas de flujo vehicular C™%*; a la vez, estas aristas deben
tener asociado un flujo vehicular minimo C™™ no permitiendo asi aristas sin flujo alguno

0< C(’Z};l) < C(u,v) <chex, v(u,v) €EE.

(wv)

Por cada arista del grafo se agrega a éste una arista en direccion opuesta a la original, la cual
representa el contraflujo de la arista a la cual se asoci6. La arista de contraflujo tiene una capacidad
igual a la capacidad total de la arista menos su capacidad actual, es decir, en todo momento debe de
cumplir:

0 < COy < Cauwy + Clumy < C%y, Y(u,v) EE.

(wv)’

Cabe destacar que se nombra como C(*u,v) al contraflujo de la arista C(;,») Y N0 cOmo 4. Con

esta consideracion se puede tener dos vialidades, que originalmente en el grafo van en sentido
contrario, cada una con su propio contraflujo.

Una vez construido el grafo con las vialidades de interés, se establecen los flujos de entrada y de
salida en los nodos correspondientes, los nodos por los que no entre o salga flujo al grafo se
consideran como nodos de transicién o intermedios y deberan tener una suma de flujos igual a cero,
esto es, el flujo total entrante en dichos nodos debe ser igual al flujo total de salida

Z (I)entrada - Z (I)salida =0, VieV-—N.
i i

En los nodos principales por los que entra o sale flujo del grafo se debe de cumplir una condicion
similar a la anterior, con la diferencia que la suma de los flujos no es cero sino precisamente el flujo
gue entra o sale a través de €l

Z Gentrada — Z cI)salida = constante, Vj € N.
Jj Jj
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Ademas la suma total de flujos de entrada en el grafo debe ser igual a la suma de los flujos de salida
en éste.

qu:O, Vn eN
n

Las condiciones descritas anteriormente se les conocen como leyes de conservacion de flujo, tal
como se puede observar en la figura 16.

Figura 16. Representacion visual de la construccion del grafo a partir de una red vehicular.

4.2. Funciones objetivo

El siguiente paso consiste en proponer la optimizacion de flujo y definir las funciones objetivo a
optimizar. Estas funciones permiten manipular el comportamiento del transito vehicular a través de
la maximizacion o minimizacion del flujo de automdviles en determinadas rutas o aristas. A cada
arista se le asocia un peso o factor de ajuste W, para asi describir las funciones de la forma:
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min/max(Z;) = Wy 1dq + W1y + -+ Wiy 1 by

min/max(Z,;) = Wy ,¢q + Wy, + -+ + Wy 2y

min/max(Zy) = Wy xpq + Wo Py + -+ + Wy by

De esta manera se ha descrito nuestro problema de optimizacion multiobjetivo, que consiste en
optimizar cada una de las funciones definidas (Z4,Z, ... Z) al mismo tiempo que se satisfacen
todas las condiciones de capacidad y de conservacion de flujo previamente establecidas.

4.3. Busqueda de configuracion inicial factible

Dada la naturaleza multidimensional del problema, la primera accién a realizar consiste en
encontrar una configuracion valida a partir de la cual se empiecen a optimizar las funciones
objetivo, para ello se establecen porcentajes de holgura en cada una de las condiciones de
conservacion para posteriormente, durante la basqueda, minimizar dicha holgura hasta satisfacer las
condiciones de conservacion.

Para encontrar una configuracion valida se realiza una basgueda utilizando el método del conjunto
de nivel (método OCN), realizando pequefios incrementos o decrementos en el flujo de cada una de
las aristas. Dicho procedimiento se describe en el siguiente pseudocddigo:

Pseudocddigo.

REPETIR
Generar un Fflujo inicial ¢® eR™ vy t=1
Establecer una holgura e para cada condicidon de conservacion
de flujo
PARA CADA arista HACER
D = ¢ 4 Ax
HASTA QUE A¢ = 0

HASTA QUE ¢+ satisfaga las condiciones de conservacion (con
holgura)

Si no se llega a una configuracion valida se realiza una nueva busqueda a partir de una nueva
configuracién inicial.
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4.4. Optimizacién de funciones objetivo

Una vez encontrada una configuracion valida, podemos partir de ella para realizar la optimizacion
de las funciones objetivo propuestas. Se aplica nuevamente la basqueda por el método OCN, pero
esta vez para encontrar los maximos y minimos que optimicen las funciones objetivo.

Para cada nueva configuraciéon Optima que se encuentre se obtienen los flujos correspondientes a
cada arista y se guardan en un archivo. Se realiza éste procedimiento hasta que el incremento o
decremento sea muy cercano o aproximado a cero, de tal forma que ya no sea significativo. Si no se
encuentra alguna solucion se realiza la optimizacién con un valor nuevo para cada arista. A
continuacién se describe el proceso mencionado anteriormente en forma de pseudocédigo:

Pseudocédigo.

REPETIR
PARA CADA arista HACER
D = ¢ + Ag
MIENTRAS optimice las funciones objetivo
HASTA QUE A¢ = 0

Si alguna de las condiciones de conservacion de flujo no se cumple durante el proceso de busqueda
o de optimizacion, esto nos indica que existe un problema con las capacidades de las vialidades, es
decir, la capacidad de dicha vialidad es insuficiente para la cantidad de flujo que se requiere circule
a través de ella.

4.5. Busqueda y optimizacion en paralelo

La busqueda de una configuracion vélida y la optimizacién de las funciones objetivo se pueden
realizar en unidades de procesamiento independientes (UP), esto debido a que el método OCN no
requiere gque se establezcan mecanismos de sincronizacion, ni que exista paso de mensajes 0
comunicacion entre ellos.

Aprovechando las caracteristicas mencionadas, es posible ejecutar unidades de procesamiento que
realicen busquedas y optimizaciones de manera local a partir de una configuracién inicial. De esta
manera, se obtienen resultados distintos en cada una de las unidades de procesamiento.

En éste trabajo se dividié de manera empirica la carga de trabajo por unidad de procesamiento,
asignando a cada unidad de procesamiento una bdsgueda y una optimizacion (ver figura 17). Por lo
gue no se descarta gue existan otras maneras de dividir dicha carga de trabajo.

En el siguiente pseudocodigo se describe el proceso de bldsqueda y optimizacion que se realiza por
cada unidad de procesamiento:
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Pseudocddigo.
PARA CADA unidad de procesamiento HACER

REPETIR
Generar un Flujo inicial ¢® eR™” y t=1
Establecer una holgura ¢ para cada condicién de

conservacion de flujo
PARA CADA arista HACER

D = (O 4+ Ax
HASTA QUE A¢ = 0
HASTA QUE ¢+ satisfaga las condiciones de conservacion
(con holgura)

REPETIR
PARA CADA arista HACER
D = O + AP
MIENTRAS optimice las funciones objetivo
HASTA QUE A¢ = 0

GUARDAR el resultado obtenido

‘ Construir un grafo a partir de una red vehicular ‘

\/

‘ Definir funciones objetivo ‘

/

UP; UP, UP,
Buscar " Buscar " Buscar
configuracion configuracion configuracion
\ inicial factible / \ inicial factible / \ inicial factible /
" Optimizar " Optimizar " Optimizar
funciones funciones funciones
objetivo objetivo eee objetivo

./

‘ Analizar resultados obtenidos ‘

Figura 17. Metodologia propuesta para busqueda y optimizacion en paralelo.
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4.6. Analisis de resultados

Por cada iteracion que se realice en el método de optimizacion se obtienen como resultados la
evaluacion de las funciones objetivo, los valores de los flujos y contraflujos por arista, y la
comprobacion de la conservacion del flujo por nodo. Ademas se registra el tiempo total, de
gjecucion para un analisis estadistico posterior. Todos estos valores se almacenan en archivos de
texto plano y se encuentran separados por tabulaciones como se muestra en la figura 18.

158.265643 6.183109 2.055391 1.219705 £.642613 4.963404 2.397425 9.278284 5.944609* 3.780295* 0.357387* 1.036596* 10.602575* 2.721716* 10.040568 -0.037591 -0.069168 -9.933809
159.140643 6.183109 2. .21497 8.705113 4.963404 2.459925 9.278284 5.944609*% 3.780295* 0.294887* 1.036596* 10.540075* 2.7217 10.040568 -0.037591 -0.069168 -9.933809
160.234393 £.183109 8.787613 4.963404 2.553675 9. 5.944809% 3.780295* 0.23 1.036596* 10.448325% 9.978068 -0.037591 -0.069168 -9.871309

161.468768 6.198734 8.830113 4.963404 2.631800 9. 5.928984% 3.764670* 0.169887* 1.036596% 10.368200% 10.009318 -0.068841 -0.100418 -9.840059
162.562518 6.198734 8.908238 4.963404 2.708325 9. 5.928984* 3.764670* 0.091762* 1.036596% 10.230075* B -0.100418 -9.840058
163.710955 6.202640 8. 363 4.963404 2.791956 9. 5.928984% 3.760764* 0.013637* 1.036596% 10.208044% -0.108230 -9.832247
163.888690 6.204593 .998082 4.963404 2.803675 9. & .758811* 0.00191a8* 1.036596% 10.196325* -0.112137 -9 7

.757835*% 0.000941% 1.038596% 10.194372% -0.114090 -9

163.916033 £.205570 .999059 4.963404 2.805628 9.

163.927264 6.205570 .999547 4.963404 2.806117 9. 757835% 0.000453* 1.036596% 10.193883% 10.0 1 - -0.114090 -9 2

163.932391 6.205614 8.999791 4.963404 2.806361 9. 5.928496* 3.757590* 0.000209* 1.036596% 10.193639* 10.014689 -0.069217 -0.114578 -9.8302%4
163.935809 6.205936 #8.999913 4.963404 2.806605 9. 5.928496% 3.757468* 0.000087* 1.036596% 10.193395% * 10.014689 -0.069817 -0.114822 -9.830050
163.935809 6.205936 £.999913 4.963404 2.806605 9.278284 5.928496* 3.757468* 0.000087* 1.036596* 10.193395+ 2.7217 10.014688 -0.069817 -0.114822 -9.830050

Tigmpn real: 0.002876 gagundos
Tisgpg CEU: 0.000000

Figura 18. Ejemplo de archivo de salida.

Para el analisis estadistico de los resultados obtenidos, es necesario generar un histograma
normalizado?, para el cual el eje de las abscisas representa la cantidad de flujo total en el grafo o en
alguna vialidad, y el eje de las ordenadas es la frecuencia con que se obtuvo esa cantidad de flujo
del total de experimentos realizados. Este histograma se encontrara normalizado. En la figura 19 se
muestra un ejemplo.

0.28- [ Histograma
0.26-
024-
0.22-

0.2-
0.1 8:
0.16-
0.14
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0.12-
0.1
008

0.06-
0.04-

0.02-
0- - - - - - - : - - -
3800 4000 4200 4400 4600
X

Figura 19. Ejemplo de histograma de flujo para los resultados obtenidos.

? Para un histograma normalizado la suma de todas las frecuencias es igual a 1.
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Una vez gue se ha generado el histograma, se ajusta una distribucién de densidad de probabilidad a
los datos de dicho histograma. En la figura 20 se ejemplifica el ajuste de los datos, en éste caso a
una distribucion normal de probabilidad.

[}_28—;
1 [ Histograma
026 = Normal

024

o / \

£ o014

zs: // \\

3800 4000 4200 4400 " 4600
X

Figura 20. Ejemplo una distribucién normal ajustada al histograma.

Obteniendo valores estadisticos como la media, desviacion estandar, etc., con base en la
distribucién que mejor se ajustd. Para seleccionar la distribucidén que mejor se ajusta a los datos del
histograma, se utilizd el software EasyFit en su version 5.5 pro [45]. Este software permite probar
de entre 61 distribuciones de probabilidad diferentes la que mejor se ajuste [46], considerando 3
diferentes pruebas de ajuste [44].

De manera general se describe el pseudocddigo para elaborar los histogramas:

Pseudocédigo.
Generar un nuevo histograma vacio

PARA CADA optimizacidn obtenida
Agregar un nuevo bin al histograma con el valor de los
flujos obtenidos.

FIN PARA CADA

Ajustar datos a una distribucion de probabilidad
Realizar pruebas de ajuste
Obtener media y desviacién estandar
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A partir de los resultados obtenidos de las pruebas de ajuste (ver tabla 3), se elige la distribucién de
probabilidad que mejor se ajusta a los datos. Por cada prueba de ajuste realizada, a cada distribucion
se le asigna un rango (un entero positivo mayor o igual a 1); siendo el rango con valor 1 la
distribucién que mejor se ajustd. Considerando 1 el ajuste con menor error.

Durante las pruebas de ajuste se calculan los parametros de cada funcion que mejor ajusten la

distribucién de probabilidad a los datos del histograma (ver tabla 4).

oo S| By | cneson
Estadistico Rango Estadistico Rango Estadistico Rango
Beta 0.0336 3 2.4599 3 5.0116 3
Chi cuadrada 0.16495 4 64.349 4 195.79 4
Gamma 0.02589 1 0.19376 1 4.3466 2
Normal 0.02805 2 0.22035 2 3.4248 1

Tabla 3. Comparacién de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

| Distribucién

Parametros
Beta 01=3.2524 0,=3.4146 a=3667.5 b=4636.9
| Chi cuadrada v=4141

Gamma 0=558.33 B=7.4169

0=175.25 n=4141.1

Normal

Tabla 4. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, . y y normal), para el histograma de los
flujos del grafo.

Por altimo, con base en los valores estadisticos obtenidos a partir de la distribucion de probabilidad,
se determina los valores de flujo y/o configuraciones del grafo més probables, y asi ayudar en la
toma de decisiones.

Para facilitar la tarea de la toma de decisiones se desarroll6 una herramienta de visualizacion, en la
cual, se presenta de manera conveniente el flujo del transito vehicular en cada vialidad y se
distinguen las zonas en donde se presentan congestionamientos. Como se puede observar en la
figura 21, las areas en color rojo representan las zonas con problemas de congestionamiento,
mientras que las zonas en verde y azul sefialan areas con flujo vehicular sin problemas en el flujo
vehicular.
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unsaved://ThtmlViewer.htm/orderBy=AD|Ordena%20la%20tabla.
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unsaved://ThtmlViewer.htm/orderBy=CS|Ordena%20la%20tabla.
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Figura 21. Captura de pantalla de la herramienta de visualizacion.
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Capitulo V. Resultados

En este capitulo se muestran los resultados correspondientes a los pasos descritos en el capitulo IV
de este documento. En el Apéndice B se presenta una compilacion de todos los experimentos
realizados.

5.1. Experimento 1: Grafo con 6 nodos y 10 aristas

Se construy6 un grafo de 6 nodos y 10 aristas (ver figura 22), con la configuracién descrita en la
tabla 5. Se establecié que todas las aristas pudieran tener contraflujo, se permitié un 5% de holgura
para las restricciones de capacidad minima y méxima de cada arista, un flujo de entrada de 10
vehiculos por segundo en el nodo 0 y un flujo de salida de 10 vehiculos por segundo en el nodo 5.

Figura 22. Representacion gréfica del grafo.

Para éste problema en particular se definieron dos funciones objetivo como se describe a
continuacion:

Minimizar Z; =  9®g5 + 2B, + 100, 3 + 30, + 2P, 4 + 1005, + 4Dy, + 10D, 5 +
8cD5'1 + CDS,Z

Maximizar Z, = @5 + @, 4 + P55,
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Nodo origen

Nodo destino

Capacidad minima

Capacidad méaxima

0

5
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6

10
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Tabla 5. Configuracion de valores para el grafo

Con la optimizacion de las funciones objetivo se obtuvo el histograma que se muestra en la figura
23. En éste caso vemos que la distribucion de probabilidad que mejor se ajust6 a los datos fue una
distribucién normal con media en 190.22 y una desviacion estandar de 21.483 (ver tabla 6 y tabla
7). Esto significa que el promedio de flujos obtenidos de la optimizacion se encontraran entre

157.254 y 223.186

Funcidn de densidad de probabilidad

018
0.16
0.1 4
0.12
0_1—i

0.08-

\ [ Histograma

= Normal

0.06-

0.04

002 /

Figura 23. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucién de probabilidad normal.
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Kolmogo6rov-Smirnov | Anderson-Darling | Chi cuadrada
Distribucion
Estadistico | Rango |Estadistico |Rango |Estadistico | Rango
Beta 0.07765 2 3.407 2 24.832 2
Chi cuadrada | 0.10733 4 8.0137 4 48.769 4
Gamma 0.08721 3 4.2136 3 28.25 3
Normal 0.03868 1 0.63951 1 9.275 1

Tabla 6. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucion Parametros
Beta ;=2.0189 0,=1.5966 a=138.41 b=230.94
Chi cuadrada v =190
Gamma o =78.402 P =2.4262
Normal 0 =21.483 1 =190.22

Tabla 7. Parametros encontrados para las distribuciones de probabilidad (8, ¥ y y normal), para el histograma de los
flujos del grafo.

5.2. Experimentos con datos de Google Maps.

Usando los datos estadisticos recabados por Google Maps, a través del uso de dipositivos moviles,
se calcularon los flujos de transito a partir de las velocidades promedio de cada vialidad. Las lineas
en color verde representan una velocidad mayor o igual a 80 km/h, las lineas amarillas una
velocidad en un intervalo entre 40 y 80 km/h, mientras que las lineas rojas indican que en esa
vialidad hay una velocidad menor a los 40 km/h.

Cabe mencionar que solamente se analizan vialidades principales, es decir, vialidades de las cuales
Google Maps tiene los suficientes datos recolectados.

5.2.1. Experimento 2: Lunes 9:00 a.m., México D.F.

El primero de los experimentos que se realizd fue emulando el transito vehicular promedio de los
dias lunes a las 9:00h en la ciudad de México (ver figura 24).
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Figura 24. Situacion que presentan las vias principales de la Ciudad de México el dia lunes a las 9:00 a.m.

Al intentar encontrar una configuracion factible para realizar la optimizacién, se observo con la
herramienta de visualizacion que las vialidades elegidas presentan conflictos vehiculares. Muestra

de esto son las manchas rojas que se pueden observar en la figura 25.
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Figura 25. Mapa de la Ciudad de México con el modelado del transito vehicular.

77



El siguiente paso que se realiz6 fue optimizar la situacién actual proponiendo que el 60% de las
calles tuvieran contraflujo. Al permitir dichos contraflujos se observé con la herramienta de
visualizacion que gran parte de las zonas con conflicto desaparecieron, aunque siguen exisitiendo
algunas areas con problemas (ver figura 26).
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Figura 26. Modelado de las principales vialidades de la Ciudad de México permitiendo que 60% de ellas tengan
contraflujos.

El hecho de proponer contraflujos en algunas vialidades permitia disminuir la cantidad de zonas con
problemas de congestionamiento. Se ejecutd una nueva optimizacion, en ésta ocasion estableciendo
que el 70% de las vialidades tuvieran contraflujo.

Al realizar lo descrito anteriormente, y haciendo uso nuevamente de la herramienta de visualizacion
desarrollada, se obtuvo como resultado que disminuyeron las zonas con problemas viales. Como se
observa en la figura 27, las areas en rojo disminuyeron en tamafio y en cantidad.

Finalmente se decidi6 realizar una Gltima optimizacion, ésta vez proponiendo que 80% de las
vialidades tuvieran contraflujo. De nueva cuenta la cantidad de zonas con problemas viales
disminuyeron, tal como se observa en la figura 28.

Con el anélisis estadistico realizado a éste experimento se obtuvo el histograma que se muestra en la
figura 29. En éste caso vemos que la distribucion de probabilidad que mejor se ajusto a los datos fue
una distribucién gamma con media en 5645.6 y una desviacién estandar de 140.79 (ver tabla 8 y
tabla 9). Esto significa que el promedio de flujos obtenidos de la optimizacion se encontraran entre
5364.02 y 5927.18.
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Figura 27. Modelado de las principales vialidades de la Ciudad de México permitiendo que 70% de ellas tengan
contraflujos.

Figura 28. Modelado de las principales vialidades de la Ciudad de México permitiendo que 80% de ellas tengan
contraflujos.
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Figura 29. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucién de probabilidad gamma.

Kolmogo6rov-Smirnov | Anderson-Darling | Chi cuadrada
Distribucion
Estadistico | Rango |Estadistico |Rango |Estadistico | Rango
Beta 0.06434 3 3.0823 3 7.6747 4
Chi cuadrada 0.107 4 8.1323 4 5.8508 3
Gamma 0.04 1 0.43983 1 2.9791 1
Normal 0.04086 2 0.47676 2 3.5382 2

Tabla 8. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucién

Parametros

Beta

;=4.046 0,=3.0868 a=5192.3 b=5998.0

Chi cuadrada

v=5645

Gamma

a=1608.0 B=3.511

Normal

0=140.79 p=5645.6

Tabla 9. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (p, )(2, yy normal), para el histograma de los
flujos del grafo.

80


unsaved://ThtmlViewer.htm/orderBy=KS|Ordena%20la%20tabla.
unsaved://ThtmlViewer.htm/orderBy=AD|Ordena%20la%20tabla.
unsaved://ThtmlViewer.htm/orderBy=CS|Ordena%20la%20tabla.

5.2.2. Experimento 3: Viernes 7:00 p.m., México D.F.

Con los buenos resultados obtenidos de aplicar la metodologia propuesta en una situacion real
(Experimento 2), se decidié aplicarla para una situacion con una cantidad mayor de vialidades y
utilizar los datos del transito vehicular promedio para los dias viernes a las 19:00h en la ciudad de
México (ver figura 30).
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Figura 30. Situacién que presentan las vias principales de la Ciudad de México el dia viernes a las 7:00 p.m.

El primer paso fue encontrar una configuracion factible para realizar la optimizacion, al hacer uso
de la herramienta de visualizacién se observd que las vialidades elegidas presentan conflictos
vehiculares. Muestra de esto son las manchas rojas que se pueden observar en la figura 31.

La mejora que se propuso fue optimizar la situacion actual permitiendo que el 85% de las calles
tuvieran contraflujo. Al permitir estos contraflujos se observé que gran parte de las zonas de las
afueras de la ciudad que presentaban conflicto desaparecieron, sin embargo, la zona centro de la
ciudad sigue presentando grandes problemas de transito vehicular (ver figura 32).

La reducida capacidad de flujo vehicular que presentan las vialidades de la zona centro de la ciudad
responde a el hecho que no se pudiera disminuir los congestionamientos de esa zona.

Con el anélisis estadistico realizado a éste experimento se obtuvo el histograma que se muestra en la
figura 33. En éste caso vemos que la distribucion de probabilidad que mejor se ajusto a los datos fue
una distribucién gamma con media en 5326 y una desviacion estandar de 183.75 (ver tabla 10 y
tabla 11). Esto significa que el promedio de flujos obtenidos de la optimizacidn se encontraran entre
5142.25 y 5509.75.
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Figura 31. Mapa de la Ciudad de México con el modelado del transito vehicular.
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Figura 33. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucién de probabilidad gamma.

Kolmogdrov-Smirnov | Anderson-Darling | Chi cuadrada

Distribucion - - -
Estadistico | Rango | Estadistico |Rango |Estadistico |Rango

Beta 0.15234 4 1.9694 4 0.04715 3

Chi cuadrada | 0.12223 3 0.15344 2 0.08294 4
Gamma 0.11113 2 0.15327 1 0.01008 1
Normal 0.10969 1 0.17883 3 0.01248 2

Tabla 10. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucion Parémetros
Beta ;=0.75611 0,=0.56742 a=5030.9 b=5577.5
Chi cuadrada v=5326
Gamma 0=840.23 p=6.339
Normal 0=183.75 p=5326

Tabla 11. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥*. y y normal), para el histograma de los
flujos del grafo.
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5.2.3. Experimento 4: Prediccion del comportamiento del transito ante el cierre de
una vialidad

Por altimo, se experiment6 realizando la prediccion del comportamiento del transito vehicular que
se podria presentar debido al cierre de una vialidad.

Entre los resultados que se obtuvieron de éste experimento destaca el hecho que no sélo las
vialidades cercanas resultan afectadas (con aparicion de cogestionamiento vial), sino que éste efecto
se propaga a otras vialidades incluso lejanas como se ilustra en la figura 34.
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Figura 34. Situacion del transito vehicular ante el cierre de una vialidad.

Con el andlisis estadistico realizado a éste experimento se obtuvo el histograma que se muestra en la
figura 35. En éste caso vemos que la distribucion de probabilidad que mejor se ajusté a los datos fue
una distribucion gamma con media en 5143.7 y una desviacion estandar de 139.88 (ver tabla 12 y
tabla 13). Esto significa que el promedio de flujos obtenidos de la optimizacion se encontraran entre
5003.82 y 5283.58.
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~ |Kolmogoérov-Smirnov | Anderson-Darling | Chi cuadrada
Distribucion — — —
Estadistico | Rango |Estadistico |Rango |Estadistico | Rango
Beta 0.20598 2 1.9184 3 0.08984 1
Chi cuadrada | 0.23535 4 2.616 4 1.1903 3
Gamma 0.18649 1 0.62649 1 0.10978 2
Normal 0.21977 3 0. 7897 2 1.4698 4

Tabla 12. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucién

Parametros

Beta

;=1.1248 0,=1.8764 a=4933.4 b=5490.2

Chi cuadrada

v=5143

Gamma

a=1352.2 B=3.8039

Normal

0=139.88 p=5143.7

Tabla 13. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ;(2, yy normal), para el histograma de los
flujos del grafo.
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Con base en la metodologia propuesta se pueden definir diferentes niveles de detalle para estudiar el
comportamiento del flujo vehicular, por ejemplo, en la figura 36 podemos observar que se eligioé un
area menor para estudiar el comportamiento del transito vehicular ante la misma situacion del cierre

de una vialidad.
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Figura 36. Situacion del transito vehicular ante el cierre de una vialidad.

El anélisis estadistico realizado a éste experimento se obtuvo el histograma que se muestra en la
figura 37. En éste caso vemos que la distribucion de probabilidad que mejor se ajusto a los datos fue
una distribucién Weibull con media en 5176.6 y una desviacion estandar de 46.279 (ver tabla 14 y
tabla 15). Esto significa que el promedio de flujos obtenidos de la optimizacion se encontrarén entre

5084.042 y 5269.158.
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Kolmogorov-Smirnov | Anderson-Darling | Chi cuadrada
Distribucion - - ;
Estadistico | Rango |Estadistico |Rango |Estadistico | Rango
Beta 0.25713 3 2.3227 4 0.04167 4
Gamma 0.24488 2 1.1406 2 0.03662 3
Normal 0.28011 4 1.9184 3 0.00151 2
Weibull 0.24446 1 0.8069 1 1.6651E-4 | 1

Tabla 14. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucién

Parametros

Beta ;=1.1248 0,=1.8764 a=4933.4 b=5490.2

Gamma 0=1352.2 p=3.8039
Normal 0=139.88 p=5143.7
Weibull 0=46.279 B=5176.6

Tabla 15. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥*, y y weibull), para el histograma de los
flujos del grafo.
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Capitulo VI. Conclusiones y trabajo futuro

En este capitulo se presentan las conclusiones que se han obtenido durante el desarrollo de la tesis y
se proponen algunos de los trabajos futuros a desarrollar que podrian surgir con fines de mejorarlo.

6.1. Conclusiones

Con base en los experimentos realizados se comprobd que el modelo propuesto permite
optimizar el comportamiento del transito vehicular. Asimismo, permite la prediccién del
comportamiento del transito ante determinadas situaciones.

La construccion del grafo dirigido a partir de una red vehicular permiti6 definir direcciones
de transito, asignar capacidades de flujo y pesos a las vialidades.

El uso de las ecuaciones de flujo dentro del grafo ayud6 a definir el comportamiento del
transito vehicular entre un par de nodos.

Se mejoraron los modelos estudiados en el estado del arte al proponer un modelo que
optimiza el flujo vehicular considerando la existencia de contraflujos en determinadas
vialidades.

La interpretacion de los resultados obtenidos de la aplicacion del modelo permitié detectar
puntos o secciones donde se presentan congestionamientos viales.

La aplicacion del modelo permite generar estrategias adecuadas para la optimizacion del
flujo de transito, la deteccién temprana de embotellamientos y la prediccion de trafico a
corto plazo en los sistemas dindmicos de navegacion asistida.

6.2. Trabajo futuro

Con el fin de mejorar este trabajo, se proponen las siguientes lineas de investigacion:

Generalizar el modelo propuesto en éste trabajo al estudio del transito vehicular para los
casos en los que no se cumple la condicidn de conservacion de flujo, y aquellos casos en los
cuales los flujos de entrada y salida varian con el tiempo.

Proponer una metodologia para dividir aquellos grafos que tienen una gran cantidad de

nodos y aristas por grafos mas pequefios. Solucionandolos de manera individual, ya sea
secuencial o paralelamente, para posteriormente ofrecer una solucién global.
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Proponer e implementar algoritmos que permitan mejorar el tiempo de ejecucion y la
precision en el calculo de los flujos.

Extender el modelo propuesto para incluir otros factores que influyen en el comportamiento
del trénsito vehicular. Dichos factores podrian ser el estado del tiempo (despejado, nublado,
llovizna, chubascos, precipitaciones, tormentas, viento, niebla, neblina), el estado de las
vias de transporte (peralte, cambios de pendiente, entre otros), etcétera.

Definir técnicas y reglas que permitan sugerir la creacion de nuevas vialidades que no
entren en conflicto con las existentes, o bien, ayuden a remediar las vialidades que
presentan problemas de congestionamiento vial.
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Apéndice A

A.1l. Comparacion entre el método PSO y el método OCN

Se realiz6 una comparacion® de los tiempos de computo empleados para la optimizacion utilizando

el método OCN vy el método de enjambre de particulas (PSO). Estd comparacion se muestra en la

tabla 16.

En la tabla 17 se enlistan los diferentes grafos construidos durante la experimentacion y se
mencionan los tiempos de convergencia a una solucion 6ptima. Los tiempos reportados son tiempos
promedio que se obtuvieron de haber utilizado el método OCN.

Tiempo
. (segundos)
Nodos | Aristas
Método PSO | Método OCN
4 6 0.0182 0.0004
6 15 0.7694 0.0216
8 24 127.3812 0.1291
10 28 473.7058 0.2347
12 30 1287.6631 0.3105

Tabla 16. Comparacién entre los tiempos de optimizacion usando el método PSO y el método OCN.

® No es el objetivo principal de éste trabajo, pero se realizé porque hay que encontrar un resultado mas

rapidamente.
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Nodos | Aristas | Tiempo (Segundos)
45 184 601.05
47 147 532.2024
50 213 564.8804
55 234 557.7638
60 256 596.1945
65 274 1843.6125
68 284 1250.7034
72 276 1606.159
75 320 1988.34

110 259 3864.958

Tabla 17. Relacion de los grafos construidos con el tiempo que tardan en converger a una solucién.
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Apéndice B

Como continuacién del capitulo V, se presentan los resultados obtenidos de la optimizacién del

flujo realizada en diversos grafos.

B.1. Experimento 1: Grafo 4 nodos y 6 aristas

Los resultados se muestran en las siguientes gréficas:
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Figura 38. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad beta.
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Figura 39. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad normal.
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S
Estadistico | Rango |Estadistico | Rango | Estadistico |Rango

Beta 0.03868 1 0.63951 1 9.275 1

Chi cuadrada | 0.10733 4 8.0137 4 48.769 4

Gamma 0.08721 3 4.2136 3 28.25 3

Normal 0.07765 2 3.407 2 24.832 2

Tabla 18. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucién Parametros
Beta 0,=2.0189 0,=1.5966 a=138.41 b=230.94
Chi cuadrada v =190

Gamma 0 =78.402 B =2.4262

0 =21.483 1 =190.22

Normal

Tabla 19. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥, y y normal), para el histograma de 10s
flujos del grafo.

B.2. Experimento 2: Grafo 19 nodos y 64 aristas

Los resultados se muestran en las siguientes gréficas:
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Figura 40. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad beta.
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Figura 41. Histograma del grafo optimizado, ajustado a una distribucién de probabilidad normal.

Kolmogdrov Anderson

. . Chi cuadrada
Distribucién Smirnov Darling

Estadistico | Rango | Estadistico |Rango | Estadistico | Rango
Beta 0.03868 1 0.63951 1 9.275 1
Chi cuadrada | 0.10733 4 8.0137 4 48.769 4
Gamma 0.08721 3 4.2136 3 28.25 3
Normal 0.07765 2 3.407 2 24.832 2

Tabla 20. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucion Parémetros
Beta 0,=2.0189 0,=1.5966 a=138.41 b=230.94
Chi cuadrada v=190
Gamma 0=78.402 =2.4262
Normal 6=21.483 n=190.22

flujos del grafo.

Tabla 21. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥* y y normal), para el histograma de los
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B.3. Experimento 3: Grafo 50 nodos y 213 aristas

Los resultados se muestran en las siguientes gréficas:
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Figura 42. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad gamma.
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Figura 43. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad normal.
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Kolmogoérov Anderson Chi cuadrada

Distribucion Smirnov Darling
Estadistico Rango Estadistico Rango Estadistico Rango
Beta 0.0336 3 2.4599 3 5.0116 3
Chi cuadrada 0.16495 4 64.349 4 195.79 4
Gamma 0.02589 1 0.19376 1 4.3466 2
Normal 0.02805 2 0.22035 2 3.4248 1

Tabla 22. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucion Parémetros
Beta 01=3.2524 ,=3.4146 a=3667.5 h=4636.9
Chi cuadrada v=4141
Gamma 0=558.33 =7.4169
Normal 0=175.25 pn=4141.1

Tabla 23. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥, y y normal), para el histograma de 10
flujos del grafo.

B.4. Experimento 4: Grafo 75 nodos 320 aristas

Los resultados se muestran en las siguientes gréficas:
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Figura 44. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucién de probabilidad gamma.
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Figura 45. Histograma de los flujos del grafo optimizado, ajustado a una distribucion de probabilidad normal.

Distribucion Kglmmi??‘g:’ov Aggﬁirzzn Chi cuadrada
Estadistico Rango Estadistico Rango Estadistico Rango
Beta 0.06434 3 3.0823 3 7.6747 3
Chi cuadrada 0.107 4 8.1323 4 41.763 4
Gamma 0.04 1 0.43983 1 2.9791 1
Normal 0.04086 2 0.47676 2 3.5382 2

Tabla 24. Comparacion de ajuste para las distribuciones aplicadas al histograma.

Distribucién

Parametros

Beta

0,=4.046 0,=3.0868 a=5192.3 b=5998.0

Chi cuadrada

v=5645

Gamma

0=1608.0 B=3.511

Normal

0=140.79 n=5645.6

Tabla 25. Pardmetros encontrados para las distribuciones de probabilidad (B, ¥*. y y normal), para el histograma de los
flujos del grafo
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