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Resumen 
 

 

 
En el presente trabajo de tesis se muestra el desempeño del clasificador Gamma al ser 
utilizado con imágenes binarias. Adicionalmente, se pone a prueba el desempeño de los 
momentos invariantes al ser empleados con el clasificador Gamma como principales 
descriptores de los objetos en los experimentos realizados. 
 
Las pruebas realizadas con los momentos como descriptores de objetos, pretenden 
mostrar, además del alto desempeño del clasificador Gamma, la alta discriminación que 
pueden tener los rasgos obtenidos al ser utilizados como alternativas de clasificación que 
permiten la identificación de objetos en casos de clases traslapadas o con elementos 
dispersos. 
 
Aunque los experimentos realizados utilizan la definición de momentos invariantes 
propuesta originalmente por Hu, la metodología puede ser utilizada con cualquier otra 
técnica de cálculo de momentos existente. 
 
Los resultados manifiestan que el nuevo algoritmo propuesto para el clasificador Gamma 
es eficiente y que, en general, dicho clasificador muestra un desempeño competitivo para 
los conjuntos de datos expuestos. Además, los descriptores probados presentan alta 
discriminación al obtenerse porcentajes de recuperación altos en los experimentos 
realizados. 
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Abstract 
 

 

 
This thesis shows the performance of the Gamma classifier to be used with binary images. 
Additionally, put to the test performance of invariant moments to be employed with the 
binder as main Gamma characterizing of the objects in the experiments. 
 
Tests using the invariant moments as shape descriptors of objects intend to show, in 
addition to the high performance of the Gamma classifier, the high discrimination that 
descriptors can get derived from classification alternatives, which allows the identification 
of objects in cases of elements with overlapping or dispersed classes. 
 
Although the experiments are based on the calculation of invariant moments, originally 
proposed by Hu, the methodology can be used with any other technique of calculation of 
existing moments. 
 
The results show that the new proposed algorithm for the Gamma classifier is efficient and 
that, in general, the binder shows a competitive performance for any problem. In addition, 
the descriptors are proven high discrimination to be obtained recovery rates high among 
the experiments. 
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Capítulo 1 
 

Introducción 
 
 
El reconocimiento de formas es uno de los problemas más importantes en el campo de la 
visión por computadora. Uno de los problemas básicos en el proceso de reconocimiento 
de patrones se relaciona con la selección de un conjunto apropiado de atributos 
numéricos que modele las características de un objeto de interés para propósitos de 
clasificación [1][2]. De esta manera, las técnicas eficientes de reconocimiento de objetos 
para la extracción de características únicas de un objeto dado, para su representación y 
comparación, son de vital importancia en el área del reconocimiento de patrones. Dentro 
de las técnicas más ampliamente utilizadas debido a su gran aceptación está la basada 
en momentos [3]-[6]. 
 
Cuando se habla de momentos, difícilmente se puede encontrar una única interpretación 
para estos, al menos no una que sea universalmente utilizada, ya que su significado 
depende ampliamente del área de aplicación o del contexto en el que se encuentre. Por 
ejemplo, los momentos tienen una interpretación distinta si se les usa en mecánica clásica 
o en física, en estadística o en técnicas de conteo, o bien, cuando son utilizados como 
propiedades numéricas de una imagen en la descripción de características de un "objeto" 
para su reconocimiento [7][12][13]. 
 
En general, los momentos exhiben cantidades numéricas en alguna distancia de un punto 
o eje de referencia. Son comúnmente usados en estadística para caracterizar la 
distribución de variables aleatorias; similarmente, en mecánica para caracterizar cuerpos 
mediante su distribución espacial de masa. El uso de los momentos para el análisis de 
imágenes es simple, si se considera a una imagen binaria o segmento de una imagen en 
niveles de gris como una función de distribución de densidad de dos dimensiones. De 
esta forma, los momentos pueden ser usados para caracterizar un segmento de imagen y 
extraer propiedades que tengan analogías en estadística y en mecánica [14][36][37]. 
 
Los momentos proveen características de un objeto y que representan unívocamente su 
forma, y han sido extensamente utilizados como descriptores invariantes de una imagen 
en el reconocimiento de patrones desde 1960 [6][8][11]-[17]. Algunos momentos, o sus 
derivados, tienen la capacidad de ser invariantes ante ciertas transformaciones como 
cambios de escala, rotación, traslación, proyecciones, cambios de contraste, ante la 
presencia de ruido, entre otras [5][7][13][18]-[22] 
 
Un conjunto de momentos invariantes (realmente invariantes derivados de momentos 
geométricos), inicialmente propuesto por Hu [7][11], es representado por una tupla de 
siete momentos invariantes derivados a partir de los tres primeros momentos geométricos 
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centrales. Esta caracterización presenta la propiedad de ser invariante a cambios de 
escala, rotación y traslación de un objeto. 
 
Aunque es posible la extensión del modelo presentado por Hu, para la obtención de los 
siguientes momentos de mayor orden (mayores que tres) [23]-[25], con la finalidad de 
incrementar el número de características de un objeto, estos presentan bajo desempeño 
en términos de redundancia de información, sumado al error inherente de la aproximación 
de las operaciones de su cálculo, lo cual conduce a la baja eficacia de la discriminación 
[10][14][25][26]. 
 
El uso de momentos invariantes ha sido ampliamente propuesto en una gran variedad de 
trabajos de investigación, desde la identificación de aeronaves militares [15], en el 
reconocimiento de caracteres escritos [27][28], en tareas de identificación de caracteres 
ópticos e impresos [18][29], hasta el punto de ser contemplados en técnicas de 
reconocimiento de objetos en imágenes de tres dimensiones [30], en tareas de biometría 
para la identificación de huellas dactilares [16], palma de la mano [17] y facial [31]; y 
recientemente para tareas con imágenes médicas [32]. Estos, en general, han mostrado 
buen desempeño como descriptores. Esto motiva su utilización como caracterizadores en 
el presente trabajo de tesis para mostrar el desempeño del clasificador Gamma en tareas 
de identificación que involucran imágenes binarias. 
 
 

1.1 Objetivo general 
 
Probar el desempeño del clasificador Gamma en problemas que involucran imágenes 
binarias mediante un estudio comparativo con algunos de los clasificadores más 
representativos de los diferentes enfoques en el reconocimiento de patrones, utilizando 
además un nuevo algoritmo del clasificador. 
 

1.1.1 Objetivos específicos 
 

- Mostrar el desempeño del clasificador Gamma en problemas que involucren 
imágenes binarias 
 

- Realizar un estudio comparativo del clasificador Gamma con clasificadores de 
distintos enfoques utilizando como caracterizadores los momentos invariantes 
 

- Presentar un nuevo algoritmo del clasificador Gamma el cual elimina parte de las 
operaciones de codificación de componentes para simplificar su procesamiento 

 
 

1.2 Motivación 
 
Un problema importante en visión por computadora es el modelado de formas para su 
reconocimiento. Una manera de describir este problema es la siguiente: dada una función 

f : X→ℝ, hallar un conjunto finito de valores que caracterice a f en forma unívoca, es decir, 
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que el conjunto de valores debe ser único, y no debe existir g f que pueda ser 

caracterizado con el mismo dominio y contra dominio.  
 
Una forma de lograr lo antes mencionado, es mediante la utilización de los momentos 
geométricos de una función. Cabe hacer notar que dicha correspondencia puede ser 
únicamente obtenida con un número infinito de momentos en el caso euclidiano, o cuando 
se tienen al menos tantos momentos como puntos tiene X, aunque esto no siempre es de 
utilidad en la práctica, ya que comúnmente es conveniente que distintas funciones 
compartan el mismo conjunto de valores característicos. 
 
La identificación de objetos, independientemente de que estos presenten ciertas 
transformaciones, es un tema importante en el reconocimiento de patrones [11], y la 
aproximación mayormente aceptada es la basada en los momentos geométricos,  o 
simplemente momentos [3][5]. 
 
Aunque las primeras investigaciones sobre aplicaciones de momentos para la 
identificación de objetos, descritos mediante caracterizaciones invariantes, fueron 
publicadas hace 40 años, un gran número de técnicas e investigaciones han surgido 
alrededor de dichos momentos, las que son de gran interés aun en la actualidad [26][33]-
[38]. 
 
Para un objeto dado en una imagen, en la definición original de momentos dada por Hu, 
se define una caracterización que consiste en una tupla ordenada de números reales, con 
los siete momentos invariantes derivados a partir de los tres primeros momentos 
centrales. Dicha caracterización es invariante a cambios de escala, rotación y traslación 
[7]. 
 
De aquí que se considere la utilización de los momentos invariantes para probar mediante 
el clasificador Gamma, aprovechando su característica de comparación, que los rasgos 
obtenidos con estos pueden ser altamente discriminantes en tareas de recuperación y 
clasificación de imágenes. Sumado a la presentación del nuevo algoritmo del clasificador 
Gamma. 
 
 

1.3 Planteamiento del problema 

 
Como se ha mencionado anteriormente, el cálculo de momentos geométricos, así como 
de sus correspondientes momentos invariantes, es ampliamente utilizado en el 
procesamiento de imágenes, ya que por medio de estos es posible obtener características 
que permiten representar numéricamente a los objetos para fines de comparación y 
clasificación. 

 
Mediante la utilización de un clasificador de alto desempeño, con la capacidad de 
discriminar objetos de clases linealmente no separables y con dispersión (como el 
clasificador Gamma), es posible probar que técnicas de extracción de rasgos  
ampliamente conocidas en la literatura pueden producir realmente caracterizadores que 
presenten alta discriminación entre objetos. 
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En conclusión, el propósito del presente trabajo es el de probar el poder de discriminación 
de los momentos invariantes, así como el desempeño del clasificador Gamma con 
imágenes binarias, cabe señalar aquí que se presenta un nuevo algoritmo para la 
simplificación del clasificador Gamma. 
 
 

1.4 Contribuciones 
 
En la presente tesis, se mostrará un estudio comparativo del clasificador Gamma con 
algunos de los clasificadores más representativos y de distintos enfoques para mostrar su 
desempeño en tareas de clasificación que involucran imágenes binarias. Adicionalmente 
se presenta un nuevo algoritmo del clasificador Gamma cuya implementación es utilizada 
en la realización del conjunto de experimentos. 
 
La utilización del clasificador Gamma con imágenes binarias mostrará su alta 
competitividad al permitir observar, además, que los caracterizadores obtenidos con los 
invariantes de Hu pueden ofrecer alto grado de discriminación al trabajar en conjunto con 
el clasificador Gamma.  
 
 

1.5 Organización del documento 
 
La presente tesis se encuentra organizada de la siguiente manera: en el presente 
capítulo, titulado Introducción, se describe el objetivo de la tesis, las motivaciones que 
impulsan a su realización y las contribuciones. En el capítulo 2, antecedentes, se 
mencionan algunas de las investigaciones más relevantes en las últimas décadas entorno 
a la teoría de momentos y su empleo en tareas de clasificación. En el capítulo 3, titulado 
marco teórico, se mencionan los conceptos importantes relacionados con el cálculo de 
momentos geométricos. De igual forma se describen de manera introductoria los métodos 
de clasificación utilizados en el estudio experimental. En el capítulo 4 se describe el 
material matemático y conceptual que sirve como base para sustentar este trabajo de 
tesis como un marco teórico para su desarrollo. El desarrollo principal del modelo 
propuesto y su demostración se brindan en el capítulo 5, para posteriormente mostrar los 
experimentos realizados en el capítulo 6. Las comparaciones con el método original que 
llevan a las conclusiones expuestas, se describen en el capítulo 7, dónde también se 
señalan los trabajos futuros y posibles temas de investigación derivados de la presente 
investigación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 2 
 

Antecedentes 
 
El cálculo de momentos geométricos a imágenes ha sido de gran interés desde su 
introducción en 1960, siendo el móvil principal encontrar un conjunto finito de momentos 
que pueda ser suficientemente discriminante de otros conjuntos. Para ello, los 
investigadores han utilizado gran variedad de conceptos en el diseño de nuevas 
metodologías para obtener derivaciones de momentos que permitan incrementar las 
características invariantes o reducir los errores de aproximación de su cálculo. 
 
Varias técnicas han sido creadas a partir de una derivación de las características 
invariantes de los momentos para la representación de objetos. Dichas técnicas son 
distinguidas por su definición de momentos, el tipo de datos de imagen empleados, y los 
métodos para la derivación de valores invariantes de los momentos de una imagen. 
Varias definiciones de momentos son caracterizadas mediante otras opciones de 
funciones base, las cuales pueden ser polinomios ortogonales o no ortogonales 
[10][33][35], y el muestreo de la imagen, que puede ser rectangular o polar [8][39]. Los 
momentos han sido definidos para dos dimensiones (silueta y borde) [15], tres 
dimensiones [30][38], e imágenes en niveles de gris [32]. Muchas de las caracterizaciones 
invariantes logran invariancia a la escala y la traslación del objeto mediante una 
normalización, dado que ésta es fácilmente completada sobre la base de los momentos 
de bajo orden (menor que tres) [10][25][34]. 
 
Cinco principales técnicas de caracterización invariante basadas en momentos pueden 
ser identificadas en la investigación actual [24][36][40]. El primer método, denominado en 
este capítulo como, momentos invariantes, está basado en combinaciones no lineales de 
momentos geométricos o cartesianos de dos dimensiones de bajo orden que mantienen la 
invariancia ante rotación [7]. Definiciones alternativas de momentos geométricos basadas 
en la representación polar de la imagen, momentos rotacionales, fueron también 
propuestas como una solución dadas sus propiedades de rotación simples [8][25]. 
Definiciones de momentos utilizando funciones base no correlacionadas, momentos 
ortogonales, fueron desarrolladas para reducir la redundancia de información que existe 
con los momentos convencionales [10][33][35][41]. Adicionalmente, los momentos 
ortogonales tienen transformaciones inversas simples, y pueden ser usados para 
determinar el número mínimo de momentos requeridos para reconstruir adecuadamente, 
y así caracterizar únicamente, una imagen dada. Relacionados con los momentos 
ortogonales, los momentos complejos proveen cálculos simples de momentos invariantes 
de orden arbitrario [9]. 
 
El presente capítulo menciona las principales investigaciones relacionadas con estas 
técnicas. 
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2.1 Momentos invariantes 
 
En 1960, Hu [7] deriva siete invariantes a partir de los momentos geométricos los cuales 
son combinaciones lineales de los momentos geométricos normalizados hasta orden tres, 
mismos que consiguen invariancia ante la traslación, la rotación y el cambio de escala. En 
dicha investigación Hu prueba los invariantes en el reconocimiento de caracteres [11] y 
años más tarde se emplean para clasificar imágenes binarias de aeronaves [12][15]. 
 

2.2 Momentos radiales 
 
En [8] se presenta una aproximación alternativa al cálculo de momentos invariantes 
basada en momentos radiales y angulares. Los cuales presentan características 
invariantes a rotación, traslación, reflexión y cambios de escala con la ayuda de los 
momentos regulares. Una de las ventajas de tratar con momentos angulares y radiales es 
que existe una forma de obtener los invariantes directamente, es decir, sin necesidad de 
realizar cálculos que involucran los momentos regulares como lo hace Hu. Otra de las 
ventajas ofrecidas es que no se está necesariamente restringido a potencias enteras 

positivas de r al generar los invariantes, ya que pueden obtenerse potencias de r no 

enteras.  

 

2.3 Momentos rotacionales 

 
La noción de momentos rotacionales se introduce como una alternativa a los momentos 
regulares [4]. Los momentos rotacionales están basados en la representación de la 
imagen en coordenadas polares y pueden ser usados para extender la definición de 
momentos invariantes para un orden arbitrario, de forma que asegura que sus magnitudes 
no disminuyen significativamente al incrementar el orden [36]. 

 

2.4 Momentos complejos 
 
Los momentos complejos se propone en [9] como una forma simple para la derivación de 
un conjunto de momentos invariantes. Aunque este método provee una forma eficaz de 
obtención de momentos y que son los menos susceptibles ante la presencia de ruido, 
entre las metodologías para cálculo de momentos [24], dichos momentos no son, en 
general, buenos caracterizadores [9], ya que sufren de pérdida de información, supresión, 
y redundancia de datos, lo cual limita su poder de discriminación. Posteriormente en [14] 
se redefinen las normalizaciones de imagen para el cambio de escala, traslación, rotación 
y contraste en términos de momentos complejos, y muestran también que los momentos 
invariantes son derivables de los momentos complejos de la imagen normalizada. 
 

2.5 Momentos ortogonales 
 
La función base empleada en los momentos geométricos no es ortogonal, lo cual permite 
un alto costo computacional al realizar la reconstrucción de una imagen a partir de los 
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momentos regulares. Además, los momentos regulares sufren de alto grado de 
redundancia de información, y en el caso de los momentos de alto orden existe alta 
sensibilidad con relación al ruido [18]. Así, en [10] se propone la noción de momentos 
ortogonales basada en la teoría de polinomios ortogonales para superar los problemas 
asociados con los momentos regulares. Se introduce la teoría de momentos de Zernike y 
Legendre, basados en los polinomios de Zernike y Legendre respectivamente. Una 
importante propiedad de los momentos Zernike, gracias a su ortogonalidad, es la fácil 
reconstrucción de la imagen, ya que haciendo uso de esta propiedad están capacitados 
para separar la contribución individual de sus momentos para el proceso de 
reconstrucción, donde la adición simple de dichas contribuciones individuales genera la 
imagen reconstruida [19]. Además, dichos caracterizadores pueden ser construidos para 
un orden alto debido a su independencia [27]. 
 
En [24] se probó que los momentos Zernike son menos sensibles a la presencia de ruido 
en comparación con los momentos de Legendre. En general, los momentos Zernike son 
capaces de lograr el mejor desempeño con relación a la redundancia de información y la 
representación de la imagen con respecto a las demás metodologías para cálculo de 
momentos, momentos regulares, invariantes, rotacionales, angulares y Legendre [34].  
 
El cálculo de los momentos ortogonales requiere una transformación de coordenadas del 
espacio de la imagen a un subespacio, de circulo unitario para los momentos Zernike y 
cuadrado para el caso de los momentos Legendre, además de una aproximación al 
sustituir integrales continuas por las sumatorias discretas lo cual conduce a errores 
numéricos en el cálculo. Adicionalmente, derivaciones de los momentos Zernike y 
Legendre logran la invariancia a la traslación y cambio de escala [18][19]. 
 
En [33] se propone un nuevo conjunto de caracterizadores de momentos ortogonales 
basados en los polinomios Tchevichev. La derivación de los momentos Tchevichev 
soluciona las limitaciones de los momentos ortogonales, ya que no implica 
aproximaciones numéricas de ningún tipo, dado que el conjunto base es ortogonal dentro 
del dominio discreto del espacio de coordenadas de la imagen, satisfaciendo exactamente 
la ortogonalidad. Esta propiedad hace a los momentos Tchevichev superiores a los 
momentos ortogonales convencionales, tales como momentos Zernike y Legendre, en 
función de la preservación de las propiedades analíticas necesarias para asegurar 
redundancia de información reducida en un conjunto de momentos, además de poder 
producir una reconstrucción de imagen superior [34]. Así, la normalización del espacio 
requerida en la evaluación de momentos Zernike y Legendre es eliminada, al igual que la 
necesidad de cualquier aproximación discreta. 
 
Los momentos Tchevichev pueden ser representados con una forma radial-polar de las 
coordenadas de la imagen, lo cual permite a los descriptores basados en dichos 
momentos ser invariantes a rotación [34]. En [45] se logran las derivaciones de los 
momentos Tchevichev para obtener la invariancia ante transformaciones afines y cambio 
de foco. 
 
En [35] se propone un nuevo conjunto de momentos ortogonales basados en los 
polinomios discretos de Krawtchouk. Dada la ortogonalidad los momentos Krawtchouk 
aseguran redundancia de información mínima, y al igual que los momentos Tchevichev, 
no emplean ninguna aproximación numérica para su derivación, al tener una base 
discreta. Los resultados muestran que los momentos Krawtchouk pueden ser empleados 
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para extraer características locales de una imagen, a diferencia de otros momentos 
ortogonales los cuales generalmente capturan características globales. 
 
Recientemente en [44] se introduce una nueva forma de momentos ortogonales discretos 
basada en los polinomios Hahn. Particularmente esta definición de momentos es 
investigada aplicada en la reconstrucción de imágenes. Experimentalmente, los 
momentos Hahn son comparados contra los otros momentos ortogonales discretos: 
Tchevichev y Krawtchouk. Los resultados muestran que los momentos Hahn son 
superiores a los dos métodos de momentos con respecto a la reconstrucción de 
imágenes.  
 

2.6 Otros trabajos relevantes 
 
Tres principales ramas de investigación se desprenden entorno a la teoría de momentos: 
La primera, mencionada al inicio de presente capítulo con los trabajos más relevantes al 
respecto, consiste en reducir el error que conlleva el paso de la función base de su forma 
continua a discreta y el de la redundancia de información, proponiendo la utilización de 
funciones base que permiten trabajar con imágenes digitales bajo su mismo dominio 
discreto.  
 
La segunda vertiente, se relaciona con el empleo de los momentos, o de algunas de sus 
técnicas derivadas, en casos prácticos de tareas de clasificación y utilizando imágenes de 
distinto dominio: binarias, en escala de gris, de dos y tres dimensiones, satelitales, 
médicas, etcétera. Al respecto, en [28] se utilizan los momentos de Hu como descriptores 
de vocales escritas a mano para su reconocimiento y clasificación utilizando el clasificador 
K-NN. En [50] presentan un nuevo método para el reconocimiento de objetos en 
ambientes con y sin ruido, basado en los momentos invariantes modificados y la norma 
mínima donde obtienen resultados con altos porcentajes de clasificación. De igual forma, 
en [26] se muestra el desempeño de las derivaciones invariantes a transformaciones 
afines y a cambio foco de los momentos Tchevichev utilizando imágenes de peces en tres 
dimensiones con ruido y otras con caracteres obteniendo buen desempeño reflejándose 
en altos índices de clasificación al emplear el clasificador Euclidiano. En [32] se propone 
un esquema que permite calcular de forma rápida los momentos geométricos en 
imágenes en escala de gris. Posteriormente el mismo autor, en [46], emplea los 
momentos Krawtchouk junto con el clasificador K-NN para clasificar imágenes en escala 
de gris bajo el esquema ISR como forma de representación de la imagen y facilitar el 
cálculo de los momentos mostrando resultados con altos porcentajes de clasificación. 
 
La tercera y última vertiente se enfoca en el desarrollo y obtención de nuevas propiedades 
invariantes de los momentos, ante transformaciones y distorsiones que presenten los 
objetos de interés o las imágenes que los contienen: transformaciones afines, cambios de 
contraste, brillo, etcétera. Recientemente, en [20] utilizando como domino imágenes a 
color y derivan un conjunto de expresiones a partir de combinaciones de los momentos 
geométricos los cuales consiguen invariancia a cambios fotogramétricos los cuales so 
probados de experimentalmente con imágenes tomadas en interiores y exteriores 
mostrando su eficacia. Introduce en [21] un conjunto de momentos los cuales consiguen 
la invariancia a objetos o imágenes borrosas, mismos que son también invariantes a 
transformaciones afines. Posteriormente en [22] el mismo autor propone derivaciones de 
momentos que consiguen ser invariantes ante proyecciones de la imagen. Finalmente, en 
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[18][19] y [29] se consiguen derivaciones que presentan invariancia a traslación y cambio 
de escala de los momentos Zernike, Legrendre y Tchevichev respectivamente. 
 
Como se ha mostrado, y aunque existen distintas técnicas de momentos, la más utilizada 
sigue siendo la propuesta inicialmente por Hu debido a la simplicidad de su cálculo. De 
ahí que, sea esta definición de momentos la que se utilice en el presente trabajo para 
describir y caracterizar a los objetos. 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 3 
 

Marco teórico 
 
 
En el presente capítulo de muestran los conceptos básicos, relacionados con la teoría de 
momentos y de los métodos de clasificación, necesarios para comprender los capítulos 
siguientes. 

 

3.1 Momentos geométricos 
 
Como el cálculo de momentos proporciona una útil e interesante alternativa en la 
representación de objetos en una imagen estos son usados en diferentes áreas del 
procesamiento de imágenes, tales como: en el análisis de formas y el reconocimiento de 
patrones, en particular; así como en las áreas donde la extracción y clasificación de las 
características o patrones de imágenes, y su codificación, son de vital importancia. 
 
Una manera de obtener estos invariantes es mediante el cálculo de momentos 
geométricos o cartesianos de una imagen [2][4], ya que describen su contenido, 
distribución y otras características propias de ésta. Están diseñados para obtener tanto 
información geométrica global como detallada de la imagen. 

 
Los momentos pueden ser determinados para el caso de n dimensiones. Un ejemplo 
típico que ilustra el cálculo de momentos es el de una imagen continua de dos 

dimensiones: el momento geométrico m de orden p+qexpresado como mpq, de una 

función de distribución de intensidad en el plano real f(x,y), está dado por: 

  
x y

qp

pq dxdyyxfyxm ,  (3.1) 

donde x, y  ℝ2, f(x,y) es la función característica de la imagen y p, q= 0,1,2...

Ya que py q toman todos los valores de enteros no negativos, se obtiene un conjunto 

infinito de momentos que determina unívocamente cada función f(x,y), y viceversa, cada 

valor del conjunto es determinado por f(x,y). 
 

Afortunadamente en la práctica, incluso si la función f(x,y) es complicada, no es necesario 

un número infinito de momentos para describirla adecuadamente, ya que es permitido 
discretizar la ecuación (3.1), remplazando la doble integral por una doble sumatoria, de la 
siguiente manera: 

 
x y

qp

pq yxfyxm ,           (3.2) 
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donde f(x,y) es la función característica de la imagen, x, yℤ2 son las coordenadas de la 

imagen, y p, q= 0,1,2...

 

Si además, la función representa una imagen binaria, es decir, la función f(x,y) es una 

función característica que toma el valor de 1 o 0 dependiendo de si el píxel, en las 

coordenadas (x,y), pertenece o no a la región de interés,  ; suponiendo que tiene valor 1, 

si el píxel pertenece a la región de interés (objeto) y 0 si pertenece a su complemento 

(fondo), entonces sustituyendo f(x,y)=1 en la ecuación (3.2), se obtiene la versión discreta 

para el cálculo de los momentos cartesianos de una imagen binaria, de la siguiente 
manera: 





Ryx

qp

pq yxm
,

    (3.3) 

Esta definición representa los momentos geométricos simples que si bien proporcionan 
información por sí mismos, a partir de ellos se pueden calcular otros momentos que 
cuenten con ciertas características invariantes de interés para el procesamiento de 
imágenes. 
 
 

3.1.1 Propiedades de los momentos 
 
Los valores de los momentos “simples” de bajo orden representan propiedades 
geométricas fundamentales de una distribución (objeto de interés en una imagen) o de un 
cuerpo [1][4].  
 
3.1.1.a Momentos de orden cero: área 
 
Este momento es calculado mediante:  


x y

yxm 00

00                (3.4) 

Se puede observar claramente que el momento de orden cero se calcula como la suma 
de los píxeles que pertenecen al objeto, si se habla de imágenes binarias. De esta 
manera, se obtiene la superficie de la imagen, su área o bien, la masa total del objeto, ya 
que, literalmente se habla de contar el número de píxeles que aparecen en el objeto. Sin 
embargo, en una imagen en tonos de gris, este momento es una medida de la energía del 
objeto [24][27]. 
 
3.1.1.b Momentos de primer orden: centro de masa 
 

Los dos momentos de primer orden {m10, m01} representan el centro de masa de un 

objeto. Las coordenadas dadas por {X, Y} son la intersección de las líneas, x=X y y=Y, 
paralelas a los ejes x y y respectivamente, y sobre los cuales los momentos de primer 
orden son cero. Alternativamente, x=X y y=Y representan las líneas donde toda la masa 
puede ser concentrada sin cambios en los momentos de primer orden sobre los ejes x y y 
respectivamente. En términos de coordenadas para el caso de dos dimensiones, el centro 
de masa está dado por: 

00

10

m

m
X  , 

00

01

m

m
Y        (3.5) 
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El centro de masa define la única ubicación con respecto al objeto que puede ser usada 
como punto de referencia para describir su posición dentro del campo de visión. Si un 
objeto es posicionado de tal forma que su centro de masa coincide con el origen del 
campo de visión, entonces los momentos calculados para ese objeto son referidos como 
momentos centrales (más información de los momentos centrales ver Sección 3.2.1), y se 

denotan como pq [36]. 
 
3.1.1.c Momentos de segundo orden 
 

Los momentos de segundo orden {m02, m11, m20} conocidos también como los momentos 

de inercia en física, pueden ser usados para determinar varias características útiles de un 
objeto, en particular, características relacionadas con su orientación, como puede ser: 
localización de los ejes principales, la elipse objeto y el radio de giro de un objeto. 
 
Ejes principales: los ejes principales pueden describirse como el par de ejes en los cuales 

se localizan los momentos de orden dos, mínimo y máximo (m20 y m02), y que representan 

a los ejes menor y mayor respectivamente. Es términos de  momentos, las orientaciones 
están dadas por:  













 

0220

111 2
tan

2

1




        (3.6) 

donde  es el ángulo del eje principal más cercano al eje x cuyo valor se encuentra en el 

rango -/4    /4.  

 
Elipse objeto: la elipse circundante es un disco elipsoidal con intensidad constante con la 
misma masa y momentos de orden dos del objeto original. Si esta elipse se define a 
través de dos ejes, uno mayor a, a lo largo del eje x, y otro menor b, a lo largo del eje y, 
entonces a y b pueden determinarse a partir de los momentos de orden dos mediante la 
siguiente expresión: 

 
 

00

2

11

2

20200220 42

,







 

ba    (3.7) 

Si, además, la elipse es posicionada de forma que su centro coincida con el centro de 
masa del objeto y que su eje mayor coincida con el eje principal del objeto, entonces los 
momentos de primero y segundo orden de tal elipse serán iguales a los del objeto original. 
 
Radio de giro: el radio de giro de un objeto sobre un eje es la distancia del eje a la línea 
donde toda la masa de dicho objeto puede ser concentrada sin cambios en los valores de 
los segundos momentos alrededor de dicho eje. En términos de momentos, los radios de 
giro sobre los ejes x y y, están dados por:  

00

20

m

m
Rx  , 

00

02

m

m
Ry              (3.8) 

El radio de giro alrededor del origen es el radio de un círculo centrado en el mismo lugar, 
donde es posible concentrar toda la masa de un objeto sin alterar el momento de inercia 
sobre dicho origen. El radio de giro de un objeto esta dado por: 
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11

0220



 
R        (3.9) 

 
3.1.1.d Momentos de tercer orden  
 
Los momentos de tercer orden y posteriores, son usados para describir propiedades de la 
proyección de un imagen sobre el eje x o y, más que propiedades del objeto mismo. 

 
Estos momentos, así como los de orden superior, producen información abstracta difícil 
de interpretar físicamente. Entre otras cosas, los momentos de orden tres son utilizados 
para calcular los momentos invariantes, ya que a partir de estos y los de orden menor, se 
obtienen los siete momentos invariantes de Hu [7], que, como su nombre lo indica, se 
mantienen invariantes ante rotaciones, traslaciones y cambios de escala de una imagen. 
 

3.2 Momentos invariantes 
 
En la práctica, existen ciertas transformaciones que pueden afectar deliberadamente a 
una imagen, por lo que es importante el cálculo de momentos geométricos invariantes que 
permitan reconocer imágenes, aun si han sido modificadas por algún tipo de 
transformación. Los casos típicos de transformaciones a los que está expuesta una 
imagen, como se mencionó anteriormente, son las transformaciones geométricas de 
traslación, rotación y cambios de escala. 
 
 

3.2.1 Invariantes a traslaciones: momentos centrales 
 
En el caso de traslaciones es deseable que el valor mpq se conserve constante ante 

cambios de posición del objeto sin rotaciones y cambios de escala, en otras palabras es 
deseable que: 

m’pq=mpq ; x’=x+a ; y’=y+b       (3.10) 
 
La forma de lograr lo anterior es que el origen de referencia sea movido al centroide del 
objeto. Esto da origen a los llamados momentos centrales. El centro de gravedad, también 
conocido como promedio o media aritmética, está dado por (X, Y)  calculadas a partir de 
los momentos de orden uno, con las expresiones (3.5): 

00

10

m

m
X  , 

00

01

m

m
Y            

las cuales, permiten el cálculo de los momentos invariantes a la traslación, ya que son 
calculados con respecto al centro de gravedad de la imagen; esto se logra moviendo el 
origen de referencia al centroide del objeto a partir de la expresión (3.3), de la siguiente 
manera: 

 
x y

qp

pq yxfYyXx ),()()(          (3.11) 

Dichos momentos invariantes son denotados por pq y pueden ser expresados como 

sigue: 

00 = m00 

10 = 0 
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01 = 0 

20 = m20 – Xm10 

02 = m02 – Ym01                 (3.12) 

11 = m11 – Ym10 

30 = m30 – 3Xm20 + 2m10X 

12 = m12 – 2Ym11 – Xm02 + 2Y
2
 m10 

21 = m21 – 2Xm11 – 2Ym20 + 2X
2
 m01 

03 = m03 – 3Ym02 + 2Y
2
 m01 

 
Asimismo, mediante la normalización de los momentos centrales, es posible obtener los 
momentos que proporcionan invariancia a escala geométrica. 
 
 

3.2.2 Invariantes a cambios de escala: momentos normalizados 
 
Los cambios de escala son obtenidos mediante transformaciones de coordenadas, los 
momentos invariantes a este tipo de transformación pueden conseguirse al dividir cada 
momento por un factor de normalización que cancela el efecto de escalamiento. Estos 
momentos son conocidos también como momentos geométricos normalizados o 
momentos centrales normalizados. La fórmula de los momentos centrales normalizados, 
está dada por: 







00

pq
        (3.13) 

donde  = (p+q)/2 +1 y p+q= 2,3,... 

 
 

3.2.3 Invariantes a rotaciones 
 
Con los momentos centrales pueden ser derivados los primeros cuatro invariantes de Hu, 
los cuales presentan la invariancia a traslaciones y rotaciones: 

1 = 20 + 02 

2 = (20 - 02)
2
 + 411  

3 = (20 + 302)
2
 + (321 - 03)

2
                (3.14) 

4 = (30 + 21)
2
 + (21 + 03)

2
  

 
Dichos momentos pueden ser también derivados a partir de los momentos complejos [23]. 
 
 

3.2.4 Invariantes de Hu 
 
El primer trabajo significativo sobre el empleo de momentos para el procesamiento de 
imágenes y reconocimiento de patrones, fue realizado por Hu [7][12]. Basado en la teoría 
de invariantes algebraicos, Hu derivó combinaciones absolutas y relativas de momentos 
que son invariantes con respecto a cambios de tamaño (escala), posición (traslación) y 
orientación del objeto (rotación).  
 
El método de momentos invariantes, es derivado de los invariantes algebraicos aplicados 
a la función de generación de momentos bajo la transformación de rotación. Dicho 
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conjunto de invariantes, consiste de una serie de combinaciones no lineales de los 
momentos centrales que se mantienen invariantes ante la rotación. 
 
Hu define las siguientes siete funciones, calculadas a partir de los momentos 
normalizados hasta tercer orden, los cuales mantienen la invariancia ante la traslación, 
escala y rotación de un objeto, que resultan al remplazar los momentos centrales, en las 

ecuaciones para invariantes a rotaciones, por los invariantes a escala pq, de la siguiente 

manera: 

1 = 20 + 02 

2 = (20 - 02)
2
 + 411  

3 = (20 + 302)
2
 + (321 - 03)

2
                (3.15) 

4 = (30 + 21)
2
 + (21 + 03)

2
  

5 = (30-312)(30+12)[(30+12)
2
-3(21+03)

2
]+(321-30)(21+03)[3(30+12)

2
-(21+03)

2
]  

6 = (20-02)[(30+12)
2
-(21+03)

2
] + 411(30+12)(21+03)  

7 = (321-30)(30+12)[(30+12)
2
-3(21+03)

2
]+(312-30)(21+03)[(330+12)

2
-(21+03)

2
] 

 
Sin embargo, estas funciones son de orden finito, por lo que, a diferencia de los 
momentos regulares, no son suficientes para mantener un conjunto completo de 
descriptores de una imagen. Aunque es posible derivar funciones de mayor orden con 
motivo de incrementar el número de funciones [11][27], esto resulta en la alta complejidad 
de los cálculos para dichas derivaciones, aunado a los problemas de redundancia de 
información y de error inherente al utilizar la aproximación de sumatorias [10], lo cual 
motiva a mostrar que los caracterizadores obtenidos con una combinación reducida de 
invariantes puede ser altamente discriminante al ser utilizada con el clasificador Gamma.  
 
En general, como se ha mencionado, los momentos geométricos describen cantidades 
numéricas en alguna distancia de un punto de referencia o eje. El uso de momentos para 
análisis de imágenes es sencillo si se considera un segmento de imagen binaria o en 
niveles de gris como una función de distribución de densidad de dos dimensiones (ver 
ecuación 3.2); de esta forma los momentos pueden ser usados para caracterizar dicho 
segmento de imagen. 
 
 
Ejemplo 3.1 
 
Dada la imagen binaria de la Figura 3.1.1, los valores de los momentos calculados 
utilizando las expresiones (3.15), son mostrados en la tabla 3.1.1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                 

Figura 3.1.1. Región de interés representada por una imagen binaria 
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Tabla 3.1.1. Tabla de momentos de la imagen de la Figura 3.1.1 
 

Ejemplo 3.2 
 
En la figura 3.1.2.a y 3.1.2.b, se muestran dos objetos, representando a dos clases, 
rectángulo y triángulo. Cada uno con un conjunto de elementos sometidos a distintas 
transformaciones geométricas, por ejemplo rotación, traslación y cambio de escala, y que 
en total componen 11 objetos para cada clase. 
 
 
 
 

a)                                                                    b) 
 

Figura 3.1.2. Objetos de tamaño 100x100 en formato binario, a) rectángulo y b) triángulo. 

 
En la figura 3.1.3 se observan los elementos de cada clase graficando dos rasgos dados 

por los momentos de Hu 2 y 4 tomados de las expresiones (3.15),  representados en 
dicha figura por los ejes x y y respectivamente. Adicionalmente se muestra el centroide de 

cada clase (círculo relleno) y los elementos de la clase alrededor de éste (círculos sin 
relleno). Se muestra también la desviación estándar del grupo, delineada en color gris, y 
la región de máxima pertenencia, dada por el patrón más alejado del centro, y es indicada 
por un círculo del mismo color que los elementos de la clase. 
 

 
 
 
 

Figura 3.1.3. Representación gráfica de los objetos evaluados de la Figura 3.1.2.a y 3.1.2.b. 

 

# Valor 

1 0.2278 

2 0.004114 

3 0.000627 

4 0.00002417 

5 -0.000000002975 

6 0.00000155 

7 -0.000000000000000000000004046 

 

 

 

 

 4 

 

 

 
 

                                      2 
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Los momentos de Hu graficados en este ejemplo permiten observar su utilidad como 
descriptores de objetos, ya que los valores numéricos que resultan de su cálculo 
representan de forma correcta a los objetos,  reflejándose en la gráfica del ejemplo por la 
concentración separada de los dos distintos grupos de objetos o patrones de un mismo 
tipo, rectángulo y triángulo respectivamente. 
 
Partiendo del teorema de Hu, que dice que si f(x,y) es una función de segmentos 
continuos y tiene valores distintos de cero solo en la región finita del plano (x,y), entonces 

los momentos de todos los órdenes existen. Entonces puede ser demostrado que el 
conjunto de momentos {mpq} está únicamente determinado por f(x,y), e inversamente, f(x,y) 
está únicamente determinada por {mpq} [7]. Así, dado que un segmento de imagen tiene un 

área finita, o en el peor caso, es de segmentos continuos, los momentos de todos los 
órdenes existen y un conjunto de momentos puede ser calculado y describirá de forma 
única la información contenida en ese segmento de imagen. De ahí que para caracterizar 
toda la información contenida en un segmento de imagen se requiere de un número 
infinito de valores de momentos. Parte del presente trabajo de tesis consiste en mostrar 
que un subconjunto reducido de momentos es suficiente para obtener alta discriminación 
entre objetos de clases diferentes para un problema y clasificador específicos, de ahí que 
en los experimentos del Capítulo 5, correspondiente a los resultados y su discusión, se 
utilicen estas derivaciones de invariantes para obtener los rasgos de los objetos utilizados. 
 

3.3 Otras características invariantes de los momentos 
 
Posteriormente se presentó una variación al modelo de momentos invariantes de Hu, los 
cuales ofrecen adicionalmente invariancia ante cambios de contraste [13]. Tales 
momentos son también inherentemente invariantes al tamaño, por lo que no requieren 
normalización de tamaño. Así que, en términos de los momentos de Hu, los primeros seis 
nuevos  invariantes quedan definidos como: 

1

2

1



   

21

003

2



   

3

4
3




              (3.16) 

4

5

4



   

41

6

5



   

3

4
6




   

 
Otras investigaciones semejantes han logrado la invariancia de los momentos ante  
trasformaciones afines [5], cambios de foco e iluminación [20], objetos borrosos [21], a 
proyecciones de los objetos [22],  e incluso si hay ruido presente [43]. 
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Como se ha mencionado anteriormente, diversas investigaciones en las últimas décadas 
han sido dedicadas a la investigación de nuevos invariantes [24][27] por lo que han 
ganado importancia en los últimos años [44]-[49]. Y como es de notarse, a pesar de que 
actualmente existen invariantes ante distintas transformaciones, a las cuales puede estar 
sometido un determinado objeto (ya sea transformaciones geométricas, afines, cambios 
de foco y de contraste), el número de dichas invariantes y el tipo de estos dependerá 
directamente del problema y la aplicación a resolver [24][36][38][50]. 
 
 

3.4 Técnicas de clasificación 
 
A continuación se describen las técnicas de clasificación y predicción más representativas 
correspondientes a algunos de los enfoques y técnicas comúnmente utilizadas en el 
campo del reconocimiento de patrones y de representación de información. Las distintas 
técnicas aquí mostradas servirán de referencia, de tal forma que se comprenda el 
fundamento de cada enfoque descrito utilizado para realizar el estudio comparativo con el 
clasificador Gamma. 
 
 

3.4.1 Vecino más cercano (Nearest Neighbour-NN): IB1 
 
Nearest Neighbour, NN, es un método originado en estadística. Inicialmente considerado 
para la producción de reglas; es propuesto en [51] donde se muestra un análisis 
preliminar de las propiedades de los sistemas de k vecinos más cercanos y se establece 
la consistencia del método para las variaciones de k desde 1 hasta ∞. En dicho estudio se 
evalúa numéricamente el desempeño de los k vecinos más cercanos para pequeñas 
muestras bajo criterios estadísticos de distribución normal [52]. Posteriormente es 
propuesto como clasificador de patrones en [53] y sometido a análisis en tareas de 
clasificación y predicción [54]-[56]. 
 
Los métodos basados en NN utilizan una métrica que mide la distancia entre un nuevo 
elemento y el conjunto de elementos almacenados. El nuevo elemento es clasificado 
según el tipo de su vecino más cercano. Un método basado en NN puro almacena todos 
los elementos en memoria de forma literal. Éste clasifica los nuevos elementos 
localizando el elemento más semejante, de entre los almacenados, para posteriormente 
asignar su clase. Una función de distancia es usada para determinar dicha similitud. Para 
atributos numéricos, se utiliza comúnmente la distancia Euclidiana, donde cada elemento 
es tratado como un punto en un espacio característico de n dimensiones. Se asume que 
para un punto dado en dicho espacio característico el área alrededor compartirá la misma 
clase. Además, la distancia Euclidiana asume que todas las características son 
igualmente importantes, así que comparten la misma escala en el espacio característico, y 
dicha escala es lineal a lo largo de cada eje [53].  
 
Los métodos basados en NN tomaron popularidad después que en [2][57] se mostrara 
que los más simples modelos del método podían producir excelentes resultados para una 
variedad de dominios. En dicha investigación se introduce el método IB1 como parte de 
una familia de algoritmos creados bajo distintos criterios de procesado de las muestras 
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con el objetivo de corregir o minimizar algunas desventajas mencionadas en [58], las 
cuales están inherentes en el método original de NN, tales como: 

- Alto costo de almacenamiento 
- Sensibles a la función de similitud 
- Sin criterios para el manejo de atributos faltantes 
- Dificultad para trabajar con atributos nominales 
- Sin generación de resumen de conceptos 

 
Entre las principales características del algoritmo IB1 está la utilización de la función de 
distancia Euclidiana y que cada muestra nueva se clasifica de acuerdo con su vecino más 
cercano bajo esta función y se incorpora al resto de los elementos en el conjunto de datos 
conforme estas se van introduciendo. La única variación respecto al algoritmo NN puro 
yace en la normalización lineal de los valores de los atributos, previo al procesado de las 
muestras, y en el manejo de los atributos faltantes, los cuales se asume que tienen los 
valores máximos de diferencia para tal característica en todas las otras muestras. En 
general, se menciona que el desempeño de este modelo es muy bueno, pero al igual que 
con el algoritmo NN original presenta problemas cuando se trabaja con muestras con 
ruido, con atributos ausentes o con caracterizadores irrelevantes [57]. 
 
 

3.4.2 Naïve Bayes 
 
El algoritmo de Naïve Bayes fue introducido en [2] para su uso en el área del 
reconocimiento de patrones. Este método es un modelo probabilístico el cual emplea 
como base principal el teorema de Bayes, y es uno de los más ampliamente utilizados  
[59]. 
 
Este método asume independencia condicional entre las clases, esto es, el efecto de un 
valor de atributo sobre una clase dada es independiente de los valores de los otros 
atributos. Esta suposición es hecha para reducir el costo computacional, de ahí su nombre 
naïve. El objetivo de este método es el de clasificar una nueva instancia X maximizando la 
probabilidad P(Xi|Ci)P(Ci), donde i es el índice de la clase y π el producto de todas las 

probabilidades (ver Ecuación 2.17). 

   



n

k

iki CXPCXP
1

||           (3.17) 

En general, dados un conjunto de tuplas de datos desconocidas, donde cada tupla está 
representada por un vector de n dimensiones, X=(x1, x2, …, xn) con n mediciones hechas 
sobre la tupla de n atributos, respectivamente, A1, A2, …, An; y m clases, C1, C2, …, Cm. 

Utilizando el teorema de Bayes, el clasificador Naïve Bayes calcula la probabilidad a 
posteriori de cada clase condicionada sobre el elemento desconocido X. De ahí que el 
elemento desconocido X le sea asignado la etiqueta de la clase con la máxima 
probabilidad a posteriori condicionada sobre la misma clase X. Por lo tanto, el objetivo es 
maximizar la probabilidad P(Cij|X) = P(Xj|Ci)P(Ci) = P(X). De cualquier forma, y dado que la 
probabilidad P(X) es constante para todas las clases, solo la probabilidad P(Xj|Ci)P(Ci) 
requiere ser maximizada. Si las probabilidades de clase previas no son conocidas  
entonces se asume comúnmente que las clases son igualmente probables, P(C1) = P(C2)= 

…= P(Cm), por lo que se debería maximizar P(Xj|Ci). De lo contrario se maximiza 

P(Xj|Ci)P(Ci). Las probabilidades previas de clase pueden ser estimadas por P(Ci) = si/s, 

donde si es el número de tuplas de entrenamiento de clase Ci, y s es el número de tuplas 

de entrenamiento. 
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Para reducir cálculos al evaluar P(Xj|Ci), es considerada la suposición de la independencia 

condicional de clase. Así, se supone que los valores de los atributos son 
condicionalmente independientes unos de otros, dada la etiqueta de la clase de la tupla, 
por ejemplo, que no hay relación de dependencia entre los atributos. 
 
Este método se caracteriza por su alta exactitud y desempeño en comparación con otros 
métodos de clasificación. En [60][61] se muestran los resultados de una comparación 
exhaustiva del método Naïve Bayes con algoritmos de árboles de decisión, basados en 
instancias (IB), y de reglas sobre conjuntos de datos estándar, donde se muestra el gran 
desempeño de este método incluso sobre conjuntos de datos con sustancial dependencia 
de atributos. 
 
La importancia de este clasificador radica en su base bayesiana y sobre la cual (en [2], 
pp.17) se afirma lo siguiente: “Empezamos [con la Teoría de la Decisión Bayesiana] 
considerando el caso ideal en el cual la estructura estadística inherente a las categorías 
es perfectamente conocida. Mientras que este tipo de situación raramente se presenta en 
la práctica, [esta teoría} nos permite determinar el clasificador óptimo (Bayesiano) contra 
el cual podemos comparar a todos los demás clasificadores…”. 
 
 

3.4.3 Bagging 
 
Desarrollos en la teoría de Machine learning han guiado a métodos para mejorar el 
desempeño o extender las capacidades de los esquemas de aprendizaje básicos. Este 
tipo de mejoras de desempeño son conocidos como esquemas de meta clasificación o 
meta aprendizaje, y es que estos esquemas operan a partir de la salida de la ejecución 
repetida de algún método de clasificación tomado como base [62].  
 
El método Bootstrap aggregating, o, de su acrónimo, Bagging [62], es un método de 
predicción perteneciente a los meta clasificadores y cuyo principal funcionamiento 
consiste en generar múltiples versiones de un mismo clasificador, comúnmente arboles de 
decisión, tal que utiliza estas versiones para obtener un clasificador compuesto, mejorado. 
Este clasificador obtenido promedia los resultados de todas las versiones cuando se trata 
de predecir un valor numérico y somete a votación general para clasificar cuando se trata 
de un elemento. Las versiones múltiples son formadas haciendo replicas del conjunto de 
aprendizaje mediante Bootstrap y las utiliza como nuevos conjuntos de aprendizaje.  
 
Bagging es uno de los más populares y efectivos métodos de aprendizaje compuesto [63]. 
La técnica se basa en la reducción de varianza, cuyo principal objetivo es la corrección de 
la inestabilidad provocada por la incertidumbre de estimación de parámetros, y del modelo 
mismo, utilizado en el método, de ahí que sean utilizados sobre métodos de clasificación 
inestables y de alta varianza [64]. Se dice que un clasificador es inestable si un pequeño 
cambio en el conjunto de aprendizaje implica cambios significativos en el clasificador [63]. 
 
Diversas teorías han sido propuestas sobre la efectividad del método Bagging para 
clasificación basada en la descomposición del sesgo y de la varianza [65]. Asimismo, 
resultados de pruebas sobre conjuntos de datos reales y simulados usando árboles de 
clasificación y de regresión, así como selección de subconjuntos en regresión lineal, han 
mostrado que Bagging puede dar ganancias substanciales en exactitud, donde el 
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elemento vital es la inestabilidad del método [63][66][67]. Además de indicarse que 
también reduce la porción de sesgo del error. Dado que Bagging es una técnica de 
reducción de varianza y tiende a trabajar bien para métodos con alta varianza como redes 
neuronales y métodos basados en árboles, de ahí que no mejore le desempeño de 
métodos con baja varianza como regresión lineal y análisis de discriminantes lineales. 
 
 

3.4.4 Tablas de decisión (Decision tables) 
 
Las tablas de decisión, o Decision tables en inglés, son especificaciones de conjuntos 
mutualmente disjuntos de reglas de decisión. En aplicaciones típicas, las tablas de 
decisión son diseñadas manualmente, basadas en el conocimiento previo de los vectores 
de entrada posibles y de las decisiones asociadas [68]. En algunas áreas de aplicación, 
por ejemplo en sistemas de control complejos, este tipo de conocimiento no está 
disponible, o aún peor, la relación entre entradas y decisiones no es funcional. Este 
problema fue inicialmente tratado bajo la idea de tablas de decisión en el contexto de la 
teoría de conjuntos rugosos, en el cual, los datos experimentales, más que el 
conocimiento humano, son usados como una base para la derivación o entrenamiento en 
una tabla de decisión [69]. Este esquema es extendido en [70]-[72] para hacer uso de 
información probabilística de las decisiones en la tabla de decisión, conduciendo a la 
introducción de tablas de decisión probabilística [73] en el contexto del modelo de 
conjuntos rugosos de precisión variable [72][74]. Uno de los puntos clave de interés 
cuando se derivan tablas de decisión de los datos, es la forma de aprendizaje o de 
construcción de la tabla. 
 
Una tabla de decisión esta constituida por columnas, que son etiquetadas por los 
atributos, los renglones, conformados por los objetos de interés, y las entradas de la tabla, 
representando los valores de los atributos. Los atributos de la tabla de decisión están 
divididos en dos grupos disjuntos llamados atributos de decisión y de condición 
respectivamente. Donde cada renglón de la tabla induce una regla de decisión, la cual 
especifica una solución o decisión (acción, resultados, salidas, etc.) si alguna o algunas 
condiciones son satisfechas. Si una regla determina únicamente una decisión en términos 
de condiciones, se dice entonces que la regla es cierta. De otra forma la decisión es 
incierta. Las reglas de decisión están fuertemente conectadas por aproximaciones o 
derivaciones. En resumen, las reglas de decisión ciertas describen baja aproximación de 
decisión en términos de condiciones, mientras que reglas de decisión inciertas refieren a 
las regiones en la frontera de las decisiones [75]. 
 
Con cada regla de decisión se asocian dos probabilidades condicionales llamadas 
coeficientes de certeza y de cobertura. El coeficiente de certeza expresa la probabilidad 
condicional de que un objeto, que pertenece a la clase de decisión especificada por la 
regla de decisión, satisface dichas condiciones. El coeficiente de cobertura da la 
probabilidad condicional de las razones para una decisión dada. A su vez, estos dos 
coeficientes satisfacen el teorema de Bayes, lo cual ofrece una forma de interpretación de 
los datos. 
 

De esta forma de [76] se tiene que una tabla de decisión se puede denotar como S=(U, C, 

D), donde C y D son los conjuntos disjuntos de condiciones y atributos, respectivamente 

[70][71]. 
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Sea entonces S=(U, C, D) una tabla de decisión. Se tiene que cada xU determina una 

secuencia c1(x), …, cn(x), d1(x), …, dm(x), donde {c1, …, cn}=C y {d1, …, dn}=D. 

 

La secuencia es llamada regla de decisión inducida por x (en S) y se denota por c1(x), …, 

cn(x)→ d1(x), …, dm(x) o de forma simplificada C→xD. 

 

El número supx(C,D) = |A(x)|=|C(x)∩D(x)| se llamará soporte de la regla de decisión 

C→xD y el número: 

 
||

),(sup
,

U

DC
DC x

x             (3.18) 

Será referido como fuerza de la regla de decisión C→xD donde |X| denota la cardinalidad 

de X. 

 

Con cada regla de decisión C→xD se asocia el factor de certeza de la regla de decisión, 

denotado cerr(C,D) y se define como: 

 
))((

),(

|)(|

),(sup

|)(|

|)()(|
,

xC

DC

xC

DC

xC

xDxC
DCcer xx

x






         (3.19) 

donde  
||

|)(|
)(

U

xC
xC  . 

El factor de certeza puede ser interpretado como una probabilidad condicional de que y 

pertenezca a D(x) dada y perteneciente a C(x), simbólicamente πx(D,C). 
 

Si cerx(C,D)=1, entonces C→xD es llamado una regla de decisión cierta; si 

0<cerx(C,D)<1 la regla de decisión será referida como una regla de decisión incierta. 

 

Además, el factor de cobertura de la regla de decisión, denotado como covx(C,D), se 

define como: 
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Donde  
||

|)(|
)(

U

xD
xC  , de igual forma covx(C,D)=πx(D,C). 

Si C→xD es una regla de decisión entonces D→xC es llamada una regla de decisión 

inversa. Las reglas de decisión inversas pueden ser usadas como explicaciones o 
razones para una decisión. 
 

De esta forma, si C→xD es una regla de decisión, entonces:   

 
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xDy

xDyCyC


          (3.21) 

Es la regla de aproximación más baja de la clase de decisión D(x), en las clases de 

condición C(x), mientras que el conjunto: 
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          (3.22) 

indica la aproximación más alta de la clase de decisión en las clases de condición C(y). 
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Las aproximaciones y las reglas de decisión son dos diferentes métodos para expresar 
propiedades de los datos. Las aproximaciones son apropiadas para expresar propiedades 
topológicas de los datos, mientras las reglas de decisión describen en una forma simple 
patrones no visibles de los datos. 
 
 

3.4.5 Árboles de decisión (BF-Tree) 
 
Los árboles de decisión, o en inglés BF-Tree, son considerados una de las técnicas más 
populares para la representación del conocimiento [75][77]. Este modelo analiza 
sistemáticamente la información contenida en el conjunto de datos fuente para extraer las 
reglas de los valores y las relaciones usadas comúnmente para propósitos de clasificación 
o predicción, siguiendo el esquema de divide y vencerás [78]. En comparación con otras 
técnicas de clasificación, los árboles de decisión son ampliamente aplicados en varias 
áreas dada su robustez [76][77]. 
 
Un árbol de decisión consiste en partir de forma recursiva el conjunto de datos hasta que 
todos los datos queden identificados dentro de una clase. Una estructura de árbol de 
decisión está formada por una raíz y nodos terminales y no terminales. La mayoría de los 
clasificadores basados en árboles de decisión desempeñan la clasificación en dos fases: 
la primera es la construcción o creación del árbol, y la segunda, la de podado o reducción 
de instancias. La construcción del árbol se realiza de arriba hacia abajo, fase durante la 
cual el árbol es recursivamente particionado hasta que todas las instancias perteneciente 
a una clase sean identificadas. En la fase de podado, el árbol en su totalidad es cortado 
de abajo a arriba para prevenir sobreclasificación de elementos y mejorar la exactitud de 
dicho árbol. Normalmente se mejora la exactitud de predicción y clasificación del algoritmo 
al reducir el conjunto y al eliminar las instancias con ruido junto con las que producen 
sobreclasificación. 
 
Dentro de las técnicas de representación de árboles está la del enfoque BF-Tree, en la 
cual la creación de ramas es realizada mediante la selección de la mejor partición o 
división del conjunto de datos, asignando cada partición a cada rama que extienda del 
nodo raíz. En este enfoque la selección de estos subconjuntos está basada en el 
algoritmo Boosting [79], el cual es utilizado para expandir una rama localizando la mejor 
partición del conjunto disponible, más que por un orden fijo. De esta manera se obtiene la 
máxima reducción de la impureza entre todos los nodos disponibles para dividir. Para 
lograr esta reducción, además, el BF-Tree utiliza los criterios de medición de impureza de 
los nodos basados en el índice gain y gini, obteniendo así el mejor nodo en la fase de 
crecimiento del árbol de decisión [80]. Dado que se selecciona el mejor primero (best first, 
BF), este modelo permite la utilización de criterios como Cross validation para seleccionar 
el número de expansiones, de tal forma que el podado previo y posterior sobre el árbol de 
decisión pueda ser realizado, eliminando de esta forma los elementos que conducen a 
clasificaciones erróneas, además de ramas innecesarias. 
 
Durante el proceso de construcción, tres cosas deben ser consideradas: la primera es 
encontrar el mejor atributo para representar cada nodo; la segunda es encontrar qué nodo 
en la lista de nodos será expandido posteriormente; y la tercera es establecer el punto en 
el que el árbol deberá dejar de crecer. 
 
Un BF-Tree es construido de la siguiente forma: 
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1. Se selecciona un atributo para ubicar el nodo raíz del árbol e iniciar la creación de 
ramas para este atributo bajo algún criterio; 
 

2. Se parte el conjunto de instancias de prueba en subconjuntos, uno para cada rama 
(aunque el árbol puede tener n número de ramas, es común que estas sean dos). 
Este paso es repetido para la rama seleccionada usando únicamente aquellas 
instancias de su subconjunto; 

 
3. De cada iteración, se calcula el mejor subconjunto de entre todos los subconjuntos 

disponibles para la expansión; 
 

4. El proceso se repite hasta que todos los nodos son puros o se alcanza un número 
de expansiones específico. 

 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 4 
 

Materiales y métodos 
 
 
En el presente capítulo se muestra el material requerido para entender los conceptos 
utilizados en los capítulos siguientes y que sirven como fundamento para definir el nuevo 
algoritmo del clasificador Gamma. Además, se muestran algunos conceptos adicionales 
referentes a los criterios utilizados para realizar el estudio comparativo del Capítulo 6 
correspondiente a los resultados y discusión. 

 

4.1 Clasificador Gamma 

 
En este apartado se presentan los conceptos, materiales y métodos que se requieren 
para describir y fundamentar teóricamente el clasificador Gamma. 
 
El clasificador Gamma, inicialmente introducido en [81], es un clasificador de patrones de 
alto desempeño que está basado en las memorias asociativas Alfa-Beta y cuyo principal 
operador es el operador de similitud γ. Este clasificador, que pertenece al enfoque 

asociativo de reconocimiento de patrones, trabaja en conjunto con los operadores α y β y 

el operador uβ, además de hacer uso de la codificación Johnson-Möbius modificada para 

la codificación de los patrones. 
 
A continuación se describen las bases teóricas del clasificador Gamma. De igual forma al 
final de la sección se muestra el algoritmo de dicho clasificador. Todas las definiciones 
mostradas en este apartado son tomadas directamente de [82]. 
 
 

4.1.1 Operador alfa y operador beta 

 
Los dos operadores principales de las memorias asociativas alfa-beta, para los conjuntos 
A={0,1} y B={0,1,2}, están representados por las siguientes tablas de verdad (Tabla 4.1) 

[82]: 
 
El operador α es utilizado en la fase de aprendizaje, mientras que el operador β es útil 
durante la fase de recuperación. 
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Tabla 4.1. Definición de los operadores α y β 

 

4.1.2 Operador uβ 

 

Definición 4.1 [82]. Sean el conjunto A={0,1}, un número nℤ +
 y xA

 n
  un vector binario 

de dimensión n, con la i-ésima componente representada por xi. Se define el operador uβ(x) 

como: 

   



n

i

ii xxxu
1

,      (4.1) 

Nótese que uβ (x) tiene como argumento de entrada un vector binario x de n dimensiones 

y la salida es un número entero no negativo, resultado de la expresión (4.1). 
 
 

4.1.3 Módulo y congruencia 
 
Definición 4.2 [82]. Sean a un número entero y m un número entero positivo. Se denota 
por a mod m al residuo de dividir a entre m. 

 
Dicho de otra manera, a mod m es el número entero r tal que a= qm+r y 0 ≤ r < m.   
 
Cabe mencionar que cuando dos números tienen el mismo residuo con respecto a un 
módulo m dado, se dice que son congruentes.     

 
Nótese que a ≡ b mod m, si y sólo si  a mod m = b mod m. 

 
 

4.1.4 Código binario Johnson-Möbius modificado 

 
Algoritmo 4.1 [82]. Algoritmo del Código Johnson-Möbius modificado:  

1. Sea un conjunto de números reales: 
{ r1, r2,…, ri,…, rn } 

donde n es un número entero positivo fijo. 

 
2. Si uno de los números del conjunto (por ejemplo ri) es negativo, se crea un nuevo 

conjunto transformando a través de restar ri a cada uno de los n números: 
{ t1, t2,…, ti,…, tn } 

donde tj = rj - ri ∀j{1, 2, …, n} y particularmente ti=0.  

Nota: si hay más de un negativo, se trabaja con el menor. 

α : AxA→B  

x y α (x,y) 

0 0 01 

0 1 00 

1 0 10 

1 1 01 

 

β : BxA→A  

X y α (x,y) 

00 0 0 

00 1 0 

01 0 0 

01 1 1 

10 0 1 

10 1 1 
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3. Escoger un número fijo d de decimales y truncar cada uno de los números del 

conjunto transformado (los cuales son no negativos) precisamente a d decimales. 

 
4. Realizar un escalamiento de 10d en el conjunto del paso 3, para obtener un 

conjunto de n enteros no negativos: 
{ e1, e2,…, ei,…, en } 

donde em es el número mayor. 
   

5. Así, el código Johnson-Möbius modificado para cada j=1, 2, …, n se obtiene al 
generar (em,-  ej) ceros concatenados por la derecha con ej unos. 

 
 

4.1.5 Operador Gamma de similitud 
 
El operador Gamma de similitud generalizado se relaciona, en primer lugar, a los 
operadores fundamentales de las memorias asociativas alfa-beta, aunque de una forma 
novedosa, de ahí que se nombre con la siguiente letra del alfabeto griego, gamma. En 
segundo lugar, dado que este operador indica si dos vectores son parecidos o no, 
considerando un grado de similitud θ, es que se le denomina de similitud. En este sentido, 
el argumento θ indica la tolerancia para la cual dos vectores, al compararlos, sean 

considerados similares –no obstante si son diferentes-. Por otra parte, este operador 
generaliza al operador Gamma de similitud, permitiéndole operar con vectores binarios de 
dimensiones diferentes. De [82] se toma la siguiente definición: 
 

Definición 4.3 [82]. Sean el conjunto A={0, 1}, dos números n, m  ℤ+
,  n ≤ m, x  An

 y y  

A
m dos vectores binarios, n-dimensionales y m-dimensional respectivamente, con la i-

ésima componente representada por xi y yi, respectivamente, y además, θ un número 
entero no negativo. Se define el operador gamma de similitud generalizado γg(x, y, θ) 

como:  

 
  



 


 caso otroen 0

2mod,  1
,,




 yxumsi
yxg            (4.2) 

Donde si m > n, se truncan los m - n bits izquierdos de y antes de realizar el cálculo. 
Nótese que γ(x, y, θ) tiene como argumentos de entrada dos vectores binarios n-
dimensionales x y y, y un número entero no negativo θ. 
 

 

4.1.6 Algoritmo del clasificador Gamma 
 
Como se mencionó al inicio de este apartado, este clasificador hace uso de los 
operadores fundamentales de las memorias asociativas alfa-beta, así como del operador 
Gamma de similitud generalizado, que a su vez utiliza los conceptos del operador uβ  y de 

módulo, además de poner en práctica de forma adicional sus propiedades al ser utilizado 
con patrones codificados con el código Johnson-Möbius modificado, para, de esta forma, 
llevar a cabo de manera eficaz y eficiente la tarea de clasificación de patrones. De ahí que 
este clasificador se haya denominado Gamma, y utilizando la ampliamente conocida base 
de datos iris plant en los experimentos realizados, se mostró su alto desempeño en 
cuanto a la clasificación y recuperación de patrones, por lo que es utilizado en el presente 
trabajo de tesis para probar experimentalmente su desempeño con imágenes binarias 
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haciendo uso de los momentos invariantes. De igual forma se propone un nuevo algoritmo 
para su simplificación.  
 
A continuación se presenta el algoritmo del clasificador Gamma, tal y como se propuso 
originalmente en [82]. 
 

Algoritmo 4.2 [82]. Sean los números k, m, n, pℤ+
, { x

μ 
| μ=0,1,2,…, p} el conjunto 

fundamental de patrones de cardinalidad p, donde ∀μ x
μ
ℝn

 y yℝn es un vector real de n 

dimensiones a ser clasificado. Se asume que el conjunto fundamental está particionado 
en m clases diferentes, donde cada clase tiene cardinalidad ki, i =1,2 …, m, por lo que  





m

i

i pk
1

                 (4.3) 

 
De ahí que para clasificar el patrón y, se realiza lo siguiente: 

1. Codificar cada componente de cada patrón del conjunto fundamental con el código 
Johnson-Möbius modificado, obteniéndose el valor em para cada componente 

como: 

i

j
i

m xe


1
               (4.4) 

donde  indica el valor máximo de cada componente. 
Así, la componente xj

i se transforma en un vector binario de dimensión em(j). 

 
2. Calcular el parámetro de paro ρ de la siguiente forma: 

 jem

n

j 1
               (4.5) 

donde  indica el valor mínimo del vector. 
 

3. Codificar cada componente con el código Johnson-Möbius modificado, utilizando 
las mismas condiciones que se utilizaron para codificar las componentes de los 
patrones fundamentales. En caso que alguna componente del patrón a clasificar 
sea mayor al em correspondiente (yξ>em(ξ)), igualar esa componente a em(ξ) y 
guardar su valor anterior en la variable nmaxξ. 

 
4. Realizar una transformación de índices en los patrones del conjunto fundamental, 

de manera que el índice único que tenía un patrón originalmente en el conjunto 
fundamental, por ejemplo x

μ, se convierta en dos índices, uno para la clase (por 
ejemplo la clase i) y otro para el orden que le corresponde a ese patrón dentro de 
dicha clase (por ejemplo ω). Bajo estas condiciones ejemplificadas, la notación 
para el patrón xμ, será ahora, con la transformación, xiω. Lo anterior se realiza para 

todos los patrones del conjunto fundamental. 
 
5. Inicializar θ = 0. 

 
6. Realizar la operación γg(xj

iω
, yj, θ) para cada clase y para cada componente de cada 

uno de los patrones fundamentales que corresponden a esa clase, y del patrón a 
clasificar, considerándose nmaxξ como la dimensión del patrón binario yξ.   
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7. Calcular la suma ponderada ci  de los resultados obtenidos en el paso 6, para cada 
clase i = 1, 2, …, m: 

 

i

k n

j

j

i

jg

i
k

yx

c

i


 


1 1

,,


 

    (4.6) 

8. Si existe más de un máximo entre las sumas ponderadas por clase, se incrementa 
θ en 1 y se repiten los pasos 6 y 7 hasta que exista un máximo único, o se cumpla 

con la condición de paro θ ≥ ρ. 

 

9. Si existe un máximo único, denotado por , se asigna al patrón a clasificar la clase 
correspondiente a dicho máximo: 

Cy=Cj tal que ji

m

i
cc 

1
                (4.7) 

 
10.  En caso contrario, si λ es el índice más pequeño de la clase que corresponde a 

uno de los máximos, se asigna al patrón a clasificar la clase Cλ.  

 
Nótese que como los patrones con los que se opera γg(xj

iω
, y, θ) en este algoritmo están 

codificados con el código Johnson-Möbius modificado, todos los patrones en la i-ésima 
componente tendrán la misma dimensión em(j), siendo la única excepción cuando yξ>em(ξ), 
en cuyo caso se trunca a em(ξ) y γg(xj

iω
, yj, θ) toma mgammaξ  como dimensión de yξ. 

 
 

4.2 Evaluación del desempeño de clasificación 
 
El desempeño de los clasificadores es medido en términos de porcentaje de recuperación. 
El clasificador predice la clase de cada instancia etiquetándolas como correcta, si esta fue 
exitosa, o errónea en el caso contrario. Así, el factor de recuperación es la proporción de 
aciertos realizado sobre un conjunto completo de instancias y es utilizado para medir de 
forma estadística el desempeño de un clasificador.  
 
Uno de los métodos más ampliamente utilizados en la literatura para la estimación del 
desempeño de un clasificador es el llamado Cross validation [80].  
 
Cross validation es una técnica estadística utilizada en el campo de la inteligencia artificial 
para estimar el desempeño de un clasificador, la cual consiste en partir el conjunto de 
datos de prueba del clasificador en determinado número (k) de partes (folds). De tal forma 
que una de las partes sea tomada como conjunto de prueba, y las (k-1) restantes para 

conjunto de datos de entrenamiento. Este procedimiento es repetido para cada una de los 
subconjuntos obtenidos (k). Al final, el factor resultante es obtenido al aplicar la media 
aritmética sobre los resultados de cada una de las (k) iteraciones (Figura 4.1).  

 
Cross validation es una variante del método Holdout, el cual consiste en dividir el conjunto 
de datos de muestra en dos partes de forma que cada uno se emplee en la fase de 
entrenamiento y de recuperación respectivamente [83]. El factor final es el resultado de 
recuperación de este único proceso. Aunque este método es muy rápido, dado que sólo 
requiere la iteración de un único conjunto de prueba, este no se considera un método 
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confiable ya que la muestra considerada para realizar la fase de entrenamiento podría no 
ser la de mejor calidad de las del conjunto en cuanto a la utilidad de la información 
provista por sus elementos.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 4.1. k-fold cross validation, con k=4. 

 
Una derivación directa de Cross validation es Leave one out, la cual consiste en realizar la 
partición del conjunto en muestras del tamaño del conjunto a evaluar, es decir, que se 
hacen tantas muestras como haya elementos en el conjunto, tal que la cardinalidad de 
cada subconjunto es 1, de ahí el nombre del método, dejando únicamente un elemento 
para la etapa de prueba y el (n-1) restante para entrenamiento. Cada elemento o patrón 

en el conjunto es considerado en ambas etapas, entrenamiento y recuperación por lo 
menos una vez, haciéndolo un método muy preciso, pero lento. Similar a Cross validation, 

el proceso es repetido n veces y de la misma manera el resultado es obtenido al aplicar la 

media aritmética de todos los resultados de las iteraciones.  
 
A pesar de que el método Leave one out involucra la evaluación de todos los elementos 
en el conjunto, de ahí su alto costo computacional, y a diferencia de los anteriores, este 
presenta dos ventajas: la primera, al tener como conjuntos de entrenamiento grandes 
cantidades de datos en cada iteración se incrementa la posibilidad de que el clasificador 
sea más preciso; y la segunda, es que el procedimiento se vuelve determinístico al 
eliminar las muestras aleatorias, produciendo los mismos resultados sin importar las 
veces que se repita la evaluación. 
 

Entrenamiento 

Recuperación 

Entrenamiento 

Recuperación 

Entrenamiento 

Recuperación 

Entrenamiento 

Recuperación 





n

i

iE
n

E
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Conjunto fundamental 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 5 
 

Método propuesto 
 
 
En el Capítulo 3 se dieron algunos métodos para extracción de rasgos de una imagen a 
partir del cálculo de momentos geométricos, rasgos con propiedades invariantes a 
algunas trasformaciones lineales de la imagen. 
 
En el Capítulo 4 se introdujeron los conceptos necesarios para poder desarrollar el 
presente capítulo, el de principal interés de este trabajo de tesis, en el cual se muestra 
experimentalmente el desempeño del clasificador Gamma con imágenes binarias, 
utilizando como descriptores de estas, distintas combinaciones probadas de los 
momentos invariantes de Hu.  
 
Finalmente, se introduce un nuevo algoritmo para simplificar el clasificador Gamma. Este 
algoritmo ofrece entre sus principales mejoras, la reducción de los pasos que involucran la 
codificación de las componentes en código Johnson-Möbius modificado, paso cuyo 
cálculo presenta alta latencia, en términos de costo computacional. 
 

5.1 Algoritmo del clasificador Gamma simplificado 
 
El clasificador Gamma, aunque ha mostrado tener un desempeño sobresaliente en 
comparación con los mejores clasificadores de la literatura, mostrando tener resultados 
semejantes, e incluso superiores para algunos experimentos, presenta inconvenientes en 
cuanto al consumo de recursos computacionales requeridos para tratar componentes 
numéricas con cifras compuestas por conjuntos grandes de dígitos. Este problema se 
presenta específicamente al codificar en código Johnson-Möbius modificado, ya que de 
forma general esta codificación requiere que se modele, en unos, el número entero de la 
componente previamente escalada y trasladada. Sin mencionar los cálculos posteriores 
para procesar el patrón desconocido a clasificar con el operador α para cada elemento de 
la componente codificada. Si bien las operaciones a las cuales son sometidas las 

componentes codificadas son simples (operadores α y β, módulo y uβ), lo que eleva el 

costo computacional son las largas iteraciones sobre las codificaciones de las 
componentes haciendo compleja y poco factible su implementación con números grandes. 
 
De ahí que, y como parte de las contribuciones de este trabajo, se muestre un nuevo 
algoritmo para el clasificador Gamma que permite reducir en gran medida el costo 
computacional implicado en la codificación de las componentes y sus operaciones con el 
patrón a clasificar. Mediante la eliminación de dicha codificación y permitiendo el trato 
directo con las componentes en términos de enteros positivos, se consigue la 



CAPÍTULO 5. Método Propuesto 

 

 

32 

 

simplificación del algoritmo, dejando así el esfuerzo de procesado, únicamente, en las 
iteraciones de comparación del conjunto fundamental contra el patrón a clasificar. 
 
A continuación se muestra el algoritmo del clasificador Gamma con el criterio propuesto 
de mejora para su simplificación, el cual fue implementado para ser probado en la 
ejecución de los conjuntos de experimentos descritos en el siguiente capítulo, 
correspondiente a los resultados y discusión: 
 

Definición 5.1. Sean dos números n, m  ℤ+
,  n ≤ m, x y y  ℤ+, y además, θ un número 

entero no negativo. Se define el operador gamma de similitud simplificado γs(x, y, θ) de la 

siguiente manera: 

 
    



 


 caso otroen 0

,,  1
,,




unosYunosXcerosYcerosXmsi
yxs

          (5.1) 

donde  indica el valor mínimo de entre los valores dados; si m>n, se truncan los m-n bits 
izquierdos de y antes de realizar el cálculo; y cerosX=(em-x), unosX=(x), cerosY=(em–y) y 
unosY=(y). Con em el máximo valor de todas las componentes para el índice dado.  

  
Nótese que γs (x, y, θ) tiene como argumentos de entrada dos enteros positivos x y y, y un 
número entero no negativo θ.     

 

Algoritmo 5.1 Sean los números k, m, n, pℤ+
, { x

μ
| μ=0,1,2,…, p} el conjunto fundamental 

de patrones de cardinalidad p, donde ∀μ x
μ
ℝn

 y yℝn es un vector real de n dimensiones 

a ser clasificado. Se asume que el conjunto fundamental está particionado en m clases 
diferentes, donde cada clase tiene cardinalidad ki, i =1, 2, …, m, por lo que 





m

i

i pk
1

              (5.2) 

 
De ahí que para clasificar el patrón y, se realiza lo siguiente: 

1. Calcular el parámetro de paro ρ de la siguiente forma: 

 jem

n

j 1
               (5.3) 

donde  indica el valor mínimo del vector. 
 

2. En caso que alguna componente del patrón a clasificar sea mayor al em 
correspondiente (yξ>em(ξ)), igualar esa componente a em(ξ) y guardar su valor 
anterior en la variable nmaxξ. 

 
3. Realizar una transformación de índices en los patrones del conjunto fundamental, 

de manera que el índice único que tenía un patrón originalmente en el conjunto 
fundamental, por ejemplo x

μ, se convierta en dos índices, uno para la clase (por 
ejemplo la clase i) y otro para el orden que le corresponde a ese patrón dentro de 
dicha clase (por ejemplo ω). Bajo estas condiciones ejemplificadas, la notación 
para el patrón xμ será ahora, con la transformación, xiω. Lo anterior se realiza para 

todos los patrones del conjunto fundamental. 
 
4. Inicializar θ = 0.  

 



CAPÍTULO 5. Método Propuesto 

 

 

33 

 

5. Calcular la suma ponderada ci para cada clase i = 1, 2, …, m: 

 

i

k n

j

j

i

js

i
k

yx

c

i


 


1 1

,,


 

     (5.4) 

6. Si existe más de un máximo entre las sumas ponderadas por clase, se incrementa 
θ en 1 y se repiten los pasos 5 y 6 hasta que exista un máximo único, o se cumpla 

con la condición de paro θ ≥ ρ. 

 

7. Si existe un máximo único, denotado por , asignar al patrón a clasificar la clase 
correspondiente a dicho máximo: 

Cy=Cj tal que ji

m

i
cc 

1
                (5.5) 

 
8.  En caso contrario, si λ es el índice más pequeño de la clase que corresponde a 

uno de los máximos, se asigna al patrón a clasificar la clase Cλ.  
 
Nótese los patrones con los que opera la nueva definición γs (xj

iω
, y, θ), que en este 

algoritmo trabajan con las componentes escaladas y trasladadas directamente como 
resultado de las dos restas y la suma, obteniéndose de esta forma el equivalente al 
operador uβ y eliminando completamente las operaciones relacionadas con los vectores 
binarios y de los operadores α y β. De ahí que el alto costo computacional, al tratar con 

números grandes expresados en vectores binarios de gran tamaño, sea eliminado. 
  
Ejemplo 5.1 Sean los patrones fundamentales: 



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

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





















9.1

1.5

7.2

8.5

6x , 

agrupados en tres clases C1={x
1
, x

2
}, C2={x

3
, x

4
} y C3={x

5
, x

6
}; 

Clasificar el patrón 























3.0

4.1

4.3

6.4

y  

 

Se puede observar que la dimensión de los patrones es n=4, y que se tienen m=3 clases, 

donde las clases agrupan k1=2, k2=2 y k3=2 patrones, respectivamente. Se realizan las 

operaciones de escalamiento de componentes requeridas para proceder con el algoritmo, 
quedando los patrones de la siguiente manera: 























2

16

34

48

1x , 























2

13

30

44

2x , 























13

43

29

64

3x , 























16

51

27

60

4x , 























25

60

33

63

5x ,























19

51

27

58

6x  y 























3

14

34

46

y  

 
Entonces siguiendo los pasos del algoritmo:  
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1. Dado que em(1)=64, em(2)=34, em(3)=60, em(4)=25, se tiene que el parámetro de 

paro ρ: 

 jem
j

3

1
  = 25 

2. Se utilizan las mismas em(j), las cuales se mantienen igual, dado que ninguna 

componente del patrón a clasificar es mayor. 

3. Se agrupan los patrones fundamentales de acuerdo con sus clases C1={x
1
,x

2
}, 

C2={x
3
,x

4
} y C3={x

5
,x

6
}, de la siguiente manera: x

1
→x

11
, x

2
→x

12
, x

3
→x

21
, x

4
→x

22
, 

x
5
→x

31
 y x

6
→x

32
. 

4. Se asigna θ = 0. 

5. Se realiza el cálculo para clasificar el patrón y. 

 0,, 1

1

11

1 yxs =0  0,, 1

2

11

2 yxs =0  0,, 1

3

11

3 yxs =0  0,, 1

4

11

4 yxs =0 

 0,, 1

1

12

1 yxs =0  0,, 1

2

12

2 yxs =0  0,, 1

3

12

3 yxs =0  0,, 1

4

12

4 yxs =0 

 0,, 1

1

21

1 yxs =0  0,, 1

2

21

2 yxs =0  0,, 1

3

21

3 yxs =0  0,, 1

4

21

4 yxs =0 

 0,, 1

1

22

1 yxs =0  0,, 1

2

22

2 yxs =0  0,, 1

3

22

3 yxs =0  0,, 1

4

22

4 yxs =0 

 0,, 1

1

31

1 yxs =0  0,, 1

2

31

2 yxs =0  0,, 1

3

31

3 yxs =0  0,, 1

4

31

4 yxs =0 

 0,, 1

1

32

1 yxs =0  0,, 1

2

32

2 yxs =0  0,, 1

3

32

3 yxs =0  0,, 1

4

32

4 yxs =0 

 

Se suman los resultados anteriores y se tiene que C1=0, C2=0  y C3=0. Dado que 

no hay un resultado superior a los otros, se incrementa θ = 1, y se realizan de 

nuevo los cálculos: 

 1,, 1

1

11

1 yxs =0  1,, 1

2

11

2 yxs =0  1,, 1

3

11

3 yxs =0  1,, 1

4

11

4 yxs =0 

 1,, 1

1

12

1 yxs =0  1,, 1

2

12

2 yxs =0  1,, 1

3

12

3 yxs =0  1,, 1

4

12

4 yxs =0 

 1,, 1

1

21

1 yxs =0  1,, 1

2

21

2 yxs =0  1,, 1

3

21

3 yxs =0  1,, 1

4

21

4 yxs =0 

 1,, 1

1

22

1 yxs =0  1,, 1

2

22

2 yxs =0  1,, 1

3

22

3 yxs =1  1,, 1

4

22

4 yxs =0 

 1,, 1

1

31

1 yxs =0  1,, 1

2

31

2 yxs =0  1,, 1

3

31

3 yxs =0  1,, 1

4

31

4 yxs =0 

 1,, 1

1

32

1 yxs =1  1,, 1

2

32

2 yxs =0  1,, 1

3

32

3 yxs =1  1,, 1

4

32

4 yxs =1 

 

Nuevamente se suman los resultados anteriores y se tiene que C1=0, C2=1/2  y 

C3=3/2. 

6. Existe un máximo único tal que 
2

3
3

3

1



cci

i
 

  

Finalmente, al patrón y se le asigna la clase C3.    ■ 

 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 6 
 

Resultados y discusión 
 
 
En éste capítulo se detalla el conjunto de ejercicios realizados, con la finalidad de mostrar 
experimentalmente el desempeño del clasificador Gamma con imágenes binarias 
caracterizadas con los invariantes de Hu, utilizando un nuevo algoritmo del clasificador 
Gamma. Este capítulo evalúa el desempeño del clasificador Gamma con distintos 
conjuntos de prueba y a continuación se presenta el detalle. 
 
Los experimentos realizados se implementaron en un programa de computadora 
utilizando Borland C++ Builder 6.0 como plataforma de desarrollo. Dicho programa se 
ejecutó en una computadora personal con microprocesador de la familia CORE i7 de Intel 
de 64 bits a 2.9 MHz, con 6 GB de memoria DDR3 SDRAM a 1333 MT/s y con disco duro 
de 750 GB a 5400 rpm, sobre el sistema operativo Windows 7 Home Edition x64 bits. 
 
En cuanto a los conjuntos de datos de las imágenes utilizadas en los experimentos, se 
explotaron fuentes de datos creadas de forma artificial, las cuales son descritas en la tabla 
6.1. Cada clase en los conjuntos de prueba está conformada por un conjunto de 
elementos los cuales presentan alguna transformación geométrica, por ejemplo rotación, 
traslación o cambio de escala. Los criterios considerados para aplicar estas 
transformaciones geométricas fueron: para cambio de escala, replicación de píxeles, y 
para la rotación, el del punto más cercano. Para todos los experimentos mencionados se 
utilizaron imágenes binarias (1 bit de profundidad) en formato .bmp, de tamaño 100x100 

píxeles, salvo en el caso del conjunto de datos número 2 donde se tratan imágenes entre 
100x100 y 200x200 píxeles. Las transformaciones geométricas fueron realizadas utilizando 
el editor de imágenes Microsoft Photo Editor. 

 
 
# 

 
CONJUNTO DE DATOS 

 
ELEMENTOS 

 
CLASES 

 

INSTANCIAS 
POR CLASE 

 
OBSERVACIONES 

1 Dígitos 0-9 110 10 11 Imágenes de 100x100 con tipo de 
letra Arial 

2 Alfabeto en mayúsculas (A-Z) 286 26 11 Imágenes de entre 100x100 y 
200x200 con tipo de letra Arial 

3 Alfabeto en mayúsculas (A-Z) 286 26 11 Imágenes de 100x100 con tipo de 
letra Times New Roman 

4 Alfabeto en minúsculas (a-z) 286 26 11 Imágenes de 100x100 con tipo de 
letra Times New Roman 

 
Tabla 6.1. Relación de conjuntos de datos. 

 
Los algoritmos de clasificación presentados en los estudios comparativos son tomados de 
la plataforma de Machine Learning, WEKA [83][84]. Misma que se utilizó como medio 
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estandarizado de pruebas. WEKA es una herramienta informática, la cual tiene como 
objetivo principal servir de apoyo para la aplicación de técnicas de representación de  
información en el área de Machine Learning para una variedad de problemas del mundo 
real. WEKA esta orientada a proveer un marco de trabajo para los especialistas. En 
general, esta herramienta provee un ambiente integrado el cual no sólo da fácil acceso a 
distintas técnicas de representación de información sino que además incorpora 
herramientas para el pre y post procesamiento, esenciales cuando se trabaja con 
conjuntos de datos reales. Asimismo, y para complementar las herramientas básicas, 
WEKA ofrece un conjunto de utilidades adicionales para la manipulación de datos, 
visualización de resultados, vinculación con bases de datos, con técnicas de evaluación 
de desempeño como Cross validation y comparación de distintos conjuntos de reglas, 
motivo por el cual se utilizará de apoyo en la parte experimental de este trabajo.  
 
Para la parte experimental se seleccionaron seis de los algoritmos pertenecientes a los 
enfoques de clasificación más representativos descritos en el capítulo de antecedentes de 
este trabajo, implementados en WEKA, los cuales se muestran en la tabla 6.2. 
 

 

# 
 

CLASIFICADOR 

1 IB1 

2 Naïve Bayes 

3 Bagging 

4 Decision Table 

5 BF Tree 

6 Multilayer Perceptron 

 
Tabla 6.2. Clasificadores evaluados. 

 
Parte importante del reconocimiento de patrones consiste en seleccionar un conjunto 
apropiado de atributos que nos permitan representar de forma única a nuestras imágenes. 
Las técnicas basadas en momentos han sido ampliamente usadas, dadas sus cualidades 
discriminantes, de ahí que, y como se ha mencionado en los capítulos anteriores, estos se 
han utilizado en este trabajo como caracterizadores, específicamente los invariantes de 
Hu, Ф2 y Ф4, tomados de las expresiones (3.15), debido a que experimentalmente han 
mostrado tener mayor poder de discriminación [24]. 
 
El capítulo se organiza de la siguiente manera: se presenta de forma inicial, en el 
apartado 6.1, la comparación del desempeño del clasificador Gamma con los algoritmos 
arriba mencionados, mostrando dos ejecuciones para cada conjunto de prueba donde se 
manejan dos distintas longitudes para truncar los decimales de los atributos, 6 y 8 
decimales. De igual forma, en el apartado 6.2 se presenta la comparación del desempeño 
de los clasificadores para señalar el impacto del llamado factor de olvido en estos. La 
evaluación del desempeño de los clasificadores para el primer experimento es realizada 
mediante el criterio de estimación Leave one out [2][80][83], mientras que para el segundo 
caso es mediante la recuperación de cada uno de los elementos utilizados para 
entrenamiento. Por último, se comparan los tiempos de respuesta del algoritmo Gamma 
simplificado propuesto contra el del Gamma original para señalar la diferencia de la 
optimización en términos de tiempo de ejecución de la recuperación de un patrón de 
prueba cualquiera. 
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6.1 Desempeño del clasificador Gamma 
 
En este apartado se muestran los resultados correspondientes a los porcentajes de 
recuperación de los conjuntos de datos de la tabla 6.1 para los clasificadores listados en 
la tabla 6.2, bajo el siguiente procedimiento: 
 

1. Configurar un conjunto de m clases de imágenes, cada una con un número de 

elementos formados por transformaciones geométricas de la imagen original o 
representante de la clase. Particularmente con las que los momentos de Hu 
presentan invariancia, esto es, rotación, traslación y cambio de escala. 

2. Obtener los siete momentos invariantes de cada una de las imágenes que 
conforman el conjunto fundamental, esto es, para cada una de las imágenes 
miembro de cada una de las clases en el conjunto. 

3. Escoger una combinación de momentos con la cual se desea probar al 
clasificador. Específicamente la conformada por los momentos Ф2 y Ф4 de las 
expresiones de Hu de las expresiones (3.15). 

4. Ejecutar el análisis de la combinación dada mediante la técnica de evaluación 
Leave one out, utilizando el algoritmo 5.1 para el clasificador Gamma simplificado. 

5. Para la misma combinación, probar con cada uno de los métodos de clasificación 
de la tabla 6.2 utilizando la plataforma WEKA para comparar el resultado obtenido. 

6. Asentar en una tabla comparativa los resultados agregando los comentarios y 
conclusiones correspondientes.  

 
La tabla 6.3 ilustra los porcentajes de clasificación de los conjuntos de datos de la tabla 
6.1 para cada clasificador. El criterio de estimación utilizado para realizar la evaluación es 
Leave one out estratificado. Cabe mencionar que para que un conjunto se considere 
estratificado este debe tener en cada clase o tipo que lo conforman igual número de 
elementos, es decir, que cada una de las clases esta balanceada. Los porcentajes más 
altos están mostrados en negritas. Se puede notar que el incremento en el número de 
decimales de 6 a 8 para truncar los valores no representa impacto significativo en el 
porcentaje de clasificación mostrado para los clasificadores, excepto para el clasificador 
Gama, el cual muestra una variación considerable con lo que logra superar claramente a 
los demás clasificadores. Sin embargo, para el clasificador Gama la precisión considerada 
si conlleva a que se obtengan mejores porcentajes de recuperación. 
 

 Porcentaje de Clasificación (Leave one out)  

 Dígitos (0-9) Alfabeto (A-Z) - Arial 

 

Alfabeto (A-Z) – Times 
New Roman 

 

Alfabeto (a-z) – Times New 
Roman 

 

CLASIFICADOR 6 8 6 8 6 8 6 8 PROM 

Clasificador Gamma 92.73% 100.00% 81.82% 98.95% 95.10% 100.00% 95.45% 100.00% 96% 
Bagging 83.64% 84.55% 95.10% 95.45% 89.51% 89.51% 86.71% 86.71% 89% 

IB1 80.00% 80.00% 94.06% 94.06% 87.06% 87.06% 87.76% 87.76% 87% 
Näive Bayes 75.45% 76.36% 83.57% 84.97% 84.27% 84.27% 88.46% 87.76% 83% 
Decision Table 82.73% 82.73% 77.27% 76.57% 71.68% 70.98% 68.18% 68.18% 75% 
BF Tree 0.00% 0.00% 84.27% 71.33% 86.36% 86.71% 88.11% 88.11% 63% 
Multilayer Perceptron 67.27% 67.27% 54.90% 54.90% 62.24% 62.24% 43.71% 43.71% 57% 
 

Tabla 6.3. Porcentajes de recuperación de los clasificadores analizados 
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Figura 6.1.Gráfica comparativa del desempeño de los clasificadores 

 

 
 

Figura 6.2.Gráfica vertical del desempeño de los clasificadores 

 
El clasificador Gamma mostró tener el mejor desempeño, demostrando ser bastante apto 
para trabajar con imágenes binarias. De los experimentos realizados se observa que su 
desempeño no sólo es competitivo, sino que incluso sus porcentajes de clasificación 
resultan ser mayores que los obtenidos por los clasificadores probados, como se muestra 
en las gráficas 6.1 y 6.2. 
 

6.2 Factor de olvido 
 
El factor de olvido es un fenómeno que se presenta cuando un clasificador es incapaz de 
clasificar un patrón a pesar de que éste haya formado parte de su conjunto de 
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entrenamiento [81]. Al ser ésta una característica cuya presencia es deseable que sea 
mínima o nula, en general, esta presente en prácticamente todos los clasificadores. A 
diferencia de la gran mayoría de clasificadores, el clasificador Gamma, al pertenecer al 
enfoque asociativo del reconocimiento de patrones, es capaz de recuperar o clasificar 
todos los elementos del conjunto fundamental, esto es, reconocer de forma correcta cada 
patrón con el que se ha aprendido. 
 
El procedimiento utilizado es el siguiente: 

1. Configurar un conjunto de m clases de imágenes, cada una con un número de 

elementos formados por transformaciones geométricas de la imagen original o 
representante de la clase. Particularmente con las que los momentos de Hu 
presentan invariancia, esto es, rotación, traslación y cambio de escala. 

2. Obtener los siete momentos invariantes de cada una de las imágenes que 
conforman el conjunto fundamental, esto es, para cada una de las imágenes 
miembro de cada una de las clases en el conjunto. 

3. Escoger una combinación de momentos con la cual se desea probar al 
clasificador. Específicamente la conformada por los momentos Ф2 y Ф4 de las 
expresiones (3.15). 

4. Evaluar el desempeño del clasificador utilizando el algoritmo 5.1 para el 
clasificador Gamma simplificado. El criterio para evaluar el desempeño fue el de 
utilizar los conjuntos fundamentales de los conjuntos de datos de la tabla 6.1 como 
datos de entrenamiento para posteriormente tomar uno a uno los patrones para su 
clasificación. El proceso se repitió para todos los elementos en los conjunto de 
datos y el resultado final se obtuvo de aplicar la media aritmética a todos los 
resultados de las p iteraciones de cada conjunto de datos. Donde p corresponde a 

la cardinalidad de cada conjunto. 
5. Para la misma combinación, probar con cada uno de los métodos de clasificación 

de la tabla 6.2 utilizando la plataforma WEKA para comparar el resultado obtenido. 
6. Asentar en una tabla comparativa los resultados agregando los comentarios y 

conclusiones correspondientes.  
 
En la tabla 6.4 se ilustran los porcentajes de clasificación obtenidos.  
 

 Porcentaje de Clasificación (Factor de olvido)  

 Dígitos (0-9) Alfabeto (A-Z) - Arial 

 

Alfabeto (A-Z) – Times 
New Roman 

 

Alfabeto (a-z) – Times New 
Roman 

 

CLASIFICADOR 6 8 6 8 6 8 6 8 PROM 

IB1 100.00% 100.00% 100.00% 100.00% 100.00% 100.00% 100.00% 100.00% 100% 
Clasificador Gamma 94.55% 100.00% 94.06% 99.65% 98.95% 100.00% 98.95% 100.00% 98% 
Bagging 97.27% 97.27% 97.20% 97.20% 94.76% 94.76% 96.15% 96.15% 96% 
Decision Table 88.18% 88.18% 86.36% 90.56% 88.81% 88.81% 87.06% 87.06% 88% 
BF Tree 70.00% 70.00% 90.21% 90.91% 95.80% 96.15% 95.10% 94.76% 88% 
Näive Bayes 76.36% 84.55% 88.11% 89.16% 87.76% 89.51% 91.96% 92.31% 87% 
Multilayer Perceptron 76.36% 76.36% 58.04% 58.04% 65.38% 65.38% 50.70% 50.70% 63% 
 

Tabla 6.4. Porcentajes de recuperación de los clasificadores analizados para estimar el factor de olvido 

 
Se puede notar que, y de forma semejante a los resultados del apartado anterior, el 
incremento en el número de decimales de 6 a 8 para truncar los valores representa una 
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variación significativa en los porcentajes de clasificación mostrados. De los cuales, 
particularmente el clasificador Gamma resulta beneficiado reflejándose en el aumento de 
sus porcentajes emparejando al IB1 (Gráficas 6.3 y 6.4). 
 

 
 

Figura 6.3. Gráfica comparativa del desempeño de los clasificadores para estimar el factor de olvido 

 

 
 

Figura 6.4. Gráfica vertical del desempeño de los clasificadores para estimar el factor de olvido 

 
El clasificador Gamma junto con el IB1 demuestran ser robustos al factor de olvido, al 
observarse el impacto de este reflejado en el desempeño del resto de los clasificadores, 
los cuales consiguen tener muy bajos porcentajes de recuperación considerando que el 
conjunto de prueba es el mismo con el que se entrenó. 
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6.3 Rendimiento del algoritmo propuesto 
 
Dentro de las contribuciones del presente trabajo esta la de proponer un nuevo algoritmo 
para el clasificador Gamma. De ahí que este apartado tenga como objetivo presentar los 
resultados en lo referente a los tiempos registrados de los algoritmos del clasificador 
Gamma original y el Gamma simplificado. Los algoritmos son  sometidos a dos conjuntos 
de experimentos: el primero consiste en comparar los tiempos de ambos algoritmos 
incrementando el número de decimales a truncar las componentes, esto para 4, 6 y 8 
decimales; y el segundo, consiste en mostrar los tiempos de los algoritmos al incrementar 
el número de rasgos a considerar de los patrones. 
 
Los experimentos son realizados utilizando el conjunto de prueba conformado por el 
alfabeto en minúsculas con tipo de letra Times New Roman descrito en la tabla 6.1 y 
utilizado en los apartados anteriores. Asimismo, cada experimento tiene dos casos: en el 
primer caso se evalúa un patrón conocido, y para el segundo, uno desconocido, es decir, 
que se toma el tiempo de recuperación al clasificar un patrón tomado del conjunto 
fundamental y para el segundo se toma un patrón que no pertenece al conjunto, 
respectivamente.  
 
En las tablas 6.5 y 6.6 se muestran los tiempos de las ejecuciones truncando las 
componentes de los patrones a 4, 6 y 8 decimales, utilizando un patrón conocido y uno 
desconocido respectivamente. 

 
Tiempo de ejecución  

por número de decimales (ms) 

ALGORITMO 4 6 8 

Gamma Original 0.016 0.67 66.924 

Gamma Simplificado 0 0 0.016 

 
Tabla 6.5. Registro de tiempos truncando decimales para un patrón conocido  

 

 
Tiempo de ejecución  

por número de decimales (ms) 

ALGORITMO 4 6 8 

Gamma Original 0.015 0.702 69.811 

Gamma Simplificado 0 0.031 2.745 

 
Tabla 6.6. Registro de tiempos truncando decimales para un patrón desconocido  

 

En las gráficas 6.7 y 6.8 correspondientes a las tablas 6.5 y 6.6 respectivamente, se 
observa que el algoritmo propuesto obtiene tiempos menores que los del algoritmo 
original, además de notarse que los tiempos obtenidos con el algoritmo original aumentan 
en orden mayor en comparación con el algoritmo simplificado, cuando el número de 
decimales truncados es incrementado, particularmente de 6 a 8 decimales. 
 
Cabe hacer mención que la precisión del tiempo tomado es de milisegundos. De ahí, que 
los tiempos indicados como 0, en las tabla de resultados, sugieran tiempos menores a un 
milisegundo. 
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Figura 6.5. Gráfica de los tiempos de con distinto nivel de truncamiento para un patrón conocido. 

 

 
 

Figura 6.6. Gráfica de los tiempos de con distinto nivel de truncamiento para un patrón desconocido 

 
En las tablas 6.7 y 6.8 se muestran los tiempos de las ejecuciones para distinto número 
de rasgos de los patrones, utilizando un patrón conocido y uno desconocido 
respectivamente. Para los experimentos realizados se utilizó truncamiento de 6 decimales 
para cada una de las componentes. 
 

 Tiempo de ejecución por número de rasgos (ms) 

ALGORITMO {Ф1} {Ф1,Ф2} {Ф1,Ф2,Ф3,Ф4} {Ф1,Ф2,Ф3,Ф4,Ф5,Ф6,Ф7} 

Gamma Original 0.67 1.342 1.888 1.981 

Gamma Simplificado 0 0 0 0 

 
Tabla 6.7. Registro de tiempos con distinto número de rasgos para un patrón conocido 

 

 Tiempo de ejecución por número de rasgos (ms) 

ALGORITMO {Ф1} {Ф1,Ф2} {Ф1,Ф2,Ф3,Ф4} {Ф1,Ф2,Ф3,Ф4,Ф5,Ф6,Ф7} 

Gamma Original 0.702 1.404 1.857 2.012 

Gamma Simplificado 0.031 0 0 0 

 
Tabla 6.8. Registro de tiempos con distinto número de rasgos para un patrón desconocido 

 
En las graficas 6.9 y 6.10 correspondientes a las tablas 6.7 y 6.8 respectivamente, se 
observa que el algoritmo propuesto obtiene tiempos más bajos que los del algoritmo 
original. Se puede notar que los tiempos del algoritmo original, sin bien no crecen de 
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manera abrupta como en los mostrados en las tablas 6.5 y 6.6 del experimento anterior, 
estos incrementan de igual forma que con el número de rasgos considerados de las 
componentes mientras que para el algoritmo simplificado propuesto estos se mantienen 
sin gran cambio. 
 

 
 

Figura 6.7. Gráfica de los tiempos de ejecución considerando distinto número de rasgos para un patrón conocido 

 

 
 

Figura 6.8. Gráfica de los tiempos de ejecución considerando distinto número de rasgos para un patrón desconocido 

 

6.4 Discusión 
 
Los casos expuestos de clasificación mediante el uso de momentos invariantes de una 
imagen, permitió probar el desempeño del nuevo algoritmo del clasificador Gamma. Dado 
que con el uso de los momentos invariantes se obtuvieron valores de componentes muy 
variables, y en general su escala y traslación resultaron en números enteros relativamente 
grandes, se pudo explotar correctamente la mejora propuesta. Se validó que 
efectivamente el rendimiento en términos del costo computacional mejoró, reflejándose en 
la reducción de tiempos de clasificación de los patrones presentados. 
 
Asimismo, se puede notar en los experimentos que no necesariamente gran cantidad de 
momentos son requeridos para poder obtener alta discriminación entre objetos, siendo 
que únicamente se utilizaron dos rasgos para caracterizar a los objetos en los 
experimentos. 
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En resumen, el clasificador Gamma fue el que obtuvo más altos porcentajes de 
clasificación, incluso superior en comparación a los de los demás clasificadores, 
mostrando de esta forma un nivel de desempeño altamente competitivo (Gráficas 6.1 y 
6.2). 
 
En cuanto a los tiempos registrados, de forma general nos permiten observar que el 
número de rasgos de las componentes no influye de forma drástica en los tiempos de 
clasificación usando el algoritmo original del clasificador (Tablas 6.7 y 6.8) a diferencia de 
los tiempos obtenidos cambiando el número de decimales a truncar de la componentes 
(Tablas 6.5 y 6.6), los cuales obligadamente son altos dada la cantidad de recursos 
computacionales utilizados para contener y procesar las componentes.  
 

 

 



 

 

 

 
 
 

Capítulo 7 
 

Conclusiones y trabajo futuro 
 
 
En el presente trabajo se mostró experimentalmente el desempeño del clasificador 
Gamma en tareas que involucran imágenes binarias mediante un estudio comparativo con 
algunos de los modelos más representativos entre los distintos enfoques de clasificación 
en el área de reconocimiento de patrones: Naïve Bayes, Multilayer Perceptron, IB1, 
Bagging, Decision Table y BF-Tree. En dicho estudio se probó, primeramente, el 
desempeño del clasificador Gamma en comparación con los algoritmos mencionados, 
mostrando su alta competitividad. Posteriormente, se mostró el impacto del factor de 
olvido en los clasificadores con una comparación del desempeño de estos al ser 
entrenados con todo el conjunto fundamental de cada conjunto para ser probados al 
recuperar los elementos aprendidos. Donde el clasificador Gamma, al igual que el IB1,  
mostró gran robustez, por encima de los otros enfoques. Por último, y dado que se 
presentó adicionalmente un nuevo algoritmo para el clasificador Gamma, se realizó una 
comparación de los tiempos de procesamiento para los conjuntos de prueba utilizando el 
algoritmo original y el simplificado, donde se pudo observar la mejora en cuanto al 
rendimiento y consumo de recursos computacionales en términos de reducción de tiempo. 
 
En general, el clasificador Gamma fue probado experimentalmente en tareas de 
clasificación de imágenes mediante los momentos invariantes como caracterizadores. A 
continuación se exponen las conclusiones obtenidas. 
 

1. De los resultados obtenidos de la verificación experimental, se pudo observar que 
el desempeño del clasificador Gamma es altamente competitivo al trabajar en 
tareas de clasificación de imágenes binarias, y como se mostró, puede ser 
superior a otros clasificadores. 
 

2. Adicionalmente, y como consecuencia del punto anterior, los descriptores basados 
en momentos invariantes mostraron tener alta discriminación al trabajar con el 
clasificador Gamma, dados los altos porcentajes de clasificación en las pruebas 
realizadas. 
 

3. Se ha desarrollado un nuevo algoritmo para el clasificador Gamma el cual reduce 
el número de operaciones y de ahí los recursos computacionales requeridos para 
su cálculo, el cual ha sido probado experimentalmente con los momentos 
invariantes como caracterizadores. La eliminación de los pasos para codificar en 
código Johnson-Möbius modificado y sus subsecuentes operaciones, permiten al 
clasificador Gamma trabajar directamente con números enteros. Esto reduce de 
forma considerable el tiempo de ejecución, en comparación con el algoritmo 
original. 
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7.1 Trabajo futuro 
 
En el presente trabajo se utilizaron imágenes binarias y los momentos invariantes de Hu, 
los cuales son invariantes ante cambios de escala, traslación y rotación. Por ello, en lo 
referente a los descriptores, el clasificador Gamma podría ser probado empleando otros 
invariantes: invariantes al cambio de contraste e iluminación, invariantes ante la presencia 
de ruido, entre otras. Incluso ser probado con alguna de las técnicas de momentos que 
han mostrado tener mejor desempeño; por ejemplo, los polinomios de Zernike, 
Tchebichev, y recientemente Krawtchouk. 
 
En lo referente a imágenes, el clasificador Gamma podría ser probado utilizando 
conjuntos de imágenes en escala de grises, con siluetas, con imágenes reales de algún 
otro dominio o incluso con imágenes en tercera dimensión. 
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