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En la literatura, existen muchos modelos para el reconocimiento de patrones cuya
finalidad puede enmarcarse en la clasificacion o la restauracion de patrones. Las
memorias asociativas son, precisamente, uno de estos modelos. Desde el siglo pasado
han emergido muchos e interesantes modelos de memorias asociativas que resuelven

estos problemas.

En el presente trabajo se describe un nuevo modelo de memoria asociativa que
utiliza operaciones y operadores de la llamada dlgebra geométrica conforme para su
funcionamiento, las llamadas memorias asociativas geométricas. El 4algebra
geométrica conforme proporciona, a bajo nivel, un novedoso marco de trabajo, libre

de coordenadas, para resolver problemas numéricos.

Se presentan tres modos de operacién para las memorias asociativas geométricas;
los cuales permiten resolver, precisamente, tres problemas en el &rea de
reconocimiento de patrones: la clasificacion supervisada, clasificaciéon no supervisada

y restauracion de patrones.

Ademas, se incluye una amplia investigacion sobre el estado del arte, junto con una
introduccion sobre los conceptos y definiciones més importantes de reconocimiento y
clasificaciéon de patrones, memorias asociativas y dlgebra geométrica (en particular el

algebra geométrica conforme).

Dentro del trabajo, se incluyen condiciones formales de recuperacién, clasificacion
y restauracién perfecta y robusta, bajo las cuales el modelo puede funcionar. Ademas,
se dan varios ejemplos con datos numéricos y con patrones reales, para mostrar la
funcionalidad de las nuevas memorias. Las nuevas propuestas son, también,
comparadas con otras propuestas reportadas en la literatura existente. Al final, se

describen las conclusiones del trabajo junto con algunas ideas para trabajos futuros.
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Resumen

En la literatura, existen muchos modelos para el reconocimiento de patrones cuya
finalidad puede enmarcarse en la clasificacion o la restauracion de patrones. Las
memorias asociativas son, precisamente, uno de estos modelos. Desde el siglo pasado
han emergido muchos e interesantes modelos de memorias asociativas que resuelven

estos problemas.

En el presente trabajo se describe un nuevo modelo de memoria asociativa que
utiliza operaciones y operadores de la llamada dlgebra geométrica conforme para su
funcionamiento, las llamadas memorias asociativas geométricas. El 4algebra
geométrica conforme proporciona, a bajo nivel, un novedoso marco de trabajo, libre

de coordenadas, para resolver problemas numéricos.

Se presentan tres modos de operacién para las memorias asociativas geométricas;
los cuales permiten resolver, precisamente, tres problemas en el &area de
reconocimiento de patrones: la clasificacion supervisada, clasificacién no supervisada

y restauracion de patrones.

Ademas, se incluye una amplia investigacién sobre el estado del arte, junto con una
introduccién sobre los conceptos y definiciones mds importantes de reconocimiento y
clasificacion de patrones, memorias asociativas y dlgebra geométrica (en particular el

algebra geométrica conforme).

Dentro del trabajo, se incluyen condiciones formales de recuperacion, clasificacion
y restauracion perfecta y robusta, bajo las cuales el modelo puede funcionar. Ademas,
se dan varios ejemplos con datos numéricos y con patrones reales, para mostrar la
funcionalidad de las nuevas memorias. Las nuevas propuestas son, también,
comparadas con otras propuestas reportadas en la literatura existente. Al final, se

describen las conclusiones del trabajo junto con algunas ideas para trabajos futuros.



Abstract

In the literature several pattern recognition models whose main objective can be
remarked in the classification or restoration of patterns, have been reported.
Associative memories are, precisely one of these models. Many interesting models

have emerged in the last years with this aim.

In this work, a novel associative memory model based on conformal geometric
algebra principles is described. It uses operations and operators of the so-called
conformal geometric algebra, the so-called geometric associative memories. At a low
level, conformal geometric algebra provides a new coordinate-free framework for

numeric processing in problem solving.

Three operation modes for the geometric associative memories are presented. With
them one can solve three important pattern recognition problems: supervised

classification, unsupervised classification and pattern restoration.

A widely research about the state of the art and an introduction of the significant
notions and definitions about the pattern recognition and classification, associative
memories and geometric algebra (particularly conformal geometric algebra) are

included.

Formal conditions that ensure the correct functioning of the geometric associative
memories are also provided. In particular those for perfect and robust classification
(and restoration) are presented. Numerical and real examples to test the proposal are
also given. A comparison with other reported state of the art proposals is also given.

Conclusions and future work ideas are described too.



GLOSARIO DE TERMINOS

e Algebra geométrica.

Enfoque libre de coordenadas de la geometria que posee un producto entre vectores

asociativo e invertible.
e Algebra geométrica conforme.

Esquema geométrico libre de coordenadas de 5 dimensiones construido a partir de

puntos e hiper-esferas.
e Agrupamiento.

Asignacién de un conjunto de patrones en sub-conjuntos llamados grupos; tal que, los

patrones en el mismo grupo tengan caracteristicas similares en algtin sentido.

e C(lasificacion o clasificacion supervisada.

Proceso de decidir si un patrén dado pertenece o no a una clase de equivalencia dada.
e C(lasificacion no supervisada.

Agrupar automaticamente un conjunto de patrones sin etiquetar.

e Envoltura convexa.

Frontera o borde del conjunto convexo minimo que contiene a un conjunto no vacio y

finito de puntos dados.

e Memoria asociativa.

Dispositivo que asocia un patrén de entrada con su correspondiente patrén de salida.
e  Multi-vector.

En algebra geométrica es el producto exterior de varios vectores.



e Patron.

Representacion numérica de un objeto dado; a partir de sus caracteristicas que lo

distinguen de otros objetos.
e Producto exterior.

Uno de los tres productos basicos del algebra geométrica, generalmente usado para

aumentar el grado de un multi-vector.
e Producto geométrico.

Uno de los tres productos basicos del algebra geométrica, combina en una sola

operacion el producto interior y el exterior.
e Producto interior.

Uno de los tres productos bésicos del algebra geométrica, generalmente usado para

disminuir el grado de un multi-vector.
¢ Region o vecindad de soporte.

En clasificacion de patrones es un area geométrica donde los patrones que estan
dentro pertenecen a una clase en particular y los que estan afuera no pertenecen a

dicha clase.

e Restauracion.

Eliminar, en algtn sentido, el ruido presente en un objeto.

e Separabilidad lineal.

Dos clases son linealmente separables cuando se pueden separar por un hiper-plano.
e Separabilidad esférica.

Dos clases son esféricamente separables cuando se pueden separar por una hiper-

esfera.



NOMENCLATURA

Para facilitar la lectura de este trabajo, los vectores euclidianos se denotaran con letras
mindsculas en itdlica y negrita (p, g, s); las letras: i, j, k, [ y m seran usadas para
referirse a los indices de los objetos y variables. Los correspondientes puntos
conformes (multi-vectores) serdn denotados por letras maytusculas en italica (C, P, S).
Una matriz euclidiana se denotard por una letra mayuscula en negrita (M, H).

Finalmente, para denotar escalares se utilizaran letras griegas (o, A, 7, 0).

Ahora bien para diferenciar un elemento que pertenece a un objeto (vector)
determinado se utilizard un subindice. Por su parte, para referirse a un objeto que
pertenece a un conjunto de objetos del mismo tipo se utilizard un superindice. Por

ejemplo, sea S una hiper-esfera; S, es, por tanto, el k-ésimo componente de dicha

hiper-esfera; mientras que S* seré la k-ésima hiper-esfera en un conjunto de hiper-

esferas.



CAPITULO

1. INTRODUCCION

En 1844 el profesor de preparatoria Hermann Grassmann publicé un trabajo
ambicioso titulado Die Lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik (La
Teoria de la Extensién, una nueva rama de las matematicas) mas conocido como
Ausdehnungslehre (Grassmann 1844). Segin Grassmann ésta era, en efecto, La rama de

las matematicas que segiin sus propias palabras superaba a las demas.

Usando las ideas de su padre, Grassmann definié también el producto exterior o
producto combinatorio (dufleres Produkt o kombinatorisches Produkt), el cual es la
operacion basica de lo que hoy se conoce como dlgebra exterior. Su trabajo contiene las
leyes de los espacios vectoriales pero, como contenia una multiplicacion definida, sus
estructuras satisfacen las propiedades de lo que ahora se conoce como algebras. Los
conjuntos de elementos linealmente independientes y dependientes estan claramente

contendidos en su trabajo como la idea de la dimension.

En 1846 Grassmann gané un premio de 45 ducados de oro por resolver uno de los
problemas planteados por Leibniz: idear un calculo geométrico desprovisto de
coordenadas y propiedades métricas (lo que Leibniz llamé analysis situ). Sin embargo,
sus métodos formales fueron duramente criticados y objetados por muchos
matemadticos. Grassmann se justifico diciendo que estaba creando una teoria

axiomatica, lo que demostré que estaba muy adelantado para su tiempo.

Afios mas tarde, influenciado por los trabajos de Grassmann, el matematico inglés

William K. Clifford present6 lo que ahora se conoce como dlgebra geométrica o dlgebra



de Clifford, en un articulo titulado: “Aplicaciones del dlgebra exterior de Grassmann”
(Clifford 1878). El pensaba, al igual que Grassmann, que las algebras de Grassmann y
los cuaterniones de Hamilton se podian unir en un mismo sistema algebraico,

haciendo un ligero cambio en el producto exterior.

Clifford admiraba el Ausdehnungslehre de Grassmann y estaba convencido que sus
principios ejercerian una gran influencia en el futuro de las ciencias matematicas. Pero
debido a su temprana muerte, el analisis vectorial de Gibbs y Heaviside predominé en

casi todo el siglo XIX y no el dlgebra geométrica.

Al comienzo del siglo XX algunos investigadores, pensaban que si se combinan los
trabajos de Clifford y Grassmann, casi todas las matemaéticas podrian ser formuladas
en un calculo geométrico sencillo y universal, con fundamentos concretamente

geométricos (Hestenes 2003).

Uno de ellos fue David Hestenes. El, en particular, queria encontrar un lenguaje
unificado para las matemaéticas y la fisica (Hestenes 1986). Hestenes pensaba que con
el dlgebra geométrica se podrian resolver muchos de los problemas En otras palabras,
queria encontrar un sistema algebraico universal para las matemaéticas y la fisica
(Hestenes 1988). Mostr6 las ventajas que se podrian obtener al usar el algebra

geométrica en muchas areas de la fisica y la geometria (Hestenes y Sobczyk 1984).

A partir de las publicaciones de Hestenes, muchos investigadores han obtenido
buenos resultados al aplicar el dlgebra geométrica en varias otras areas. En ese sentido

surge la pregunta de ; por qué no usarla también en las ciencias de la computacion?

Ya se han aplicado en algunas &reas, como las gréficas computacionales (Doran
2003), donde se han obtenido muy buenos resultados. Inclusive, hay algunos trabajos
en el drea del reconocimiento de patrones, como los que se presentaran en el capitulo
jError! No se encuentra el origen de la referencia.. En el presente trabajo se explorara
una rama muy importante del reconocimiento de patrones: las memorias asociativas.

En este caso, en el marco de trabajo del 4lgebra geométrica.



1.1 Objetivo general

El objetivo de este trabajo es desarrollar un nuevo modelo de memorias asociativas,
las memorias asociativas geométricas. Estas memorias utilizardn operadores y

operaciones del algebra geométrica para su funcionamiento.

Se desarrollardn, a su vez, tres modos de operacion para estas memorias: clasificacion

supervisada, clasificacién no supervisada y restauracién de patrones.

1.1.1 Objetivos especificos

» Estudiar el estado del arte para modelos de reconocimiento de patrones que
utilicen dlgebra geométrica.
» Desarrollar un nuevo modelo de memorias asociativas utilizando operadores del
algebra geométrica.
o Adecuar el modelo para que opere en el modo de operaciéon para
clasificaciéon supervisada.
* Plantear las fases de entrenamiento y clasificacion usando
operaciones y operadores del algebra geométrica.
* Desarrollar las condiciones bajo las cuales este modelo funcionara
correctamente.
o Adecuar el modelo para que opere en el modo de operaciéon para
restauracion de patrones.
* Plantear las fases de entrenamiento y restauracién usando
operaciones y operadores del algebra geométrica.
* Desarrollar las condiciones bajo las cuales este modelo funcionara
correctamente.
o Adecuar el modelo para que opere en el modo de operacién para
clasificaciéon no supervisada.
* Modificar el algoritmo de k-medias para que funcione en el marco
del 4lgebra geométrica.
* Mejorar la complejidad del algoritmo original de k-medias.
o Aplicar los modelos desarrollados en ejemplos numéricos y con patrones
reales para mostrar su funcionamiento.

» Comparar los modelos desarrollados con otros modelos ya existentes.



» Presentar los resultados obtenidos en revistas y/o congresos internacionales de
reconocimiento de patrones.
> Integrar a cada uno de los modelos sus respectivas condiciones para recuperaciéon

perfecta y robusta.
1.2 Justificacion

Con este trabajo se pretenden resolver algunos de los problemas mdas importantes en
los campos del tratamiento digital de patrones y el reconocimiento de patrones,

usando, para ello, el dlgebra geométrica.

De esta forma se estara dando un paso importante a la universalidad del &lgebra
geométrica, no solo para resolver problemas en matemaéticas o fisica, sino también en

el area de reconocimiento de patrones.

También se pretende abrir una nueva linea de investigacion al combinar técnicas de

la inteligencia artificial junto con el algebra geométrica.

1.3 Aportaciones

El trabajo de tesis aporta las siguientes contribuciones a la ciencia, en particular en el

area de la inteligencia artificial.

* Unnuevo modelo de memorias asociativas.

* Un algoritmo de clasificacion que utiliza superficies de separacion esféricas.

* Un nuevo modelo de clasificaciéon supervisada de patrones en el marco del
algebra geométrica.

* Un nuevo modelo de clasificacién no supervisada de patrones en el marco del
algebra geométrica.

* Un nuevo modelo de restauracién de patrones en el marco del algebra geométrica.

* Un modelo de memorias asociativas que funcionan ante ruido mezclado.

* Una mejora significativa al algoritmo de k-medias.

Un algoritmo para resolver un problema de optimizacién por minimos cuadrados

con algebra geométrica en el dlgebra convencional.



1.4 Estructura de la tesis
Este trabajo estd estructurado de la siguiente manera:

El presente capitulo: Introduccién, presenta el objetivo general y los objetivos
especificos del trabajo. También se presenta la justificacion de la tesis y las

aportaciones a la ciencia. Ademads se resume la estructura general de este escrito.

El segundo capitulo: Estado del arte, se presentan algunos trabajos que tienen
relacion con el tema de este trabajo. En particular, clasificadores como redes

neuronales o0 maquinas de soporte vectorial modelados con algebra geométrica.

En el capitulo 3: Marco tedrico, se presentan los conceptos tedricos que se utilizan
en este trabajo, una breve introduccién al reconocimiento de patrones y algunos
conceptos sobre memorias asociativas. También se introducen conceptos sobre algebra

geométrica y el modelo conforme.

El capitulo 4: Memorias asociativas geométricas, presenta el nuevo modelo
desarrollado, se divide a su vez en tres secciones, cada una describiendo un modo de
operacion de las memorias, se describen las fases que componen cada modelo asi

como las condiciones para que dichos modos de operacién funcionen correctamente.

El siguiente capitulo: Experimentaciéon, como su nombre lo indica muestra algunos
ejemplos de operacion, con valores numéricos y con patrones reales, de los modos de

operacién de las memorias asociativas geométricas descritas en el capitulo 4.

En el capitulo final: Conclusiones y trabajo futuro, se presentan las conclusiones
finales de este trabajo, dando algunas ventajas de las memorias asociativas
presentadas. También se describen, brevemente, algunas ideas sobre posibles trabajos
futuros sobre el tema. Al final de este capitulo se enlistan las publicaciones que este

trabajo de tesis genero.



CAPITULO

2. ESTADO DEL ARTE

En este capitulo se presenta un panorama de los trabajos de investigacion mas
relacionados con el trabajo desarrollado en esta tesis y que, de alguna forma dieron

pie a la presente investigacion.

2.1 Redes Neuronales con Algebra Geométrica
(Bayro-Corrochano y Vallejo 2001)

En este trabajo se presenta un nuevo conjunto de redes neuronales que utilizan
operadores del dlgebra geométrica. Las redes neuronales tradicionales, las complejas y
las cuaternionicas se pueden generalizar en el marco del dlgebra geométrica. Para
estos autores, los pesos, las funciones de activaciéon y las salidas se representaran
como multi-vectores!. El producto geométrico se utiliza para realizar las operaciones

de la red, en lugar del producto escalar.

Se propone una funcién de activacion que afecta cada elemento base de lo multi-

vectores, la funcién de activaciéon f - para un multi-vector A de dimensién n esta

dada por:

' Un multi-vector es el producto exterior de dos 0 mas vectores, véase seccion. jError! No se encuentra el
origen de la referencia..
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donde A es el producto exterior? los valores de f - pueden ser de tipo gaussiano o

sigmoidal.

Mientras que las neuronas de (McCulloch y Pitts 1943) usan el producto escalar del
vector de entrada y su vector de peso, en ese modelo se propone una neurona
geométrica. En dicha neurona se sustituye el producto escalar tradicional por el

producto geométrico, esto es:
WIX+6 = wx+0=w-x+wAx+6

Una neurona geométrica puede ser vista como un tipo de operador de correlacion
geométrico que, a diferencia de las neuronas de McCulloch-Pitts, ofrecen
interpolaciéon no solo entre puntos sino entre multi-vectores de alto orden como

planos, volimenes, hiper-volimenes, etc.

Una red neuronal geométrica tipo feed-forward se construye al cambiar el producto
interior por el producto geométrico y las funciones de activacién como se mencioné

anteriormente.

En ese trabajo, se presenta una generalizacion multidimensional de regla de
aprendizaje del gradiente descendiente en algebra geométrica. La cual se utiliza para
el perceptron geométrico multicapa y para ajustar los pesos de las funciones

geométricas de base radial.

* Para mas informacion sobre el producto exterior véase la seccion jError! No se encuentra el origen de la
referencia..



2.2 Magquinas de Soporte Vectorial en Algebra Geométrica
(Bayro-Corrochano y Vallejo 2001)

Las maquinas de soporte vectorial aplican métodos de optimizaciéon para el
aprendizaje. Con estas maquinas se pueden generar redes de dos capas, redes de base
radial y redes con otros niicleos. En ese trabajo se generan, con &dlgebra geométrica,
redes neuronales usando méquinas de soporte vectorial. Las llamadas maquinas de

soporte multi-vectorial.

Una méquina de soporte multi-vectorial mapea un espacio de entrada multi-
vectorial en un espacio de caracteristicas de alto orden. Estas maquinas construyen un

hiper-plano de separacién 6ptimo en el espacio multi-vectorial de caracteristicas.

Usar algebra geométrica con madaquinas de soporte vectorial ofrece nuevas
herramientas y un nuevo conocimiento sobre las mismas para aprendizaje
multidimensional. Los autores realizan varios experimentos como estimacion de
movimiento rigido tridimensional y separacion de dos conjuntos de puntos en tres

dimensiones.

2.3 La neurona hiper-esférica
(Banarer, Perwass y Sommer 2003)

En este trabajo se propone una neurona de alto orden que, para separar clases, usa una
superficie no lineal. Se presenta una extension simple de un perceptrén, cuya
superficie de decision no es un hiper-plano sino una hiper-esfera. El perceptrén hiper-
esférico multi-capa separa el espacio de entrada en regiones donde la clasificacion es

invariante a la orientacion.

Esta hiper-esfera se representa en el espacio conforme del algebra de Clifford y
para decidir si un vector de entrada se encuentra dentro o fuera de ella se utiliza un
producto escalar estandar. Para clasificar un vector de entrada X en una hiper-esfera

normalizada S se utiliza el signo del producto interior X-S.

Para construir un perceptrén cuya superficie de decision es una hiper-esfera se

utilizan las componentes de S como los pesos correspondientes.



La funcién de propagacion de una neurona hiper-esférica se puede implementar
como un producto escalar estaindar. Durante la fase de entrenamiento, las
componentes de S se consideran independientes. La neurona hiper-esférica puede
verse como un perceptréon estandar con un segundo sesgo. La complejidad se puede
comparar con afadir un perceptron adicional a cada capa en un perceptrén multi-

capa convencional.

El resultado del producto escalar es la entrada de la funcién de activacion, los pesos
en una neurona hiper-esférica se tratan como componentes independientes y

representan una hiper-esfera no normalizada.

Por ejemplo; sea X la representacion conforme de un vector de entrada x y sea S la

representaciéon de una neurona hiper-esférica con centro ¢ y radio v, ademas sea ¢
. ., . . — -1 2

un escalar. Se considerar la funcion sigmoidal o A,z = 1+e ™  como la funcion de

activacion de la neurona. El entrenamiento de la neurona hiper-esférica, para clasificar

a x como perteneciente a la clase que representa esa neurona consiste en variar ¢, v y

¢ talque 0 A\, X-S >1—¢ donde ¢ es el umbral de decision.

Para un ¢, ¢, y ¢ fijos; el radio de la hiper-esfera depende del pardmetro A de la

funcién sigmoidal. Mientras més pequefio sea A, mas grande serd el radio.

2.4 Agrupando formas irregulares con neuronas de alto orden
(Lipson y Siegelmann 2000)

En este trabajo se presenta un método de clusterizacion de arreglos de datos con formas
irregulares con neuronas de alto orden. Las formas analiticamente complejas se
modelan al reemplazar los pesos sindpticos clasicos de la neurona con tensores de alto
orden en coordenadas homogéneas. Las formas de alto orden se formulan siguiendo

el principio de activaciéon de maxima correlacion y la regla de aprendizaje de Hebb.

En una neurona tradicional, para seleccionar la neurona que exhiba la méxima
correlacion con la entrada, se utiliza un criterio de distancia minima euclidiana. Este
criterio conlleva varias dificultades, al utilizar el criterio de distancia minima implica

que las caracteristicas del dominio de entrada deben ser esféricas.



El trabajo presenta un intento de generalizar el esquema esférico/eliptico a
métricas mas generales. En general, la restriccion de forma de las neuronas clasicas se
puede evitar al reemplazar el vector de pesos o la matriz de covariancia de una
neurona cldsica con un tensor de alto orden, capaz de formar correlaciones multi-
lineales entre las sefales asociadas a las neuronas. Esto permite crear formas con

hoyos y/o 4reas separadas.

Se utilizan, ademas las coordenadas homogéneas para combinar las correlaciones
de diferente orden en un tensor sencillo. Estas neuronas de alto orden presentan

buena estabilidad y buen desempefio al entrenarlas con aprendizaje Hebbiano simple.

2.5 Superficies de decision esféricas usando el modelo conforme
(Perwass, Banarer y Sommer 2003)

Al incrustar el espacio euclidiano en un espacio conforme, las hiper-esferas se pueden
expresar como vectores. El producto escalar entre puntos y hiper-esferas en el espacio
conforme da una medida de qué tan lejos estd un punto dentro o fuera de una hiper-
esfera. Los autores muestran que una neurona hiper-esférica se puede implementar
como un perceptrén con dos sesgos. También argumentan que un perceptrén multi-

capa basado en estas neuronas es similar a una red de base radial.

La idea basica de este trabajo es separar el espacio de entrada en dos clases
utilizando hiper-esferas. La separacion lineal, en general, no es suficiente para fines
précticos, ya que lo datos estdn separados en varias clases y cada clase cubre una
region en particular del espacio de entrada. Dependiendo de la estructura de los datos
puede ser mas ttil usar neuronas que utilicen una superficie de separaciéon no lineal
en lugar de usar perceptrones. Dichas neuronas se conocen como neuronas de alto

orden.

Los autores esperan que superficies de separacion mds complejas resuelvan una
tarea con pocas neuronas, sin que el costo computacional se vea afectado. Para esto
proponen una extension simple del perceptrén, donde las superficies de separacion
son hiper-esferas en lugar de hiper-planos. La ventaja de esta representacion es que,
un producto escalar estdndar es suficiente para decidir si un vector de entrada esté

dentro o fuera de la hiper-esfera.



En términos de complejidad concluyen que la complejidad de una red multi-capa
hiper-esférica es la misma que la de un perceptrén multi-capa pero agregando un
perceptrén a cada capa. Ademas, se puede interpretar como una extensiéon de una red

de base radial con igual namero de neuronas.

2.6 Calculo neuronal con algebra geométrica
(Buchholz 2005)

En esa tesis se presenta al dlgebra geométrica como un marco de trabajo para el
calculo neuronal, o dicho de otra manera, el autor desarrolla un modelo de redes
neuronales basado en el algebra geométrica. Su principal objetivo es demostrar la
utilidad del algebra geométrica para el célculo neuronal, debido a la naturaleza
geométrica del mismo. En particular el autor desarrolla las llamadas neuronas de
Clifford; parecidas a las neuronas clésicas, pero con las diferencias que los pesos y el
sesgo se reemplazan por multi-vectores y se utiliza el producto de Clifford en lugar del

producto tradicional.

Una neurona de Clifford basica se define de la siguiente manera:

Y=3W,0X,+B,

i=1

donde Y, X, By W, son multi-vectores y ® es el producto de Clifford. Estas neuronas

son parecidas a las neuronas de alto orden, ya que desde un punto de vista formal,

ambas procesan funciones polinomilaes a las entradas.

Una neurona de Clifford basica se puede ver como un asociador lineal; si se esta
trabajando con un algebra geométrica de dimensién 1, éstas se comportan como
neuronas tradicionales. Sin embargo, se desarrollaron neuronas de Clifford de orden
superior, como las neuronas de Clifford bésicas complejas, las hiperbolicas o las
duales; las tres de dimension 2. Con estas neuronas se pueden calcular

transformaciones de varias entidades geométricas.

Algo interesante es que por medio de estas neuronas bésicas se puede desarrollar

un asociador de Clifford, que es simplemente una red neuronal con neuronas de Clifford



en lugar de las neuronas tradicionales y utiliza, como se mencioné anteriormente, el

producto de Clifford, en lugar del producto tradicional.

Ademas de las neuronas basicas, se presentan las llamadas neuronas de Clifford
espinoriales. A diferencia de su contraparte, la neurona bésica, éstas se definen

mediante la siguiente funcion:

Y= WeX,®f W +B,

i=1

donde f W es la funcién reversiéon, conjugacion o inversiéon. Las neuronas

espinoriales son una arquitectura neuronal basada en dos productos geométricos. De

ésta se derivan las neuronas de Clifford espinoriales cuaternionicas y las isomorficas.

Ambas neuronas, las basicas y las espinoriales, pueden considerarse como un
punto de partida para futuros trabajos sobre redes de perceptrones multicapa de
segundo orden (Buchholz, Tachibana y Hitzer 2007).



CAPITULO

.2
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3. MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan los conceptos principales que se abordan en este trabajo.
La mayoria de estos conceptos y técnicas fueron obtenidos de libros y articulos cuyos

autores son pioneros en el tema.
3.1 Reconocimiento y clasificacion de patrones

3.1.1 El concepto de patrén

El concepto de patron es algo universal dentro del &rea del reconocimiento de
patrones. Por ejemplo, los patrones en datos bioldgicos contienen conocimiento pero
sOlo si se pueden reconocer. La discriminaciéon de patrones en sefiales permite una
identificacion personal por voz, escritura, huellas dactilares, imégenes de rostros y
mas. Esto mismo se aplica al reconocimiento del habla, caracteres escritos y escenas en

imagenes.

Los seres humanos somos capaces de reconocer, sin practicamente ningin
problema, el rostro de nuestros amigos, la forma de los caracteres y el texto escrito por
otros, nuestras melodias favoritas, el olor de frutas frescas, las texturas del tronco de
un arbol, los patrones ondulares en la ropa, la forma de las hojas, el significado
contextual en algunas frases, y mucho mas. Todo esto gracias a los respectivos
patrones. Otros mamiferos son también muy hébiles en lo que al reconocimiento de
patrones se refiere. Los sentidos pre-procesan sefiales tales como sonidos u ondas

luminosas moduladas.



3.1.2 Clasificacion de patrones

Cuando se determina que un objeto de una poblaciéon dada pertenece a una tnica
clase simple (de un solo elemento), se dice que se ha realizado el reconocimiento de un
objeto. La clasificacion es el proceso de agrupar objetos en una clase de acuerdo a sus
diferencias o similitudes percibidas. Por ejemplo en la Figura 1, la imagen O™, de esa
poblacién, de acuerdo a sus caracteristicas es “la princesa Naussicad” !
(reconocimiento) y, también por sus caracteristicas, pertenece a la clase “chicas”

(clasificacion).

El aprendizaje se realiza por un sistema cuando éste graba su experiencia dentro de
cambios sistematicos internos que causan que su comportamiento se modifique. Es un
proceso que acumula y concentra experiencia dentro de las modificaciones internas
del sistema. Los seres humanos aprenden de la experiencia acumulando reglas en
varias formas. Por otra parte, el razonamiento es un proceso de aplicar ciertas reglas,
ecuaciones, relaciones y demads, a una colecciéon inicial de datos, hechos, etc. para
deducir un resultado o una decisién. Mientras que el reconocimiento es una forma de

razonamiento, la clasificacién es una forma de aprendizaje.

Definicién 1. El problema de la clasificacion consiste en decidir si un patrén pertenece o no a
una clase de equivalencia dada.

Definicion 2. El problema del reconocimiento consiste en decidir si algun patrén es
equivalente a un patrén prototipo, 0 a un conjunto de esos patrones prototipos que podrian
representar una clase.

Cuando se aplica el reconocimiento a un patrén, éste podria estar alterado con
ruido. En este caso, es mas preciso hablar de una restauracion del patron. La
restauracion es importante para recuperar patrones originales a partir de patrones

alterados o a partir de partes del patrén original.

' “Nausicai of the valley of the wind”, escrita por Hayao Miyazaki; editorial Tokuma Shoten, 1982
(traduccion al inglés por Viz Media Ed.).
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Figura 1. Ejemplos de objetos de una poblacién especifica.

Sea a un patrén, a una version alterada de a; tal que a =a+c, donde c es el ruido.
Dependiendo de la naturaleza de ¢, el ruido puede ser de tres tipos (para los fines de

este trabajo):

a) Ruido aditivo, en este caso todas las componentes de ¢ son nameros

positivos.

b) Ruido sustractivo, cuando todas las componentes de ¢ son numeros

negativos.

¢) Ruido mezclado, en este caso, las componentes de ¢ son nimeros tanto

positivos como negativos.

Por ejemplo, en la imagen de la Figura 2a se observa una imagen sin ruido. La
imagen de la Figura 2b es la misma imagen pero afectada con un porcentaje de ruido
aditivo, nétese que se ha agregado informacioén a la imagen original. La imagen de la
Figura 2c, por su parte, presenta ruido sustractivo y se observa que se ha quitado
informacién a la imagen original. Por otro lado, en la imagen de la Figura 2d se ha
eliminado y agregado informacion de la imagen original, por lo tanto presenta ruido

mixto.



Figura 2. Ejemplo de ruido. a) Imagen original, b) imagen afectada con ruido aditivo, c) imagen
afectada con ruido sustractivo, d) imagen afectada con ruido mezclado o mixto.

Un sistema de reconocimiento o clasificacion de patrones es un sistema operacional que
consta al menos de dos fases: a) el entrenamiento, aqui el sistema es alimentado por
patrones muestra, generalmente en forma de vectores; y b) la decisién, donde el

sistema reconoce o decide a que clase pertenece un patrén de entrada.

Existen dos modos de entrenamiento, el entrenamiento supervisado y el no
supervisado. Cuando el sistema se alimenta con cada uno de los ejemplares de los
patrones de entrada junto a su identificador de clase como la salida deseada y el
sistema aprende a mapear los patrones de entrada con el identificador de clase

deseado, entonces se esta hablando del aprendizaje supervisado.

En el entrenamiento no supervisado, los ejemplares de entrada alimentan al sistema
en alguna secuencia, y en ningin momento una entrada es mapeada a un
identificador de clase, sino que el sistema mismo establece una nueva clase, asigna un
identificador tinico a esa clase y ajusta sus parametros para mapear el patréon de

entrada con ese identificador.

3.1.3 Separabilidad lineal

La mayoria de sistemas de clasificacién, como el clasificador lineal, requieren que los

patrones a clasificar sean linealmente separables.



Definicion 3. Si existe un hiper-plano H en un espacio de rasgos tal que, todos los patrones
(en forma de vectores) de una clase estan a un lado de H, mientras que todos los patrones de
la otra clase estan del otro lado; entonces se dice que ambas clases son linealmente separables
por H (Figura 3a).

En tal caso s6lo es necesario evaluar la ecuacion del hiper-plano en un vector de
entrada para determinar en qué parte del hiper-plano se encuentra dicho vector y

asignarlo a la clase correspondiente.

Definicion 4. Si varias clases pueden ser separadas de dos en dos por hiper-planos, entonces
son llamadas linealmente separables por pares, y la decision se toma al determinar en qué
lado de cada hiper-plano de separacion se encuentra cada vector de entrada (Figura 3c).

Definicién 5. Cuando dos clases no pueden ser separadas por un hiper-plano, se dice que
dichas clases son no linealmente separables (Figura 3b y Figura 3d).

En este caso se requiere de una superficie de separaciéon de orden mayor para

lograr tal objetivo. Este es el caso, por ejemplo, de las clases de la Figura 3b.

Sea Z un conjunto de clases en R", y sea Z' CZ un subconjunto de patrones

similares que pertenecen a la clase i, donde i =1,...,q9 y g es el nimero total de clases.

Dado un patrén x € Z, el problema de la clasificaciéon consiste en decidir a cual clase

pertenece. La clase asignada sera la que tenga patrones similares a x.

Existen muchas técnicas que resuelven este problema, una de ellas es la regla de
decision por el vecino mas cercano (Cover y Hart 1967). Esta regla asigna un punto
muestra no clasificado al conjunto mas cercano de puntos clasificados. La principal
desventaja de este método es la cantidad de tiempo que toma calcular todas las

distancias.
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Figura 3. Ejemplos de clases linealmente y no linealmente separables: a) son linealmente
separables, c¢) son linealmente separables por pares, b) y d) son no linealmente separables.

3.1.4 Regiones de soporte

Partiendo del hecho de que los patrones de una misma clase se encuentran agrupados,
generalmente, cercanos unos a otros dentro del espacio de rasgos se puede utilizar
otra aproximacion: agrupar (clusterizar) el espacio de trabajo con las llamadas regiones
o vecindades de soporte. En cada region hay solamente patrones de la misma clase. La
clasificacion se realiza cuando un patrén no entrenado cae dentro de una de las

regiones de soporte, el patron se asigna a la clase asociada a esa region.

Una primera solucion es por medio del conocido perceptron morfologico (Ritter 2004)
donde las regiones de soporte son hiper-rectangulos. La finalidad es clasificar un
patrén dentro de la llamada region de encendido. Durante la fase de entrenamiento se
construyen las regiones de soporte de la memoria como hiper-cubos de tamafio «,

donde « es la distancia minima entre todos los patrones representantes. Una



desventaja de las regiones construidas de esta manera es que si dos de ellas estdin muy

cerca, el tamano de todas las demaés vecindades se reduce drasticamente.

En (Barron 2006) se presenté una mejora a este algoritmo. Se desarrolla un
algoritmo con vecindades de soporte maximas, donde se calcula el promedio de
variabilidad por patrén para obtener un umbral, de esta manera se supera la
desventaja del modelo original, pero el método permite oclusiones entre las

vecindades

Las regiones de soporte en ambos algoritmos son hiper-rectangulos, las memorias
asociativas geométricas utilizan hiper-esferas en lugar de hiper-rectangulos. La
discusiéon sobre si las vecindades hiper-esféricas son mejores que las hiper-

rectangulares es un tema para futuras investigaciones.

Generalmente, las vecindades hiper-esféricas son dificiles de manejar, pero en el
contexto del algebra geométrica (mdas especificamente en el contexto del algebra
geométrica conforme), esto no ocurre. Un método para construir neuronas hiper-
esféricas de forma iterativa se describe de forma detallada en (Banarer, Perwass y
Sommer 2003).

3.1.5 Restauracion de patrones

El problema de la clasificacion, segtin la Definicién 1, consiste en decidir si un patrén
dado pertenece o no a una clase especifica. Por su parte, el problema de la

restauracion de patrones es, basicamente, similar al problema de la clasificacion.

Definicién 6. El problema de la restauracion de patrones consiste en decidir si un
patrén, afectado por algun tipo de ruido, es, en algtn sentido, igual a un patréon

prototipo.

En otro sentido, la restauracién de patrones consiste en compensar o deshacer, de

alguna manera, los defectos que podrian degradar un patron.

La restauraciéon de patrones es un parte esencial de muchas aplicaciones en
procesamiento digital de sefiales e imagenes. Actualmente, existe una gran necesidad
de desarrollar algoritmo practicos que permitan restaurar patrones afectados por

ruido.



Durante los tltimos afios se han propuesto muchos modelos cuya finalidad sea
resolver este problema. En la mayoria de los casos (sobre todo al utilizar imagenes,
sonido o video afectados por ruido), el problema se puede resolver aplicando ciertos
tiltros al objeto de entrada, con el fin de eliminar el ruido que podria contener. Los
tiltros pueden resolver, en cierto sentido, el problema de la restauracion de patrones;
los objetos restaurados con este tipo de métodos son, en la mayoria de los casos,
diferentes de sus respectivos objetos originales. Esto se debe a que los filtros operan

sobre el objeto en si.

Por ejemplo, la imagen de la Figura 4B es una version afectada con ruido de la
imagen de la Figura 4A. En la Figura 4C y la Figura 4D se observa una imagen
restaurada por medio de un filtro de promedio y un filtro morfolégico (Gonzalez and

Woods 2008), respectivamente.

FANEARZQAN TN
-

" Joran
\dr"kvll“-.'.‘! A

e
I
(1Y

'*\

L
A

qg\m‘v*w
C \‘_!
e PR
-i%‘. 2

QT K

;

Figura 4. Restauracion de una imagen alterada con ruido. A) Imagen original, B) Imagen
afectada con ruido, C) e D) Imagenes recuperadas.

Como se puede observar, la restauracion no fue perfecta pero se pudo recuperar a
cierta calidad. Sin embargo, en un objeto muy afectado con ruido, como el de la Figura
5, no es posible recuperar la informacién perdida utilizando los métodos tradicionales.

Para ello es necesario contar con la informacion del objeto original codificada de



alguna manera. En estos casos surge la necesidad de recurrir a otros modelos de

reconocimiento de patrones.

En particular, las redes neuronales se pueden usar para resolver este problema,
por ejemplo los trabajos de (Chinarov y Menzinger 2003) y (Fukushima 2005). En
dichos trabajos, se utiliza una red neuronal que converge, precisamente, en el patrén

original.

Figura 5. Imagen muy afectada con ruido. No se puede recuperar con los filtros tradicionales.

Junto a las redes neuronales, las memorias asociativas, de las cuales se hablara en
la seccién 3.2, proveen una solucién al problema de la restauraciéon de patrones a
partir de versionas distorsionadas de los mismos, refiérase por ejemplo a (Barrén
2006), (Sossa y Barréon 2003), (Ritter, Li y Wilson 1989), o (Anderson and Rosenfeld
1988).

Es importante mencionar que, a diferencia de los filtros, en las memorias
asociativas utilizadas en la restauracion de patrones, en general, el patrén restaurado
resulta ser el patrén original. Ya que el patrén original se encuentra, en alguna
manera, codificado dentro de la memoria, lo cual no ocurre con los filtros que toman
el objeto original como entrada y tratan de reducir o eliminar, en algtin sentido, el

ruido afiadido al objeto.



Las memorias asociativas geométricas, presentadas en este trabajo, no son la

excepcion.
3.1.6 Clasificacion no supervisada

Generalmente, se tiene una clara distincién entre problemas de reconocimiento de
patrones que son supervisados (clasificacién) o no supervisados (agrupamiento),
mientras que en los primeros solo se involucran datos con una etiqueta (clase), en los

segundos solamente se utilizan datos no etiquetados (Duda, Hart y Stork 2001).

En general, los problemas de agrupamiento son mas dificiles y presentan mas retos
que los problemas de clasificaciéon (Jain 2008). El objetivo principal de la clasificacion
no supervisada es encontrar el agrupamiento natural en un conjunto de patrones,
puntos u objetos sin conocer su respectiva etiqueta de clase. En otras palabras,
consiste en desarrollar un algoritmo automatico que descubra el agrupamiento

natural en un conjunto de datos no etiquetados.

En la literatura existen muchos algoritmos que resuelven este problema. Uno de los
mas simples, pero muy efectivos, que desde su propuesta se sigue usando para
resolver problemas de agrupamiento es el algoritmo k-medias (k-means) desarrollado
por McQueen (McQueen 1967). La idea bésica es definir k centros aleatorios, uno por
cada agrupamiento. Después, tomar cada punto del conjunto de entrada y asociarlo al
centro mas cercano usando una distancia euclidiana. Se re-calculan los nuevos centros
como el promedio de los agrupamientos formados. Entonces, con estos nuevos centros
se repite el proceso hasta que el sistema se estabilice, o sea, hasta que los centros ya no

cambien.

El algoritmo ISODATA es una variacién del algoritmo k-medias, donde se separan
y mezclan las agrupaciones (Jensen 1996). Las agrupaciones se mezclan si el nimero
de patrones en una agrupacién es menor que un cierto umbral o, si los centro de dos
agrupaciones estan lo suficientemente cerca de acuerdo a otro umbral establecido.
Por otro lado, las agrupaciones se van a separar en dos agrupaciones diferentes si la
desviacién estandar excede un valor predefinido y el niimero de patrones es el doble

de un umbral para el nimero minimo de patrones en una agrupacion.



Ambos algoritmos son muy sensibles a los valores de inicio generados. Para
resolver este problema se podria escoger la clasificacion con el menor error cuadratico
medio; sin embargo, para dos valores de inicio diferentes, las diferencias con respecto
al error cuadratico medio son, usualmente, muy pequehas mientras que las
clasificaciones son muy diferentes (Center for Earth Observation 2007). En general,
visualmente no estd muy claro que la clasificacién con el menor error cuadrético

medio es la mejor clasificacion.

Entre los modelos de redes neuronales, que funcionan para clasificacion no
supervisada, los mds comtnmente utilizados son los llamados mapas auto-organizados
(Kohonen 2001) y la teoria de resonancia adaptativa (Carpenter y Grosberg 2003). Los
mapas auto-organizados se basan en una organizaciéon topografica en la cual las
localidades mds cercanas en el mapa representan entradas con propiedades o
atributos similares. Por otra parte, la teoria de resonancia adaptativa permite variar el
numero de agrupaciones de acuerdo al tamafio del problema y, también, permite al

usuario controlar el grado de similitud entre los miembros de la misma agrupacion.

Existen otros métodos que resuelven el problema de la clasificaciéon no supervisada
que son similares a los anteriores, como los que utilizan clasificacién difusa en lugar
de una clasificacion dura (Kaymak y Setnes 2000). En este caso, los patrones poseen
un grado de pertenencia a las agrupaciones, en lugar de una pertenencia
completamente a una agrupaciéon. Esto es, los patrones en la frontera de una
agrupacion en particular, podrian pertenecer a esa agrupaciéon en menor grado que los

patrones ubicados en el centro de la agrupacion.

En la literatura se pueden encontrar, también, los métodos basados en la teoria de
grafos (Jardine y Sibson 1968). También hay que mencionar los métodos basados en
analisis conceptual (Biswas, Weinberg y Fisher 1998). Y, por dltimo, los métodos de
agrupacion espectral que hacen uso del espectro de la matriz de similitud de los
patrones para reducir un poco la dimensién de las agrupaciones como el algoritmo de
Shi-Malik (Shi y Malik 2000).



3.2 Memorias asociativas

3.2.1 Redes neuronales

Recientemente se ha demostrado que existen los ensambles neuronales, postulados
como el rastro de la memoria en el cerebro (Carrillo-Reid, y otros 2008). Un rastro de
memoria estaria dado por los pesos o fuerzas relativas que las conexiones van
adquiriendo en el cerebro con el paso del tiempo. Las redes neuronales artificiales son un
modelo matematico para representar informacion, basado en algunas caracteristicas
de las redes neuronales biol6gicas (Kishan, Chilukuri y Sanjay 1997). Consisten de un
conjunto de elementos de procesamiento simples conectados entre si y que envian la

informacién a través de las conexiones.

En 1943 Warren McCulloch y Walter Pitts desarrollaban el primer modelo
matemadtico de elementos binarios, conocido como neurona (McCulloch y Pitts 1943).
Afos mas tarde, Donald Hebb postula un principio para un proceso de aprendizaje a
nivel celular, el aprendizaje Hebbiano (Hebb 1949), indispensable para el desarrollo de
los modelos de redes neuronales artificiales actuales. Casi una década después Frank
Rossenblat define el perceptrén como una méaquina capaz de aprender con ejemplos
(Rosenblatt 1958).

El no poder entrenar y clasificar la funcién légica XOR por una capa de
perceptrones, problema propuesto por Minsky y Papert en 1969 (Minsky y Papert
1988), disminuy6 el interés sobre los perceptrones y otras neuronas artificiales durante
casi dos décadas. La adicion de otra capa de perceptrones llamada capa oculta forma
una red que funciona como un poderoso modelo de clasificaciéon no-lineal. Este
perceptrén multicapa es también llamado red neuronal artificial hacia adelante (feed-
forward).

El algoritmo méas usado para entrenar una red neuronal es, sin duda, el de retro-
propagacion (backpropagation), basado en el método del gradiente descendente. Fue
propuesto por primera vez en la tesis doctoral de Paul Werbos (Werbos 1974), pero
fue hasta 1986 (Rumelhart, Hinton y Williams 1986) que el algoritmo fue reconocido e
hizo renacer el 4rea de las redes neuronales. En este algoritmo, el aprendizaje es de

alguna forma independiente del orden en el cual los ejemplares son presentados;



ademads, su arquitectura puede ser manipulada para obtener mejores resultados y el
modo de operacién puede mejorarse con procesamiento paralelo. Sin embargo,
también tiene algunas desventajas, por ejemplo, el entrenamiento puede converger a
un minimo local, lo cual podria dar resultados menos robustos; ademas, la tasa de
aprendizaje no puede predecir el avance y podria ser o muy pequefa, en cuyo caso se
necesitan muchos pasos para converger, o muy grande y entonces oscilaria en lugar

de converger, entre otras.

En la practica, la convergencia generalmente ocurre, particularmente con pequeiios
a moderados tamafios de perceptrones multicapa. Cuando no ocurre, podria
converger en otra corrida ajustando los pesos de inicio, o requeriria modificar la

arquitectura.

A finales de la década de los noventa, el drea de las redes neuronales artificiales dio
un cambio repentino debido a los trabajos de (Ritter, Li y Wilson 1989), quienes
presentan un nuevo tipo de redes neuronales llamadas redes neuronales morfolégicas. En
ellas las operaciones clasicas de multiplicacién y adicién son reemplazadas por sumas
y maximos (o minimos), respectivamente. Este nuevo tipo de redes neuronales dieron
lugar a una nueva herramienta en el drea de reconocimiento de patrones, las

memorias asociativas morfolégicas.

3.2.2 Conceptos sobre memorias asociativas

El concepto de memoria puede ser entendido de diferentes maneras. Generalmente,
involucra un mecanismo de almacenamiento el cual utiliza un medio de almacenamiento.
Esta operacion es llamada la funcion memoria, la cual coopera con las demas funciones
del organismo. Gracias a estas operaciones, la memoria puede generar fendmenos
muy complejos, desde simples ideas mentales hasta complejas secuencias de

pensamiento.

Las operaciones de procesamiento de informacién dentro del cerebro pueden ser
expresadas en términos de funciones de filtros adaptativos. La idea general es que el
cerebro esta organizado en un namero de unidades funcionales. Una de estas unidades

funcionales, que es una parte de las tantas redes neuronales en el cerebro, es un



sistema bien definido de entradas y salidas conocido como filtro para reconocimiento o

recuperacion asociativo (Figura 6).

La operacion basica de dicho filtro es transformar un conjunto de valores de sefiales

de entrada, denotado como x, en otro conjunto de sefiales de salida denotado como y.
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Figura 6. Modelo del filtro para reconocimiento asociativo

En las redes neuronales artificiales que juegan el papel de memorias asociativas, un
dato de entrada es almacenado conjuntamente en forma de una matriz de pesos, la
cual es usada para generar la salida que corresponderia con la entrada

correspondiente.

Asociacion es el proceso de mapear patrones de entrada con patrones de salida,
incluso si los patrones de entrada fueran alterados. Por ejemplo, una palabra y su
significado deben ser asociados correctamente al leer una oracién a pesar de que la

palabra haya sido escrita incorrectamente.

Definicion 7. Una memoria asociativa M es un dispositivo que asocia patrones de entrada con
patrones de salida.

Esto es, al presentarle a M un patrén de entrada x (en forma de vector), ésta
responde con el correspondiente patrén (vector) de salida y. En este sentido, podria

decirse que una memoria asociativa es una red neuronal de una sola capa.

La notacién para una asociacion entre dos vectores x e y puede verse como la de un

par ordenado (x,y). El conjunto de todas las asociaciones que servira para formar la

memoria asociativa es conocido como conjunto fundamental y se representa como:



>,y | k=1,2,..,m , (3.1)

donde m es el nimero total de asociaciones. A los patrones que forman las

asociaciones del conjunto fundamental se les conoce como patrones fundamentales.

Las asociaciones son almacenadas conjuntamente en una matriz de pesos, la cual es
usada para generar el patron de salida que corresponde con el patrén de entrada

asociado. Esta matriz de pesos es precisamente la memoria asociativa.

El proceso de construir dicha matriz es llamado aprendizaje o entrenamiento,
mientras que el obtener un patrén de salida cuando un patrén de entrada es
presentado a la memoria es llamado recuperacion o clasificacion (dependiendo del uso

que se le dé a la memoria).

En la mayoria de los modelos de memorias asociativas, las conexiones entre los
patrones de entrada y los de salida se ajustan inicamente en la fase de entrenamiento,
después de esta fase no se pueden volver a ajustar. En (Vazquez y Sossa 2008) se
presenta un nuevo modelo dindmico, en el cual la sinapsis de una memoria asociativa
se puede ajustar ain después de la fase de entrenamiento como respuesta a un

estimulo de entrada.

Definicion 8. Cuando al presentar a una memoria M un patron fundamental como entrada, si
ésta responde con su correspondiente patrén de salida, se dice que la recuperacion para ese
patron fue perfecta. Una memoria que haga recuperaciones perfectas para todos los patrones
fundamentales se dice que es una memoria con recuperacion perfecta.

Definicién 9. Por otra parte, si una memoria asociativa M puede recuperar o clasificar
patrones del conjunto fundamental pero afectados con ruido, se dice que M es una memoria
con recuperacion robusta.

La robustez de una memoria asociativa depende de dos factores: del tipo de ruido
al que se someti6 el patron fundamental y, en mayor medida, a la cantidad de ruido

con que se afect6 dicho patrén.



3.2.3 Modelos de memorias asociativas

En las dltimas cinco décadas han aparecido varios modelos de memorias asociativas,
comenzando con la Lernmatrix de Steinbuch (Steinbuch 1961) el primer modelo de
memoria asociativa. Afios después el Linear Associator tuvo su origen en los trabajos de
Anderson (Anderson 1972) y Kohonen (Kohonen 1972), en el mismo afo Kaoru
Nakano presenta su Associatron (Nakano 1972). La siguiente contribucién importante
fue realizada por Hopfield, con la Memoria Hopfield (Hopfield 1982) y posteriormente
la Memoria Asociativa Bidireccional de Kosko (Kosko 1988), una mejora de este modelo

se puede encontrar en (Vazquez y Sossa 2008).

En la actualidad, por medio de la llamada programacion genética se han desarrollado
otras memorias asociativas que ofrecen resultados, si no mejores muy similares a los

modelos desarrollados hasta la fecha (Villegas-Cortez, y otros 2009).

Casi 20 afios después del gran éxito que tuvo la memoria Hopfield, hicieron su
aparicién un nuevo tipo de memorias asociativas basadas en el algebra de rejillas
(lattices), las Memorias Asociativas Morfologicas (Ritter, Li y Wilson 1989). En estas
memorias se usan maximos o minimos de sumas para sus operaciones, en contraste
con la suma de productos usada en los modelos clasicos. Una variante de estas

memorias apareci6 algunos afos después, las memorias asociativas o3 (alfa-beta) (Yéafiez

y Diaz de Le6n 2003) cuyas operaciones se basan en dos nuevos operadores: « (alfa) y

B (beta).

Existen dos tipos de memorias asociativas morfolégicas (y alfa-beta): las memorias
min, que son capaces de responder ante patrones alterados con ruido sustractivo y las
memorias max que funcionan muy bien frente al ruido aditivo. Sin embargo, contra lo
que se podria pensar, su funcionamiento se ve frenado frente al ruido mezclado, el

cual es el méas comun.

Intuitivamente, este problema podria resolverse realizando una combinacién de
una memoria asociativa min con una max; pero, como se muestra en (Sussner 2000),
esto no es posible. Hay tres formas de resolver el problema del ruido mezclado. La

primera es por medio de los llamados niicleos (kernels) propuestos en (Sussner 2000).



Las memorias tipo mediana (Sossa y Barron 2003) que utilizan para su operacion el
operador mediana (med) son otra alternativa al problema del ruido mezclado, una
ventaja significativa que poseen es que a diferencia de los otros tipos de memorias,
éstas pueden ser usadas con patrones reales (Sossa, Barrén y Vazquez 2004), lo cual es

sumamente ttil.

En (Cruz, Sossa y Barrén 2007) se describe un nuevo método para atacar el
problema del ruido mezclado sin usar ntcleos o el operador mediana, basado en la
localidad del ruido. Mediante los llamados sub-patrones. La idea basica es dividir al
objeto original en partes, a cada parte hay que obtener su patrén correspondiente
(sub-patrén); con cada uno de los sub-patrones del objeto se entrena una memoria
asociativa. Debido al caracter local del ruido, algunos sub-patrones no se veran

afectados por él.

Claro estd, estas tres alternativas tienen sus desventajas. Encontrar un buen niicleo
es dificil, ademéas de que su uso estd muy restringido. Si al conjunto fundamental se le
agrega dindmicamente un nuevo patrén parecido a uno existente, hay que re-calcular
todos los ntcleos de los demds patrones para evitar repeticiones. El operador mediana
en la practica es muy costoso de implementar y es dificil cumplir las condiciones para
recuperacion perfecta. Por otro lado, el uso de los sub-patrones puede consumir

mucho tiempo de computo a menos que se use procesamiento paralelo.

Se puede observar que, los primeros modelos de memorias asociativas utilizaban,
para sus operaciones, el algebra convencional; es decir, sumas y productos entre
vectores y/o matrices. Los modelos morfolégicos utilizaban por su parte, operadores
de la morfologia matematica; es decir, maximos, minimos y mediana de sumas y
restas. En la presente tesis se presenta un nuevo modelo de memorias asociativas que,

para su funcionamiento utilizan operadores y operaciones del algebra geométrica.

3.3 Algebra Geométrica

A finales del siglo XIX el matemaético inglés William K. Clifford present6 lo que ahora
se conoce como Algebra geométrica o Algebra de Clifford, en un articulo titulado
Aplicaciones del algebra exterior de Grassmann (Clifford 1878). El pensaba (al igual

que Grassmann) que las algebras de Grassmann y los cuaterniones de Hamilton se



podian unir en un mismo sistema algebraico, haciendo un ligero cambio en el

producto exterior.

Pero fue hasta los afios sesenta cuando algebra geométrica tuvo un gran impulso en
muchas areas de la ciencia, gracias a los trabajos de David Hestenes. Hestenes mostré
las ventajas que se podrian obtener al usar el algebra geométrica en muchas &reas de
la fisica y la geometria (Hestenes y Sobczyk 1984). Posteriormente muchos otros
investigadores siguieron sus pasos y mostraron las ventajas de utilizar el algebra

geométrica en sus respectivas dreas de investigacion.

3.3.1 Propiedades del algebra geométrica

El algebra geométrica es un enfoque libre de coordenadas de la geometria que, a
diferencia del algebra vectorial convencional, tiene un producto entre vectores
asociativo e invertible. Ademas permite la adiciéon de objetos de diferente tipo, como
escalares y vectores, muy parecido a la forma en que se construye un ndmero

complejo a partir de una parte real y una parte imaginaria.

En el dlgebra geométrica los objetos geométricos y los operadores de estos objetos
son tratados en una solo algebra. En otras palabras, es sencilla, compacta, es libre de
coordenadas y permite formulaciones dimensionalmente fluidas. Algunas

propiedades del algebra geométrica se enuncian a continuacion.
o Geométricamente intuitiva

Una caracteristica muy especial del 4lgebra geométrica es que es
geométricamente su intuitiva. Por ejemplo las esferas y los circulos son objetos
algebraicos con significado geométrico. Se puede representar un circulo

tomando dos esferas y realizando la interseccién entre ellas.
o Unificacién

El 4lgebra geométrica incluye también muchos otros sistemas matematicos
como el algebra vectorial, el algebra de Grassmann, los nimeros complejos y

los cuaterniones, entre otros.

o Poca complejidad simbélica



Las expresiones en algebra geométrica normalmente tienen poca complejidad.

En el 4dlgebra geométrica es posible la division entre elementos (no nulos), algo que
el analisis vectorial de Gibbs y Heaviside no puede hacer. Lo cual es muy importante

en el célculo geométrico al calcular las derivadas inversas.

Al manejar los niimeros complejos como cierta sub-algebra del dlgebra geométrica,
la unidad imaginaria recibe interpretaciones geométricas concretas. Ademas, el
producto exterior de Grassmann se define para cualquier dimension, a diferencia del
analisis vectorial convencional que no se puede extender tan facilmente a otras
dimensiones. La electrodindmica de Maxwell se puede formular en una ecuacién usando
el algebra geométrica. La mecénica cudntica relativista se ha reformulado en términos
del algebra geométrica reemplazando las matrices de Dirac por vectores base reales.
Finalmente, existen muchas implementaciones de la relatividad general usando el

algebra geométrica (Hitzer 2003).

El cdlculo geométrico (Hestenes y Sobczyk 1984) (junto con el andlisis de Clifford) es
un lenguaje para expresar y analizar todos los conceptos geométricos en matemaéticas.
El algebra de Clifford provee la gramatica (Hitzer 2003). Los ntimeros complejos,
cuaterniones, el algebra de matrices, los vectores, los tensores, el calculo de spinors y

las formas diferenciales se pueden integrar en un sistema sencillo y entendible.

Algunas areas en las que se ha trabajado con algebra geométrica son: vision por
computadora, gréaficos y reconstruccién, robodtica, procesamiento de imagenes y
seflales, investigacion aeroespacial, teorfa de control, computacion cuéntica,
bioingenieria y disefio molecular, electromagnetismo y propagacién de ondas, algebra

simbolica y algoritmos numeéricos.

Un algebra geométrica se construye sobre un espacio vectorial usando un producto
especifico. Los principales productos del dlgebra geométrica son: el producto geomeétrico
o producto de Clifford, el producto exterior y el producto interior. Los tres se explican

brevemente a continuacion.



3.3.2 El producto exterior

En el dlgebra vectorial convencional existen dos productos entre vectores: el producto
escalar (producto interno o producto punto) que produce un escalar y el producto

vectorial (producto cruz) que produce otro vector.

Sea un espacio vectorial euclidiano n-dimensional. El producto escalar a-b de dos
vectores a y b es un escalar con magnitud |a||b|cosé . El producto vectorial (axb) es
un tercer vector con magnitud |a|[b|cosé en la direccién perpendicular al plano que

contiene a los vectores a y b. Donde |a| y |b| son las longitudes de los vectores a y b

respectivamente y ¢ es el &ngulo entre ellos.

En el 4lgebra geométrica el producto interior es particularmente atil y puede
coincidir con el producto escalar tradicional, pero en general representa una operacion

algebraica que no resulta en un escalar, ya que no depende de una métrica.

Sin embargo, el producto vectorial es particularmente deficiente. Por ejemplo, en
dos dimensiones un vector perpendicular a los vectores a y b no tiene significado y en
cuatro o mds dimensiones no estd definido (Perwass and Hildebrand 2004).
Evidentemente, es necesario un producto mds general que contenga informacién
direccional y sea generalizable a todas las dimensiones. En este caso se estd hablando
de un nuevo producto: el producto exterior (o producto externo). Este se present6 por

primera vez en 1844 en los trabajos de Grassmann (Grassmann 1844).

Sin explicar a grandes rasgos lo qué es, se definird un 4lgebra geométrica sobre los
reales R” (CR" ¢ C,); el producto exterior de dos vectores esta definido en esta
algebra (Perwass y Hildebrand 2004) y se denota por el simbolo A. De acuerdo a su

definicion, éste permite obtener todas las propiedades geométricas del plano (Dorst,
Fontijne y Mann 2007).

Sean a, y b vectores en un espacio euclidiano n-dimensional. El producto exterior se

escribe como en la expresion (3.2) y tiene magnitud |a||b|cos 6 . El resultado no es un

escalar o un vector, sino mas bien un bivector.



alb. (3.2)

El resultado de aplicar el producto exterior entre ellos es un area dirigida en el
segmento del plano que contiene a los dos vectores a y b, esta cantidad es el bivector

propiamente dicho (ver la Figura 7-2).

1)

2)

Figura 7. Ejemplos de multi-vectores. (1) Multi-vector de grado 1. (2) Multi-vector de
grado 2. (3) Multi-vector de grado 3.

Una caracteristica de la interpretacion geométrica del producto exterior es que es

generalizable a dimensiones superiores. Si ¢ es, también un vector, la interpretacion de

a/Ab Ac se puede ver como un volumen tridimensional dirigido, al cual se le llama
trivector, como se observa en la Figura 7-3.

Sean a y b los dos vectores mostrados en la Figura 7-2, la orientacién de a y b esté

definida por el sentido contrario a las manecillas del reloj y la orientacién de bAa es

la direccién contraria, es decir en el sentido de las manecillas del reloj. Por lo tanto el

producto exterior es anti simétrico como se observa en la expresion (3.3).

aNb=—bAa . (3.3)



Cuando b es igual al vector a se obtiene un resultado algebraico inusual, éste se
muestra en (3.4), sugiere que el cuadrado de a con este producto debe ser cero (Dorst,
Fontijne y Mann 2007). Razonablemente suena correcto, pues no se puede codificar un

segmento del plano con el mismo vector.

aNa=—aNa=0. (3.4)

El producto exterior es asociativo, distributivo con respecto a la suma y saca

escalares. Sean e,,e, las bases en el plano bidimensional y sean a y b dos vectores

en este plano, ambos se pueden expresar como en la expresion (3.5).

a=a.e +a,e,

b=b,e, +b,e,. G3)

Con base en esto se puede reducir el producto exterior entre a y b a:

aNb= ab,+a,b, ¢ Ne,. (3.6)

De la misma forma, en el espacio tridimensional con bases e,,e,,e, el producto

exterior se reduce a:

aNb= ab,—a,b, e Ne,+ a,b,—ab, e, Ne,
+ a,b, —a,b, e, Ne,.
3¥1 1¥3 =3 1 (37)
El producto exterior de dos vectores en el plano o en el espacio se puede escribir
como la suma escalada de la combinaciéon de sus elementos bases. El valor de la suma
se puede calcular usando los determinantes de los elementos que conforman cada

vector (Dorst, Fontijne y Mann 2007).

Sea C, un 4algebra geométrica, ésta contiene las bases mostradas en (3.8), al

elemento base de mas alto grado se le conoce como el pseudoescalar y se representa por

el simbolo I.



1 e eANe, e Ne,Ney ... e Ne,NegNe, (3.8)

Definicion 10. En cualquier dimension n, el producto exterior de k vectores o A, se define
como en (3.9), para k>n. A A<k> se le conoce como k-vector o multi-vector. Los multi-

vectores son los elementos basicos del algebra geométrica.
k
A<k>:a1/\u2/\.../\ak:i/:\lui (3.9)

Cualquier multi-vector de C, se puede expresar en términos de las bases mostradas

en (3.8).

A la dimension de cualquier multi-vector también se lo conoce como su grado; es
decir, un escalar tiene grado 0, un vector tiene grado 1, un bivector tiene grado 2 y asi
sucesivamente (ver Figura 7). Dentro del 4lgebra geométrica es posible manipular
expresiones que contengan multi-vectores de cualquier grado; esto es, la suma de un

escalar y un bivector esta perfectamente definida.

3.3.3 El producto interior

Otra operaciéon importante en el algebra geométrica es el producto interior (producto
interno), se denota por el simbolo *-’. Si A, B y C son multi-vectores, el producto

interior se representa:

B- A. (3.10)

El producto interior reduce el grado del vector B por )\, y el producto exterior
aumenta el grado de B por A, donde A es el grado del vector A. Si A y B son vectores
de grado uno, el producto interior es el mismo que el producto escalar tradicional,

cuyo resultado es un escalar.

El producto interior es conmutativo y es distributivo bajo la suma, es decir se

cumplen las expresiones mostradas en (3.11).



A-B=B-A
A+B .C= A.C + B-C. 311
Para dos multi-vectores cualesquiera, la definiciéon de producto interno y externo

esta dada por (3.12) y (3.13) respectivamente.

A/\B:ZA,/\B:ZA/\BSZZAr/\Bs (3.12)

A-B:ZA7~B:ZA-BS=ZA,'BS- (3.13)

3.3.4 El producto geométrico

Los productos interior y exterior, proporcionan informacién sobre la magnitud y
direccion de los vectores. Seria deseable combinar la informacioén proporcionada por
ambos productos en un simple producto. Esto es lo que hace, precisamente, el producto
geométrico (o producto de Clifford) de dos multi-vectores A y B; éste se define de la

siguiente manera:

AB=A-B+AAB. (3.14)

Si A y B son paralelos, entonces su producto exterior es cero y el producto
geométrico AB es igual al producto interior. Si A y B son perpendiculares entonces su
producto interno es cero y el producto geométrico AB es igual al producto exterior. Es

decir se cumplen las expresiones (3.15) y (3.16).

AB=A-B— A|B, 1
AB=AANB~— A L B. (3.16)

De acuerdo con estas expresiones, con el producto geométrico los vectores
ortogonales anti conmutan y los vectores paralelos conmutan. Por lo tanto, este

producto codifica las relaciones geométricas bésicas entre vectores (Doran 2003).



El producto geométrico es asociativo y distributivo con respecto a la suma, como se

observa en las expresiones (3.17). Ademas la multiplicacion por un escalar A\ estd
definida, como en la expresion (3.18).

A BC = AB C,
A B+C = AB + AC ,
B+C A= BA + CA .

(3.17)

AA = AN (3.18)

Una propiedad que hay que tener en cuenta es que el producto geométrico no es
conmutativo, como se observa en las expresiones (3.19). Mientras que el producto
interior es simétrico, el producto exterior no lo es, como se mostr6 en (3.3). Por lo

tanto, el producto geométrico tampoco lo es; es decir se cumple la expresion (3.20).

AB=A-B+ ANAB

BA=A-B— AAB
(3.19)

AB=BA (3.20)

A partir de las expresiones (3.19) se definen los productos interior y exterior en

funcién de las partes simétricas y anti simétricas del producto geométrico, como se
observa en (3.21).

A-B:% AB+BA

A/\B:% AB—BA (3.21)

Una de las propiedades del dlgebra geométrica, en particular de sus dos productos,
es que pueden elevar (producto externo) o bajar (producto interno) de grado segtn las

necesidades, con esto es posible moverse entre sub-espacios de diferente dimension.



3.4 Algebra Geométrica Conforme

3.4.1 Geometria Conforme y el espacio euclidiano

Sea un espacio vectorial euclidiano n-dimensional. El grupo conforme es el conjunto
de todas las transformaciones en R" que dejan los dngulos invariantes pero pueden
alterar las distancias. Para especificar un punto en este espacio de dos dimensiones

mas, son necesarias dos restricciones (Doran 2003).

La primera es que la representacion es homogénea, por lo tanto X y AX representan
el mismo punto en el espacio euclidiano, donde A es un escalar. La segunda

restriccion es que el vector X es nulo, es decir se cumple (3.22).
X"=0 (3.22)

Sean e¢,,e,,e; tres vectores bases en el espacio euclidiano tridimensional, en el

espacio conforme se agregan dos vectores bases mas ¢,,e, que satisfacen las

expresiones mostradas en (3.23). En este caso, los cinco vectores son ortogonales.
e, =—1, ¢ =+1 (3.23)

A partir de los dos nuevos vectores se definen los vectores nulosvy T :

v=e,te,, U=e¢,5-e, (3.24)

En este punto es necesario escoger un vector para representar el origen.

. 1_ o
Convencionalmente se toma —Ev. Entonces, el vector X se pude escribir como en

(3.25), donde x es la representacion del punto en el espacio euclidiano y « se elige tal

que X sea nulo, lo cual se alcanza cuando o = x2.

X=2x—0+av (3.25)



La representacion de un punto en el espacio conforme se observa en (3.26).
X=2x+xv—7 (3.26)

En esta ecuacion v representa el punto al infinito. El poder de las representaciones
en un espacio conforme se observa mas claramente cuando se considera el producto
interior de los puntos. El producto interior en el espacio conforme codifica la distancia
entre puntos en el espacio euclidiano (Dorst y Fontijne 2005). Cualquier
transformacién de dos puntos que deje invariante este producto debe representar una
simetria de un espacio euclidiano. Debido a esto, una transformacién que deja
invariante el producto interior, debe ser una transformacién ortogonal en el espacio

conforme.

Las transformaciones conformes dejan invariantes los dngulos pero pueden alterar
distancias (Doran 2003). Las transformaciones euclidianas son un subconjunto de las
transformaciones conformes. En esta geometria, las lineas rectas son circulos de radio
infinito. Y en tres dimensiones, los planos y las esferas se tratan como un mismo

objeto.

3.4.2 Representacion de objetos

Ademas de ser un modelo muy conveniente para representar la geometria euclidiana
(Dorst y Fontijne 2005), el Algebra Geométrica Conforme es un esquema geométrico
libre de coordenadas de 5 dimensiones. Se construye a partir de una representacion de
puntos e hiper-esferas (internamente estos objetos se representan como vectores).
Ademas, las operaciones no dependen de un origen y no necesitan ser especificadas
en términos de coordenadas relativas a un origen, de ahi que sea libre de

coordenadas.

En esta tesis, el dlgebra trabaja en el dominio conforme y la seméntica geométrica lo

hace en el dominio euclidiano.

El 4lgebra geométrica conforme es una extension de la geometria proyectiva de
cuatro dimensiones. Los puntos, las esferas y los planos se pueden representar

facilmente como objetos algebraicos (vectores). Por ejemplo, un circulo se puede



representar con la intersecciéon de dos esferas (o una esfera y un plano), la cual se
realiza con una operacioén algebraica basica. Por otro lado, al combinar tres puntos

(usando otro producto del dlgebra) se obtiene el circulo que pasa por ellos.

Esta 4lgebra trata a las lineas y a los circulos de una manera unificada como tri-
vectores. Las mismas consideraciones se aplican al multi-vector S que se define

usando cuatro puntos X', X?, X°, X*. El objeto definido por S es una hiper-esfera

Unica que pasa por los cuatro puntos.

Las intersecciones entre lineas, circulos, hiper-planos e hiper-esferas se generan
directamente. En la geometria béasica se utilizan los puntos y los vectores mientras que
en esta dlgebra se tienen una gran variedad de objetos geométricos basicos con los

cuales se puede trabajar (Hildenbrand 2005).

Existen dos formas de representar objetos en el algebra geométrica conforme. La
representacion IPNS (Inner Product Null Space) y la representacion OPNS (Outer
Product Null Space), ambas representaciones son duales una a la otra. Dependiendo de

la aplicacion se puede utilizar una u otra representacion.

Dadas las siguientes bases del Algebra Geométrica Conforme:

€y, €1,--s€ ,€. (3.27)

7 n’ Foo
donde ¢, representa el origen euclidiano y e_ es el punto al infinito. Estas bases
cumplen las propiedades (3.28), (3.29), (3.30) y (3.31); donde ¢, P—e, e; y - esel

1

producto interior.

e =LV . (3.28)
e, =¢ =0 (3.29)
e, € =—1 (3.30)

e-e,=e-¢=0V_ . (3.31)



Un vector en algebra geométrica conforme se denota como una combinacién lineal

entre las bases:
S=S5e+...+Se +5 e +S,..€,. (3.32)

Si la ecuacién (3.32) se multiplica por una constante \==0, siempre se obtiene el
mismo objeto geométrico. El significado de los valores en las dos nuevas coordenadas

e, vV e, seobservaenlaTabla 1.

Tabla 1. Significado del vector conforme S de acuerdo a los valores de las componentes €, y €_

Sn+2 =0 Sn+2 =0
S +=0 Plano que pasa por el origen Hiper-esfera/punto que pasa por el origen
n
S’n+1 =0 Plano Hiper-esfera/punto

3.4.3 Objetos del Algebra Geométrica Conforme

En general, dado un punto euclidiano en p €R", este se puede representar en un

punto P del algebra geométrica conforme como (Li, Hestenes y Rockwood 2001):
1
P:p+§ p e +e, (3.33)

donde p * es la norma cuadrada o p = pp.

La ecuacién (3.33) expresa una relacion homogénea entre ambos dominios, el

euclidiano y el conforme. Cuando el coeficiente de e,es igual a 1, entonces se dice que

P tiene una representacion canonica.

De la misma forma, una hiper-esfera en la representacion IPNS toma la siguiente

forma canénica (Hitzer 2004):



1 1
§=C-2 7 e =c— c’— 7 e e, (3.34)

donde C es el punto central de la hiper-esfera en su representaciéon conforme como en

(3.33), y v es su radio. También se puede representar en OPNS utilizando cuatro

puntos que estan situados sobre ella (Hitzer 2004):
S=X'AX*AX*AX (3.35)
Por otra parte, un hiper-plano se define (en notacién IPNS) por:

T=t+de, (3.36)
donde t es el vector euclidiano normal al hiper-plano T, y ¢ es la distancia de éste al
origen. También se puede definir (en notacién OPNS) utilizando los tres puntos que
estan dentro del hiper-plano y el punto al infinito (Hitzer 2004):

T=X'"AX>AX®Ne_.. (3.37)

De (3.35) y (3.37) se puede observar que un hiper-plano es una hiper-esfera con
radio infinito (Hestenes 2001).

Un circulo se define, al usar la representacién IPNS, por la intersecciéon de dos

hiper-esferas:
Z=S"AS?, (3.38)

o, al usar la representacion OPNS, con los tres puntos que caen sobre su

circunferencia:

Z=X'AX*ANX°. (3.39)



De la misma forma, una linea se define, con la representaciéon IPNS, por la

interseccion de dos hiper-planos:

L=T'AT>. (3.40)

En la representacion OPNS se define usando dos puntos que pasan por ella y el

punto al infinito:

L=X'AX*Ne_. (3.41)

Al igual que con la hiper-esfera y el hiper-plano, se puede observar que una linea es

un circulo con radio infinito (Hestenes 2001).

En la Tabla 2 se observan todos los objetos que se pueden utilizar en el algebra

geométrica conforme.

Tabla 2. Lista de entidades del algebra geométrica conforme

Entidad Representacion IPNS Representaciéon OPNS
1
Hiper-esfera S:P_E vy zem S=P'AP’ AP’ AP*
Hiper-plano T'=t+oe T=P'AP*AP’ Ae__
Circulo Z=S"\S? Z=P AP’ \P°
Linea L=T'AT? L=P'AP*Ae_
Punto par Pp=S'AS*AS® Pp=P'AP?
1
Punto P=S'AS*AS’AS* P:P+E ple. +e,

3.4.4 La distancia y el producto interior

El producto interior de dos vectores de grado uno, es similar al ya conocido producto
escalar. El cuadrado del producto interior de los vectores base euclidianos es 1, como

se vio en (3.28).



Mediante en producto interior, es posible conocer el dngulo 6 entre dos objetos A’

y A’ (ya sean dos lineas o dos planos):

Al A

T

: (3.42)

El producto interior de dos objetos en el algebra geométrica conforme se puede
usar como una forma para calcular la distancia. Dados dos puntos en el marco del
algebra geométrica conforme P' y P?, cuando se aplica el producto interior entre

ellos se obtiene la siguiente expresion:

Pl'PZZP'l'pZ_% p1 2_

L ope (3.43)
2p . .

O, lo que es igual:

2

P'. p? :_é p—-p ", (3.44)

Una medida de distancia entre un punto conforme P y una hiper-esfera S, se

obtiene al usar el producto interior (Hildenbrand 2005), como sigue:

PS—pe-l oy 1,21l 2 (3.45)
pe—3 Y > P =57 p - :
En forma simplificada:
2P.S=+"—c—p’. (3.46)

De acuerdo a (3.46):

e Si P-5>0, entonces P esta dentro de la hiper-esfera (Figura 8A).
e Si P-S<0, entonces P esta fuera de la hiper-esfera (Figura 8B).

e Si P-5=0, entonces P esta sobre la superficie de la hiper-esfera (Figura 8C).



Figura 8. Tres posibles posiciones de un punto con respecto a una hiper-esfera.

Por lo tanto, cuando se utiliza una vecindad esférica, el producto interior hace
posible la clasificaciéon de un patrén; ya que permite determinar si el patréon esta

dentro o fuera de la hiper-esfera.



CAPITULO

4. MEMORIAS ASOCIATIVAS
GEOMETRICAS

En este capitulo se establecen las bases para el desarrollo del nuevo modelo de
memorias asociativas, las llamadas memorias asociativas geométricas. Mientras que
los primeros modelos de memorias asociativas utilizaban operadores del algebra
convencional para su funcionamiento y las memorias morfoldgicas basaban su
operacion en la morfologia matematica, el modelo propuesto en esta tesis utiliza, para
su operacion, operadores del algebra geométrica; en particular se utiliza el modelo

conforme.

Se desarrollaron dos modos de operacién de las memorias asociativas geométricas
que atacan, precisamente, dos de los problemas més importantes del reconocimiento

de patrones: el problema de la clasificaciéon y el problema de la restauracion.

Su funcién, como se vera mas adelante, es clasificar un patrén si y solo si el patron

se encuentra dentro de vecindad de soporte (hiper-esfera) de esa clase.

4.1 Modo para clasificaciéon de patrones

En las siguientes secciones se explican tres métodos para construir vecindades hiper-

esféricas de forma no iterativa.



4.1.1 Creacion de las vecindades hiper-esféricas

La construccion de las vecindades hiper-esféricas implica, primero encontrar el centro
de cada hiper-esfera y después calcular el radio adecuado. En la literatura se han
reportado algunos procedimientos para lograr esto con algebra geométrica conforme.

En las siguientes lineas se describen tres de ellos.

El primer método se describe en (Cruz, Barrén y Sossa 2009), donde dado un

. ;o m . . L, .
conjunto de puntos p= p' _ se construye una vecindad hiper-esférica. El centro se
i=

calcula de una manera muy sencilla:

c=Y _p,/m (1.1)
i—1

En otras palabras, el centro de cada hiper-esfera es el promedio de todos los puntos.

La expresion (4.2) se utiliza para calcular el radio.

L —min[ P v, (1.2)

2

yoegm’

donde C y P’ son la representaciéon conforme de ¢ y p’ respectivamente. El

procedimiento garantiza que todos los patrones en una clase estaran cubiertos por una
hiper-esfera. Como el centro y el radio se calculan en diferentes etapas, la hiper-esfera

resultante podria no estar balanceada, como se observa en la Figura 1A.

Otra desventaja importante de este procedimiento es su alto costo computacional.
En (Hildenbrand 2005) se presenta un método para ajustar conjuntos de puntos en
hiper-planos o hiper-esferas usando una aproximacién por minimos cuadrados. En
ese trabajo se describe el ajuste de hiper-esferas (Figura 1B). Ese algoritmo usa una
medida de distancia entre puntos e hiper-esferas con ayuda del producto interior.
Utiliza una aproximacién por minimos cuadrados para minimizar el cuadrado de la

distancia entre un punto y una hiper-esfera.



A) B) )

Centro

Centro Centro

Figura 1. Tres soluciones graficas para encontrar el centro y el radio de una hiper-esfera.

Con este procedimiento es posible crear vecindades hiper-esféricas que se ajusten a
un conjunto de patrones. Un inconveniente que tiene este método es que, algunas
veces, algunos puntos pueden aparecer afuera de la resultante; por lo que los

patrones usados en el entrenamiento no serdn clasificados correctamente.

En (Barrén, Cruz, y otros 2008) se presenté un método para construir de manera
optima una envoltura convexa (del inglés convex hull) esférica usando programacion
cuadréatica y dlgebra geométrica. Una envoltura convexa es importante porque es una
forma mas natural de modelar una clase con sus patrones correspondientes y, por lo
tanto, clasificarlos de acuerdo a esta clase. El método combina las caracteristicas de los
métodos mencionados en los parrafos previos. El método, ademas, ajusta una hiper-

esfera 6ptima pero conteniendo todos los puntos (Figura 1C).

Los métodos mencionados se pueden usar para construir una vecindad hiper-
esférica para una clase especifica usando los puntos (patrones) de esa misma clase.

Pero no toman en cuenta los patrones de las otras clases o la separacién de las mismas.

En la siguiente seccion se presenta un nuevo método para construir vecindades de
decision hiper-esféricas, pero tomando en cuenta los puntos que estardn dentro de la

vecindad y los puntos que deben estar afuera de la misma.

4.1.2 Nuevo método para crear vecindades esféricas

Antes de explicar el método se enunciara una nueva definicion, partiendo de la jError!

No se encuentra el origen de la referencia. sobre separabilidad lineal:



Definicién 1. Cuando dos conjuntos de puntos en R” son completamente separados por una
hiper-esfera, se dice que estos conjuntos son esféricamente separables.

En este caso la separacion consiste en tener un conjunto de puntos dentro de la
hiper-esfera y el otro conjunto de puntos afuera de la hiper-esfera. A partir de esta
definicién se enunciard el siguiente teorema que tiene que ver con la relacién entre la

separabilidad esférica y la lineal.

Teorema 1. Si dos conjuntos de puntos en R"son linealmente separables, entonces estos
conjuntos son también esféricamente separables.

Demostracién. Sean dos conjuntos de puntos linealmente separables en R”. De la definicién
1 existe un hiper-plano T que los separa. Pero de
iError! No se encuentra el origen de la referencia. y
iError! No se encuentra el origen de la referencia. el hiper-plano T es una hiper-esfera que
pasa por el punto al infinito. Entonces, también existe una hiper-esfera que los separa, por lo

tanto ambos conjuntos son también esféricamente separablesm

Hay que notar que el Teorema 1 no garantiza que dos conjuntos de puntos

esféricamente separables sean también linealmente separables.

A continuacion se describe una nueva propuesta, inspirada en ideas de (Barrén,
Cruz, y otros 2008). Esta sirve para encontrar una vecindad hiper-esférica que toma en
cuenta los patrones de la clase dentro de la hiper-esfera y los patrones de las otras

clases.

-1 .om . L.
Sean p' y p’ dos conjuntos de puntos esféricamente separables en R”",
i=1 j=141

tal que p’ son puntos que pertenecen a una clase y p’ son puntos que pertenecen a
otra clase. El problema es encontrar una hiper-esfera S 6ptima (en términos de

programacion cuadrética) con el menor error cuadratico, donde los puntos p’ estén

dentro de Sy los de p’ estén afuera. En otras palabras, resolver:

argminz P'.S 2. (1.3)

S i=1



Sujeto a (4.4) para los puntos dentro de la hiper-esfera y a (4.5) para los puntos

fuera de ella.

pP.$>0,i=1,...,1 (1.4)

P'.S<0,j=1+1,...,m. (1.5)

Para poder encontrar una hiper-esfera 6ptima se debe utilizar un algoritmo de
optimizacién; asi que hay que cambiar la expresion (1.3) para ponerla en notacion

euclidiana y en términos de algtn problema clasico de optimizacion.

Partiendo de (1.3) y considerando que las hiper-esferas estan en forma candnica,

tales que el término S, ,, de las mismas se puede eliminar, se obtienen:

i 1 i22
p-c—SM—Ep ]

I
-MS

-
Il
_

ST ps’
i=1

3

2
[P"-c—snﬂ]—% r' 2]

~
Il
-

pc=S,.] —[p'-c=5,.] P 2+% P 4]/

I
_M§

~
Il
-

(1.6)

2

hay que recordar que S, , :% p— * , siendo v el radio de la hiper-esfera. Con

lo que la expresion (1.3) se puede ver como:

Zm: PIS Zzzm: pi'C_Sn+1 i
i1 i—1

- i 2 I, e
2 PSP P
i=1 i=1 (L.7)

El tercer término de la expresion es irrelevante porque no depende del parametro S
y se puede omitir. Sin pérdida de generalidad esta expresion puede ser escrita en

notaciéon matricial euclidiana como en (4.8), donde W y F son matrices, cuyas



componentes se observan en (4.9) y en (4.10) respectivamente, y x:[Sl,Sz,...,Sn -

Ademas, hay que recordar que S, =¢, V,_, .

m [ n+l 2 m ([ n+1
DD Woxi |+ D R 49
i=1 \ k=1 i=1 \k=1
! parak=1,...,n
W, = Pr para (1.9)
’ —1 parak=n+1
. . 2
—p. P parak=1,...,n
Fr= ) (1.10)

p parak=n+1

Sea w' [V\Ll,wz, W,

i1, entonces para el término de la izquierda de la

-t .
expresion (1.8) y considerando w' que es el transpuesto del vector w’, se tiene:

m n+1 2 m "
1

DD WLS| =D w
i i=1

1t 2 t 2
= w x +..+ w" «x

t t t
—w xw x+..+ w" x w" «x

t t t t
= w xw +..+ w" x w" x

= |x'w' +...+ x'w" W x

= x'W'Wx. (1.11)

Ahora, sea H=W'W entonces se obtiene la siguiente expresion:
m_(n+l 2
Z[kask] = x"Hx. (1.12)

Para el término de la derecha de la expresion (1.8), sea y, = Z . _entonces:
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(1.13)

=~
Il

Siy= [yl yoer Y, +1] se obtiene la siguiente expresion:

m (n+1l
Z[ szsk] y'x. (1.14)

=1

~.

Al usar las expresiones (1.12) y (1.14), la expresion (1.3) se ha convertido a una

notacion matricial euclidiana:
x'Hx+y'x. (1.15)

La restriccion (1.4) para puntos dentro de la hiper-esfera se modifica de la siguiente

forma:

PS>0
i 1 ;>
p -c—SM—E p =0

i 1 ;2
'C_Sn+1 ZE P
< i ?
— ; <—— p ,
Pt T2 (1.16)

=
M
=
:
W
—_

donde W, se defini6 en (1.9), la expresion (1.16) se puede escribir como:

—Wx' g—% p' : (1.17)

donde x se definié anteriormente. La restricciéon (1.5) para los puntos afuera de la

hiper-esfera se modifica a:



P/.S<0
) 1 .2
plre=S,-5p <0

; 1 .2
ple=S.,<5p
n+1

1 .2
YW, S <—p .
k=1 2 (1.18)

Esta expresion puede re-escribirse como:
1 .2
Wx! <E r . (1.19)

C 1 ;2
Sea A= —-W,W vy sea b un vector cuya i-ésima componente es —— p para

. 1 ;> . . e
i=1,.,1Yy 5 p' —e para i=I[+1,...,m, la constante ¢ es una cantidad positiva

muy pequefa que se utiliza para cambiar el “<” de la desigualdad (1.19) a un “<”.
Las restricciones (1.17) y (1.19) son entonces convertidas a una notaciéon matricial

euclidiana del tipo:
Ax <b. (1.20)

Finalmente, la expresion (1.3) se cambia a un problema cldsico de optimizacién con

restricciones:

min x'Hx+y'x
X

s.a. Ax <b. (121)

La hiper-esfera 6ptima S se encuentra al resolver la expresion (1.21), donde S, = x,
para k=1,...,n+1y S, , =1. Esta claro que al incluir también en las restricciones los

puntos que se encuentran fuera de la hiper-esfera, la solucién S es una superficie de



separacion que permite diferenciar entre dos clases (puntos dentro y fuera de la hiper-

esfera).

Este procedimiento funciona muy bien cuando las clases son esféricamente
separables. En caso de tener tres o més clases el procedimiento es similar. En este caso,
i

1
el conjunto de puntos p’' = seran todos los patrones de la k-ésima clase, y el

i=1

. i m z Z Z .
conjunto de puntos p’ | ,,, seran todos los patrones de las demas clases. La k-ésima
j=t+

hiper-esfera S* se encuentra al resolver la expresién (1.21). El mismo procedimiento

se debe realizar para las otras clases.

4.1.3 Fase de aprendizaje

La fase de aprendizaje de una memoria asociativa consiste en almacenar las
asociaciones entre los patrones de entrada y sus correspondientes patrones de salida.
En el caso de las memorias asociativas geométricas, la fase de aprendizaje consiste en

crear las vecindades esféricas para cada clase.

Una memoria asociativa geométrica es, por lo tanto, una matriz M de tamafio

gx n+2 ,donde g es el naumero total de clases. El k-ésimo renglén de M es la k-ésima

hiper-esfera. M se puede observar en la Figura 2, donde C* y ~* son,

respectivamente, el centro y el radio de la k-ésima hiper-esfera.

Las hiper-esferas se pueden crear usando alguno de los procedimientos
mencionados en la secciéon 4.1, aunque se recomienda utilizar el procedimiento

descrito en la seccién 4.1.1.

4.1.4 Fase de clasificacion

Por otro lado, para la fase de clasificaciéon de una memoria asociativa geométrica se
realizard usando la idea principal, presentada originalmente en (Banarer, Perwass y
Sommer 2003), pero con ciertos cambios para considerar el caso de patrones que se

encuentren dentro de dos hiper-esferas.
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Figura 2. Memoria asociativa geométrica después de la fase de aprendizaje.

Primero se debe aplicar un producto interior entre un vector (fundamental o de
prueba) x y la propia memoria asociativa M para obtener un vector u de tamafio m.
Dicho vector contiene todos los productos interiores entre el patrén x y todas las

hiper-esferas. La k-ésima componente de u esta dada por:
u, =M, -X=5"X (1.22)

En este caso X es la representaciéon conforme del patrén x. Si x esta dentro de una
hiper-esfera, la ecuacion (1.22) regresa un valor positivo o cero en la posiciéon de esa
hiper-esfera y un valor negativo cuando se encuentra fuera de la hiper-esfera. En
algunos casos (principalmente cuando se trata de patrones afectados con ruido) x
podria estar dentro de dos o mas hiper-esferas o podria estar fuera de todas las hiper-
esferas. Para decidir a cudl hiper-esfera pertenece un patrén dado, se debe utilizar el

siguiente re-mapeo:

—00; si u, <0
v, = L2 . (1.23)
u,— v ; otrocaso

Este re-mapeo se debe realizar para k=1,...,q. Finalmente, el identificador de clase

se obtiene aplicando una funcioén de argumento méaximo:

] :arginax U kr, g (1.24)



Como se puede observar, cuando X esta afuera de la k-ésima hiper-esfera, la
expresion (1.23) regresa —oo y cuando X esta dentro de la k-ésima hiper-esfera,
regresa la distancia (con signo menos) entre el vector X y el centro de la k-ésima hiper-
esfera C*. Por tanto, el patrén x seré clasificado por una hiper-esfera cubriendo su
representaciéon conforme y con ayuda de la expresion (1.24) éste sera clasificado por la

hiper-esfera con centro mds cercano a x.

En algunos casos v, =—coV,_, ., esto es, X esta afuera de todas las hiper-esferas.

Cuando se aplique la expresion (1.24), ésta no puede regresar algtn valor. En este

punto, se pueden tener dos situaciones. La primera es que x no pertenece a ninguna

2
clase. La segunda opcién es usar la expresién (1.24) directamente sobre u, — v* °,

aqui la memoria se comportaria como un clasificador de distancia minima, pero no se

tomaria en cuenta el uso de las vecindades esféricas.

Hay que apuntar que la fase de clasificacién no depende de la fase de aprendizaje.

4.1.5 Condicién para clasificacion perfecta

Por la jError! No se encuentra el origen de la referencia., cuando una memoria
asociativa clasifica correctamente el conjunto fundamental, entonces la memoria
presenta clasificacion perfecta. Sea M una memoria asociativa geométrica entrenada

con el método descrito en la pagina 3.

Teorema 2. Sean q clases esféricamente separables en R" y sea M una memoria asociativa
geomeétrica entrenada para esas clases, entonces M presenta recuperacion perfecta.

Demostracion. Sea k un indice de clase cuya hiper-esfera S* es la k-ésima componente de M y
sea p un patron fundamental de la clase k, y sea j un indice j=1,...,q tal que j=k.

La hiper-esfera S* se obtuvo por medio de la expresion (1.21). Entonces, de acuerdo a las
condiciones (1.4) y (1.5), P-S*>0 porque p es un patron de clase k, y P-S’ <0.
Cuando se aplica la expresion (1.23), el vector u tiene un ndmero positivo o cero en la

posicion ky —oo en las otras posiciones. Por lo tanto la expresion (1.24) regresa k. Lo mismo

sucede con todos los demas patrones en todas las demas clases m.



4.1.6 Condicién para clasificacion robusta

De acuerdo a la jError! No se encuentra el origen de la referencia., una memoria
asociativa presenta clasificaciéon robusta cuando ésta clasifica patrones afectados con

ruido.

La robustez de una memoria asociativa geométrica depende en gran medida del
tamafio de su radio; la memoria puede clasificar cualquier patrén como perteneciente
a su clase cuando el patron se encuentre dentro de la hiper-esfera. Los patrones
localizados fuera de una hiper-esfera especifica no seran clasificados como

pertenecientes a dicha hiper-esfera.

. . 3 , , 2 .
Figura 3. Ejemplo de dos patrones en R” dentro de una hiper-esfera, el patrén P , mas cercano

. ) 1 s
al borde, acepta menos cantidad de ruido que P , que esta mas cercano al centro.

La cantidad de ruido que puede admitir un patrén fundamental depende de la
posicién del mismo con respecto al centro y al borde de la hiper-esfera. Los patrones
que se encuentran mas cerca del centro pueden admitir més cantidad de ruido que

aquellos localizados mas cerca del borde (Figura 3).

Teorema 3. Sea p un patron fundamental afectado con ruido, tal que p=p+r, donde r es

el ruido y sea M una memoria asociativa geométrica donde la hiper-esfera S’ es la hiper-
esfera de la clase a la cual pertenece p y m es el nimero de clases. Si se cumple la expresion
(4.25) para algun i =1,...,m, entonces p sera clasificado por M a la clase mas cercana a él.



;2

§.p>__ (1.25)
- 2
Demostracion. Mediante la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se
obtiene la expresion (4.26), al obtener el producto interior entre una la esfera y el patron
afectado con ruido.

S'P== " "—c-p (1.26)

1 2 9
__CI_N >_—
€ TP =T
2 o2
—c-p 2=
.2 .2
Cl_p Sf}/l
;2 ;o2 (1.27)
0<+y" —c-p
.2 2
71 _Cl_p 20
28.P >0
S.P >0

Por lo tanto, p estara dentro de alguna esfera S° y mediante la expresion (1.24), se garantiza

que dicho patrdn se encuentre dentro de esfera con centro mas cercano m.

Note que el Teorema 3 no depende del tipo de ruido que afecta al patrén.

4.2 Modo para restauracion de patrones

A continuacién se presenta un nuevo modo de operacién de las memorias asociativas
geométricas, basado en las ideas mostradas en la seccién 4.1. En este caso se pretende
resolver el problema de la restauracion de patrones. La idea general es asignar a cada

patrén del conjunto fundamental una vecindad esférica, esa funciona como una zona



de encendido y se pueden restaurar patrones dentro de esa vecindad. El patrén

recuperado serd, precisamente, el centro de la hiper-esfera.

La principal ventaja de este modelo es su capacidad de restaurar, de forma directa,
patrones afectados con ruido mezclado. Ademas, la cantidad de ruido que un patrén

puede admitir se encuentra dada por el radio de la vecindad esférica.

A continuacién se presenta una nueva forma de construir las memorias asociativas

geomeétricas para que puedan restaurar patrones afectados con ruido.

4.2.1 Creacion de las vecindades esféricas

Al igual que en el modo de clasificacién, la construccién de las vecindades esféricas
puede hacerse, de forma sencilla, tomando el patrén mismo como centro de la hiper-
esfera y el radio se calcula por medio de la distancia entre este patrén y los demés. De
esta forma se garantiza que no habra solapamiento entre las hiper-esferas. Sin
embargo, al igual que con el modo de clasificacién, este procedimiento es
computacionalmente costoso, asi que de la misma que en la seccién 4.1.1 se utiliz6 una

aproximacién por minimos cuadrados para encontrar una hiper-esfera 6ptima.

Sea p',p’,...,p" un conjunto fundamental de patrones en R", el problema es
encontrar una hiper-esfera 6ptima S con el minimo error cuadratico, tal que p* se
encuentra dentrode Sy p’|j=1,...,m j=k seencuentran fuera de ella. La solucion

se puede encontrar aplicando, de nuevo, la expresion (1.3) con sus respectivas
restricciones. Podria pensarse que este problema podria resolverse de la misma
manera que el modo de clasificacién, mediante la expresion (1.21); sin embargo si se

oy ., . L L k
utiliza esta expresion como tal, el centro de la hiper-esfera podria no ser el patrén p*.
La idea, como se menciond anteriormente, es regresar, como patréon restaurado, el

centro de la hiper-esfera y con este procedimiento, esto no seria posible.

La solucion es agregar una nueva restriccién a la expresion (1.3), en la cual el centro

de la hiper-esfera es igual a p*:

k

P*=Cep*=c (1.28)



donde C es el centro de la hiper-esfera y P* es el patrén a entrenar, ambos en su
representacion conforme. Entonces, partiendo de la expresion (1.7) (omitiendo el
tercer término de la expresion sin pérdida de generalidad) y tomando en cuenta la

restriccion (1.28) se obtiene:

m

S PLST=Y pp S, Y P S, P
i=1 i=1 i=1

i 2 i 2
=Y ppt -2pp S+ S,
i=1
m 2

> PP =S P
i=1

m

:Z pi'pk 2_22 pi'pk Sn+1+z Sn+1 ’
i=1 i=1 i=1

> PP+ S P
i=1 i=1 (1.29)

En este caso el primer y el cuarto término de esta expresion se pueden omitir,

debido a que no dependen de S. De esta forma se obtiene el siguiente desarrollo:

Z pP'.S z:_z’":z p-p* Sn+1+zm: S, ?
i=1 i=1

i=1
+Z Sn+1 pi 2’
i=1

m

N 2 i 2
:_25n+1z P 'pk +m Sn+1 +Sn+1z p
i=1

i=1

~

m ; m ; ) 2
— Sn+1 22 p ‘pk +Z p —f_m Sn+1 7
i=1 i=1

2 i ; ;2
=m S, +S,..) 2p-pF+p .
i1 (1.30)



Finalmente, sean y = Z 2p-p* +p ’ y x=S, . Al igual que en la seccion

i=1
41.1, se tiene una expresion en notacién matricial euclidiana como en la siguiente

expresion:

min xmx +yx . (131)

A diferencia del modelo de clasificacion, en este caso la variable a optimizar es,

simplemente S, ;. La condicion para puntos dentro de la hiper-esfera es:

P'.5>0
i 1 ;2
pc=S.,-—5p 20
2
i 1 ;>
pop=S.—5r =0
1 ;2
_Sn+1+_ p 20
1 ;2
_Sn+1 Z_E p
1 .2
S . <=1p .
w1=5 P (1.32)

Por su parte, la condicién para los puntos fuera de la hiper-esfera es:

P/.S<0
pj-C—SnH—% pj ’ <0

C 1 ;>
pp —Sn+1<5 p

1 .2 .
Spa<y P —rp

i

1 .2 .
S, . <=—p —ppte
n+1_2P p-p (133)

De la misma forma que el modelo de clasificacién, las restricciones (1.32) y (1.33) se

pueden convertir a una notacién matricial euclidiana, como en la expresién (1.20) y



obtener, finalmente, una expresion similar a (1.21); sin embargo, al ser solamente una

variable (S, ;) a optimizar, ésta se puede obtener directamente al calcular la primera

derivada de (1.31), pero tomando en cuenta el intervalo entre las dos restricciones.

La hiper-esfera 6ptima S se encuentra al resolver la expresion (1.21), solo hay que

despejar el valor del radio (v) de S,,,. El centro de la hiper-esfera sera el propio

n

punto p‘. En este caso, la solucién S es una superficie de separacién que permite

separar un punto en particular, de todos los demas.

4.2.2 Fase de aprendizaje

Como en el modo de clasificacion, la fase de aprendizaje de una memoria asociativa
consiste en almacenar las asociaciones entre los patrones de entrada y sus
correspondientes patrones de salida. En este caso, la fase de aprendizaje consiste en

crear las vecindades esféricas para cada patron.

Al igual que en el modo de clasificacion, la memoria asociativa geométrica es una

matriz M de tamafio g% n+2 , donde q es el nimero de patrones. El k-ésimo renglén

de M es la k-ésima hiper-esfera. M se puede observar en la Figura 2.

Las hiper-esferas se pueden construir al usar el procedimiento descrito en la seccion
4.1.2. Este mismo procedimiento debe realizarse para todos los patrones en el conjunto

fundamental.

4.2.3 Fase de restauracion

La restauraciéon de un patrén se puede realizar con los mismos pasos que en la Fase de
clasificaciéon del modo de clasificacién, mostrados en la seccién 4.1.4, excepto el altimo
paso, mientras que en el modelo de clasificacién se regresa un indice, en el modelo de
restauracion se regresa el centro de la j-ésima hiper-esfera, como el patron restaurado,

donde j es el valor obtenido por medio de la expresion (1.24).

Al igual que en el modelo de clasificacién, un patrén afectado con ruido sera
restaurado por la hiper-esfera que cubra su representaciéon conforme y con centro mas
cercano a dicho patrén. En este modelo, las hiper-esferas funcionan como “atractores”

del patrén a restaurar.



De la misma forma que en el modelo de clasificacion, la fase de restauracion de este

modo no depende de la fase de aprendizaje.

4.24 Condicidn para restauracion perfecta

La condicién para restauracion perfecta (jError! No se encuentra el origen de la
referencia.) de una memoria asociativa geométrica se enuncia en el Teorema 4. Sea
i

m . . . .
p'  un conjunto fundamental de patrones en R" y sea M su memoria asociativa

i=1

geométrica construida como se mostré en las secciones 4.2.1y 4.2.2.
Teorema 4. M presenta restauracion perfecta.

Demostracion. Sea S’ la hiper-esfera correspondiente al i-ésimo patrén (p’). S’ se obtuvo

usando la expresion (1.3) y siguiendo el procedimiento de la seccion 4.2.1, por lo tanto se
cumplen las condiciones (1.4) y (1.5). Al aplicar la expresion (1.23) el vector u tiene un
nlmero positivo en la posicién i y —oo en las demas posiciones. Entonces, si se aplica la
expresion (1.24), ésta regresa i. Finalmente el patron restaurado es, por lo tanto es el centro

de la hiper-esfera S', es decir p* m.

4.2.5 Condicidn para restauracion robusta

Al igual que en el modelo anterior, la robustez (jError! No se encuentra el origen de
la referencia.) de una memoria asociativa geométrica depende del tamafio de su

radio. La cantidad de ruido que esta memoria puede admitir se enuncia en el Teorema
{ m . .
5.5ea p'  un conjunto fundamental de patrones en R" y sea M su memoria
i—=

asociativa geométrica construida como se mostré en las secciones 4.2.1 y 4.2.2. Sea,

ademas, p’' = p' +r un patrén fundamental afectado con ruido.

Teorema 5. Si se cumple la expresion (4.34), donde ~' es el radio de la i-ésima hiper-esfera.

El patrén p* puede ser restaurado por M.

(1.34)



Demostracion. Sea S la hiper-esfera del patrén i-ésimo, obtenida mediante el método
descrito en la seccion 4.2.1. El ruido del patrén p’ se puede expresar de la siguiente manera:

~1:pi+r

r:f,i_pi

—r:Pl—f?l

2 i =i

r=v-r - (1.35)

Si se aplica el producto interior entre la hiper-esfera S y la representacion conforme de p’,

por la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtienen las
expresiones (4.36).

=7 -7 . (1.36)
Entonces:

e Sir’> fyizentonces P'.s" <0.

.2 ~ . .
e Si r2§ ~"  entonces P'-S' >0.

Por lo tanto, el patrén p' serd restaurado por M si y sélo si r <yl
Hay que recalcar que el Teorema 5 no depende del tipo de ruido utilizado.

4.3 Modo para clasificacién no supervisada

Originalmente las memorias asociativas geométricas para clasificacion de patrones
fueron desarrolladas para funcionar de forma supervisada. Sin embargo, en esta

seccién se mostrara un algoritmo de clasificacion no supervisada para estas memorias.

Se presentard una variante del famoso algoritmo k-medias (del inglés k-means)
(McQueen 1967), pero usando operadores del algebra geométrica conforme para

construir los clusters (agrupamientos) respectivos. Ademas, al igual que en los modos



anteriores de operacion, se puede utilizar el producto interior para saber si un patrén
dado se encuentra dentro o fuera de alguno de los agrupamientos. También con el

producto interior, es muy facil conocer la distancia entre dos puntos.

4.3.1 Clasificacién no supervisada con algebra geométrica

El algoritmo propuesto se basa en las ideas mencionadas en las lineas anteriores, pero
se usa en el marco de trabajo del algebra geométrica conforme. A diferencia del
algoritmo k-medias, los agrupamientos se encontraran separando los puntos asociados
a un centro especifico de los otros puntos al resolver el problema de optimizaciéon
mostrado en la seccion 4.1.1; es decir, al usar una memoria asociativa geométrica. La
principal ventaja de este procedimiento es que los nuevos centros se calculan

automaticamente.

El método de la seccién 4.1.1 toma en cuenta los puntos dentro y fuera de una
hiper-esfera de clasificacion para un mejor rendimiento. Al igual que en el modo de
restauracion, las hiper-esferas en la clasificacion no supervisada funcionan como
atractores para los puntos que estdn dentro y como contractores para los puntos que

estan afuera.

Otra diferencia es el cdlculo de la distancia entre los centros y los patrones
correspondientes. Este procedimiento se realiza con la memoria asociativa geométrica,

formada por los centros correspondientes, y con un producto interior.

Durante la primera iteracién del algoritmo, los centros se generan de manera
aleatoria, como en el algoritmo de k-medias; en las siguientes iteraciones los centros se

calculan automaéticamente al construir las hiper-esferas correspondientes.

4.3.2 Nuevo algoritmo de agrupamiento

. . . . . om
Basicamente el algoritmo es como sigue. Dado un conjunto de puntos p* = en R,
i=

y sea k el nimero de agrupaciones a generar para esos puntos:

1. Cambiar cada punto p’ su respectiva representacion conforme P’ por medio de

la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia..



2. Establecer k puntos aleatorios, en su representacion conforme: C’ donde

j=1... k.
3. Construir la memoria M = [Cl,...,C"]' .

4. Generar k agrupaciones asociando cada punto p’ con el centro mas cercano.

Este procedimiento se puede realizar aplicando:

argmax M-P’ (137)

5. Encontrar k superficies esféricas S* por cada agrupacién, por medio de la
expresion (1.3) y sus respectivas restricciones.

6. Los nuevos valores de los k centros seran, precisamente, los centros de cada
hiper-esfera.

7. Repetir desde el paso 3 hasta que los centros no cambien o se llegue a un

ndmero determinado de iteraciones.

Como se puede observar, en este algoritmo el calculo de las agrupaciones se realiza
por medio de un simple producto interior y una funcién de maximo; a diferencia del
método tradicional que, para encontrar el centro mas cercano utiliza un algoritmo del

vecino mas cercano.

Con este algoritmo se puede presentar el caso, en algunas situaciones, de que
algunos puntos se encuentren fuera de todas las hiper-esferas. Esto, puede ser una
ventaja como una desventaja, dependiendo de las caracteristicas del problema. En
algunas ocasiones, estos puntos podrian ser considerados como ruido y se pueden
eliminar sin perder informacién esencial sobre la naturaleza del problema. Sin
embargo, para algunas otras situaciones de agrupacién estos puntos pueden ser

esenciales para resolver el problema.



CAPITULO

5. EXPERIMENTACION

En este capitulo se presentan los resultados obtenidos al probar el funcionamiento de
las memorias asociativas geométricas propuestas en esta tesis. Por cada modelo
desarrollado se presentan dos tipos de problemas, uno numérico y otro con patrones
reales. Por simplicidad, y para clarificar los resultados, los problemas numeéricos se

presentan en dos y tres dimensiones.

Para resolver el problema de optimizacién, en todos los casos se utiliza la funcion
“quadprog” del toolboox de optimizacion del programa MatLab. Esta funcién resuelve
problemas de programacion cuadratica. Permite encontrar una solucién viable al

resolver el problema como uno de programacion lineal.

También, para clarificar los resultados, se decidi6 ajustar el valor de € a 1.0 " para
todos los experimentos; sin embargo, los resultados se muestran con dos centésimas

de precision.
5.1 Experimentacion para el modelo de clasificacion

5.1.1 Ejemplos numéricos

Ejemplo 1. Sean las siguientes clases linealmente separables en R*:



Clasel x'=1 1, =2 1, =
Clase2 x°=2 -1, x*=1 -3,
Clase3 x°=-1 3, «x°=-3 2,
Clase4 x%=-2 -2, x"%=-1 -3,

3 2, x*=2 2,
=3 -1, =2 -2,
"—=—_2 2, x®"=-41,
15 16

La siguiente figura muestra una representacion grafica de estos patrones en el

plano:

9
0 “AX IX4IX3

X4 aX ux ' ax

ax?
C,
C
X% x" o ex’
X% X’
X140 ox’

Figura 1. Representacion grafica de las clases del Ejemplo 1. Los cuadrados, pentagonos, circulos
y tridngulos son puntos pertenecientes a las clases 1, 2, 3 y 4, respectivamente.

Al usar la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia., por cada
clase, se obtienen las hiper-esferas respectivas. Ya que se esta trabajando en un espacio
de dos dimensiones las hiper-esferas, en este ejemplo, son, en realidad, circulos. Los

centros y radios son, respectivamente:

¢'=065 111, ~'=251
=1 -1, V=2,

=-15 15, ~*=255.
c'=-08 —06, ~'=241

Finalmente, la memoria es:



7 1 S| [8'=0.65¢, +1.11e, —2.31e_ +e,
M= ' — Sz:el_ez_e*+e° . (0.2)
: S’ =-1.5e, +1.5¢,—e_+e,

gi_ct 1 o S* =—-0.8¢, —0.6e, —2.4¢__+e,

En la Figura 2 se presentan las hiper-esferas (en este caso circulos) de cada clase. Se
puede observar que las hiper-esferas son 6ptimas, porque si alguna de ellas crece un
poco més, algunos puntos de otras clases estarian dentro. Por el contrario, si alguna de

ellas decrece un poco, algunos puntos de quedarian fuera.

1y
-, -~

Figura 2. Circulos éptimos de las clases del Ejemplo 1.
Funcionan como superficies de separacion.

Al clasificar todos los patrones de (0.1) siempre se obtiene una clasificacion
perfecta. Ahora, sean los patrones mostrados a continuacién, éstos son patrones
pertenecientes al conjunto fundamental, pero han sido contaminados con ruido

aditivo, sustractivo o mixto.



[

x'4+0 2 =1 3.

j: —

P=xX*+-2 0 =0 -2.

= x+-11 =-2 4.

~15 15

xX’= x"4+0 -1 =-1 -2. 0.3)

Al aplicar la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtiene

el siguiente resultado para cada patrén:

1.31 —1.92 —4.53 -3.07
—6 1 —15 —0.5
1 8 _ 9 — 15 —
u —= 1 U 4 U 0 U 3 ’ 0.4
-5.2 1.6 —8.4 1.9
el siguiente paso es aplicar la expresion

jError! No se encuentra el origen de la referencia. para obtener el vector v, por cada

vector:

—1.83 —00 —00 —00

1 -0 8 1 9 —00 15 |7
v = ,0 = , 0 = ,0 = . 0.5
—00 —00 -3.25 —00 ©0)

—00 -1.3 —00 -1

Finalmente, el indice de cada clase se obtiene por medio de la expresion

jError! No se encuentra el origen de la referencia., por lo tanto, para x', ¥°, ¥’ y x"

se obtiene j=1,2,3,4 respectivamente, lo cual es correcto. En estos casos la
clasificacion es correcta atn cuando los patrones han sido afectados con ruido (mixto)
y adn cuando x° aparece dentro de dos hiper-esferas. Sin embargo, al considerar el

siguiente patron:

~3 3
xX= x>+005 0 =3.05 2, (0.6)



En este caso el ruido es muy poco, pero al aplicar las expresiones
jError! No se encuentra el origen de la  referencia. vy

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtienen los siguientes vectores:

—0.12 —00
—4.6 —00
3 3 _ .
Y rml? Tl ©7)
—7.89 —00

En este caso, la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia. no
puede clasificarlo, ya que se encuentra fuera de todas las hiper-esferas. Como se
menciono en la seccién jError! No se encuentra el origen de la referencia., si se aplica
la expresion iError! No se encuentra el origen de la referencia. sobre u’ la

clasificacion seria correcta; sin embargo, no se tomaria en cuenta la vecindad esférica.

Ejemplo 2. Sean, ahora, las siguientes clases no linealmente separables en R*:

x,=05 05 0, x, =25 2 -1,
x,=—-05 25 15, x,=1 3 0.
xx=2 0 -05, x,=2 -15 05,
x,3=05 -2 0, =1 -1 —-05
x,=-05 05 0, x,=-1 0 =05,
Xx,=-1 -10, x,=0 -05 0.

Clase 11

Clase 2

Clase 3

(0.8)

La Figura 3 muestra una representacion grafica de estos patrones en el espacio.



oX'
ox’
oX

X"A , e

XA .X]

2 e | XS
i0 X]A
XA .“ B
X
6
BX B Y’

Figura 3. Representacion grafica de las clases del Ejemplo 2. Los circulos, cuadrados y tridngulos
son puntos pertenecientes a las clases 1, 2, y 3, respectivamente.

Al aplicar jError! No se encuentra el origen de la referencia., a cada clase, se

obtienen las respectivas hiper-esferas, en este caso esferas, cuyos centros y radios son:

c'=119 160 061, ~'=211
=175 075 172, ~*=247
c’=-029 —020 0.05, 7’ =1.06

La memoria asociativa geométrica correspondiente se observa a continuacion.

S'=C'-= e
=% 757 E) [8'=1.19, +1.6¢, 4+ 0.61e, —0.04e__ +e,
M= : =|5* =1.75¢, —0.75¢, +1.72¢, +0.25¢_ +e, ©9)
¢ 1 e S® =—-0.29¢, —0.2¢, +0.05¢, —0.5¢__ +e,
2 *

En la Figura 4 se observan las hiper-esferas de cada clase. Al igual que en el

ejemplo anterior, éstas son 6ptimas.



Figura 4. Esferas 6ptimas de las clases del Ejemplo 2.
Estas funcionan como superficies de separacion.

Como se puede ver, al clasificar los patrones fundamentales se obtiene clasificacion
perfecta en todos los casos. Sean, ahora, los patrones afectados con ruido mostrados a

continuacion:

¥'= x'+05 -05 -1 =05 05 0.
= x+-1 05 -05 =1 -1 0.
~10 10

x'= x +1 10 =0 0 0. (0.10)
Al aplicar la ecuacion jError! No se encuentra el origen de la referencia., se obtiene

el siguiente resultado:

1.25 ~1.36 0.04
u' =[-027|,4" =| 1.25 |, u™ =|-0.25|. ©.11)
—0.65 ~0.59 0.5

Al Aplicar la expresion jError! No se encuentra el origen de la referencia. se

obtiene el vector v:



—-0.97 —00 -2.19
v'=| —0 |,v" =|-1.79],v"° =| —c0 (0.12)
—00 —00 —0.06

El indice de «clase se obtiene por medio de la expresion

iError! No se encuentra el origen de la referencia., por lo tanto, para x', ¥’ y ' el

valor dej es 1,2y 3 respectivamente. Al igual que en el Ejemplo 1, la clasificaciéon es

correcta para algunos patrones alterados con ruido.

Como se pudo observar en ambos ejemplos, aunque las memorias asociativas
geométricas pueden clasificar perfectamente algunos patrones alterados con ruido,
son muy sensibles en ciertos casos; principalmente cuando se trata de patrones

localizados cerca del borde de la hiper-esfera.

5.1.2 Ejemplos con patrones reales

Se realizaron dos ejemplos mds, pero ahora con datos reales. Las dos bases de tatos se
obtuvieron de (Asuncion y Newman 2007). Se hicieron tres pruebas, tomando 15, 25 y
30 instancias respectivamente para formar el conjunto fundamental, para entrenar la
memoria asociativa geométrica. Las instancias restantes se utilizaron para formar el

conjunto de prueba.

Ejemplo 3. Para este ejemplo se utiliz6 la bien conocida base de datos de la planta del
iris. Esta base de datos consiste de tres clases con 50 instancias cada una; cada clase
hace referencia a un tipo de planta. Una de las clases es linealmente separable de las
otras dos, las otras no son linealmente separables entre si. Cada instancia tiene cuatro

atributos numéricos: longitud y ancho del sépalo, y longitud y ancho del pétalo.

Los resultados de la clasificacion se observan en la Tabla 1. La primera columna
muestra el nimero de patrones utilizados para la fase de aprendizaje, la segunda y
tercera columnas muestran el porcentaje de patrones correctamente clasificados para

el conjunto fundamental y el conjunto de prueba, respectivamente.

Tabla 1. Resultados de la clasificacién para el Ejemplo 3

Patrones en el conjunto Clasificacion del conjunto Clasificacion del conjunto




fundamental fundamental de prueba

15 100% 90.4%
25 100% 93.3%
30 100% 95.0%

Como se puede apreciar, de esta tabla, la memoria presenta clasificaciéon perfecta
debido a que los patrones usados en el conjunto fundamental son esféricamente
separables. Ademas, la clasificaciéon del conjunto de prueba incrementa cuando el
nimero de patrones en el conjunto fundamental también aumenta (ver gréfica de la
Figura 5). Esto se debe a que cuando el conjunto fundamental tiene mas patrones, el
radio de la hiper-esfera aumenta; por lo tanto, una mayor cantidad de patrones del

conjunto de prueba se encuentran dentro de la hiper-esfera.

Ejemplo 4. En el segundo ejemplo se utiliz6 una base de datos de vinos. Estos datos
son el resultado de analisis quimicos de vinos procesados en la misma regién de Italia
pero derivados de diferentes cultivos. Los andlisis determinaron 13 constituyentes
encontrados en cada uno de los tres tipos de vinos. Esta base de datos contiene tres
clases de 59, 48 y 71 instancias cada una; donde cada clase se refiere a un tipo de vino.

A su vez, cada instancia tiene 13 atributos.

100 < > L 2
X 98
S 9
©
£ 94
S 9
3
e 90
8
s 88
S 86
84
15 25 30
Numero de objetos en el conjunto fundamental
=== Conjunto Fundamental
Conjunto de prueba

Figura 5. Grafica con los resultados de la clasificacion para el Ejemplo 3.

Los resultados de la clasificacién para este ejemplo se observan en la Tabla 2. Las

columnas de la Tabla 2 representan lo mismo que las de la Tabla 1.



Tabla 2. Resultados de la clasificacién para el Ejemplo 4

Patrones en el conjunto Clasificacion del conjunto Clasificacion del conjunto
fundamental fundamental de prueba
15 91.1% 72.1%
25 92.0% 80.5%
30 97.7% 85.2%

Como se puede ver en esta tabla, la memoria no presenta clasificacion perfecta. Esto
se debe a que los patrones de esta base de datos, a diferencia de la base de datos de la
planta del iris, no son esféricamente separables. Y, como en el Ejemplo 3, el porcentaje
de clasificaciéon correcto del conjunto de prueba incrementa cuando el nimero de

patrones en el conjunto fundamental también aumenta (ver la grafica de la Figura 6).

Ambos experimentos se repitieron cien veces, modificando las instancias en el
conjunto fundamental. Se obtuvieron, en promedio, los valores que se muestran en la
Tabla 1y enla Tabla 2.

100
95
90
85
80
75
70
65
60

Porcentaje de clasificacion (%)

15 25 30

Numero de objetos en el conunto fundamental

e=g==Conjunto fundamental
1 Conjunto de prueba

Figura 6. Grafica con los resultados de la clasificacion para el Ejemplo 4.

5.2 Experimentacién para el modelo de restauracién
5.21 Ejemplos numéricos

Ejemplo 5. Sean los siguientes patrones en R*:



1 2 3 4
=1 1,¥=-11,¥=1 -1,x"=-1 —1. (0.13)

La Figura 7 muestra una representacion gréfica de estos patrones.

V'S
€
° °
x?2 x!
eI
° °
x? X3

Figura 7. Representacion grafica de los puntos del Ejemplo 5.

Al utilizar el método descrito en las secciones jError! No se encuentra el origen de
la referencia. y jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtuvieron las
hiper-esferas correspondientes a cada patréon. Los centros y radios fueron los

esperados:

=1 1, ' =1.99.
=1 -1, ~*=1.99.
=-1 1, ~*=1.99.
f= 1 -1, ~*=1.99.

S T W)
W
|

Como se puede observar, los centros de las hiper-esferas son sus correspondientes
patrones. Otra forma de obtener estos valores, como se explicé al final de la seccion
jError! No se encuentra el origen de la referencia., es encontrando el minimo de la
funcién jError! No se encuentra el origen de la referencia., pero tomando en cuenta
las restricciones correspondientes, como se observa en la gréfica de la Figura 8, el
circulo y el cuadrado representan las restricciones para los puntos dentro y fuera de la

hiper-esfera, respectivamente; el tridngulo es el valor minimo.



Por cualquiera de los dos métodos se obtiene el mismo resultado. La memoria
asociativa correspondiente es, por tanto:

1~ 1 g
5 =C T2 7 S| [S'=¢ +e,—098e +e,

S*=e, —e,—098¢_+e,

M — ' - : 0.14
: S’ =—e,+e,—098e_+e, ©.19)
gi_ci L 2 S*=—e,—e,—0.98e_ +e,
/
150 /
/
/

100+ /
@ AN /
A \ /
NN \--\ /!

N e
0 e
‘EqE. 4 5 S"EII+l 2 4

Figura 8. Solucion grafica al problema de minimizacion.

En la Figura 9 se presentan las hiper-esferas (circulos) de cada patrén.

Figura 9. Hiper-esferas correspondientes para los patrones del Ejemplo 5.



Notese que los circulos mostrados en la Figura 9 son 6ptimos. Al restaurar los
puntos del conjunto fundamental siempre se obtiene restauraciéon perfecta. Al

considerar los siguientes patrones afectados con ruido:

= x40 15 =1 25.

= 2240 -19 =1 -29.

= x+05 —05 =-05 05.

= x4 -1 05 =-2 -15. 015)

Se puede ver que para todos estos patrones se cumple la condicion
jError! No se encuentra el origen de la referencia.. Al aplicar la ecuacion
jError! No se encuentra el origen de la  referencia. vy

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtiene:

—1.13 —00 —1.25 —00
1 —00 , |-181 , |—-o0 . —00
— , = , == ’ — . 016
v —00 v —00 v —0.25 v —00 (0.16)
—00 —00 —1.25 —0.63

Finalmente, los patrones restaurados se obtienen gracias a la expresion
iError! No se encuentra el origen de la referencia., para X, %, X y x* se obtiene
7=1,2,3,4 respectivamente. Por lo cual se regresa el correspondiente centro de la
hiper-esfera. En estos casos la restauracion es correcta ain cuando los patrones estan

afectados con ruido (mixto).

Ejemplo 6. Sea, ahora, el siguiente conjunto fundamental de patrones en R3:
x'=2 2 2,x*=2 2 2 x=-2 -2 2. (0.17)

La representacion grafica de estos patrones se observa en la Figura 10. Al utilizar el
método descrito en las secciones jError! No se encuentra el origen de la referencia. y
jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtuvieron las hiper-esferas

(esferas) cuyos radios se presentan a continuacion.



=2 2 2 v, =3.99.
=2 2 -2 4,=39.
= -2 -2 2 =46l

S .
Se

Figura 10. Hiper-esferas correspondientes para los patrones del Ejemplo 6.

Como se puede observar, los centros corresponden a los patrones correspondientes.
Al igual que en el ejemplo anterior, estos centros se pueden obtener al calcular
analiticamente el minimo. En la grafica de la Figura 11 se presenta la solucién para las

hiper-esferas S' y S°.

5000
4000
3000

2000

B

1000

1000 1 1 L n 1 L 1
-40 -30 =20 -10 1} 10 20 30

Sn+]
Figura 11. Solucién grafica para las hiper-esferas 1 y 2.

En la grafica de la Figura 12 se presenta la solucién para la hiper-esfera restante.
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Figura 12. Solucion grafica para la hiper-esfera 3.
La memoria asociativa geométrica es:
1
*1 |S =2e +2e,+2e,—-1.99  +e¢,

=|S*=2¢,+2e,—2¢,—1.99_+e, | (0.18)
2 S’ =-2e, —2e, +2e,—4.67¢_+e,

Las hiper-esferas, en este caso esferas como tales, correspondientes se observan en
la Figura 13, como se puede observar, al igual que en los ejemplos anteriores, las

hiper-esferas son 6ptimas.

Figura 13. Hiper-esferas correspondientes a los patrones del Ejemplo 6

Ahora, sean los siguientes patrones a ser restaurados. Estos son patrones, del

conjunto fundamental, afectados con algan tipo de ruido.



Fl= x'+2 12 =41 4.

= x+-2 -1 3 =01 -5.

=3 3

= 2+-130 =-3102. 0.19)

Si se aplican las expresiones jError! No se encuentra el origen de la referencia. y

jError! No se encuentra el origen de la referencia. se obtienen los siguientes vectores:

—-45 —00 —00
v =|—00|, 0 =|-7|,v° =|—c0|. (0.20)
—00 —00 -5

Los patrones restaurados se obtienen al regresar el centro de la j-ésima hiper-esfera.
En este caso j es el wvalor obtenido por la  expresion
jError! No se encuentra el origen de la referencia., que en este caso para x', ¥’ y x°

se obtiene j=1,2,3 respectivamente. Lo cual es correcto.

5.2.2 Ejemplos con patrones reales
Para probar el método propuesto se utilizaron tres conjuntos de imagenes.

Ejemplo 7. Para este ejemplo se utilizaron fotografias de animales. Se trata de 25
imagenes, de 300 pixeles de ancho por 300 de alto en escala de grises. Algunas
muestras se pueden observar en la Figura 14. En este caso no se utiliz6 ningtn pre-

procesamiento a las imagenes.

Los patrones se obtuvieron al hilar fila a fila de cada imagen hasta formar un vector

de tamafio 90,000 (300 x 300). Con estos vectores se formo el conjunto fundamental.

Se construyeron seis conjuntos de prueba, cada uno formado por las mismas
imagenes del conjunto fundamental, pero afectadas con 5%, 10%, 15%, 30%, 40%, y
50%, respectivamente, de ruido mezclado aleatorio. Al igual que con el conjunto

fundamental, se formaron los vectores con las filas de las imagenes.



Figura 14. Muestras de algunas de las imagenes utilizadas para el Ejemplo 7.

Ejemplo 8. Adicionalmente, se realiz6 un segundo experimento con las mismas
caracteristicas que el Ejemplo 7. Solo que en este caso se usaron 22 retratos de
matematicos y cientificos famosos, como los mostrados en la Figura 15. En este caso,

las imagenes son de 300 por 400 pixeles, también en escala de grises.

De la misma forma que en el Ejemplo 7, los patrones se formaron al unir las filas de
cada imagen, hasta formar un vector de tamafo 12,000 (300 x 400) para el conjunto
fundamental. Y, para los conjuntos de prueba se afectaron las imagenes con la misma

cantidad de ruido que en el ejemplo anterior.



Figura 15. Muestras de algunas de las imagenes utilizadas para el Ejemplo 8.

En la Figura 16 se puede observar una imagen afectada por los porcentajes de ruido

mencionados, por cada ejemplo.

Los resultados de la restauracion se muestran en la Tabla 3. La primera columna
presenta el conjunto de imdagenes utilizado, las siguientes columnas muestran el
nimero de imagenes recuperadas, en forma correcta, para los conjuntos de prueba

correspondientes.

Figura 16. Muestras de imagenes afectadas con ruido para el Ejemplo 7 (arriba) y el Ejemplo 8
(abajo). De izquierda a derecha, imagen con 0% (conjunto fundamental), 5%, 10%, 15%, 30%,
40% y 50% de ruido, respectivamente.

Como se puede observar, la recuperacion para el caso de las imagenes de animales

fue correcta cuando las imagenes fueron afectadas hasta con 30% de ruido. Solo una



imagen para el caso de matematicos y cientificos no fue recuperada para el caso de un

30% de ruido. En ambos casos se puede observar que al aumentar la cantidad de ruido

en las imagenes, la cantidad de patrones recuperados tiende a disminuir

considerablemente (ver grafica de la Figura 17).

Tabla 3. Resultados de la restauracion para los Ejemplo 7 y Ejemplo 8

Conjunto 0% 5% 10% 15% 30% 40% 50%
Animales 25 25 25 25 24 12 7
Cientificos 22 22 22 22 22 15 10

Este experimento se repiti6 cien veces variando la posicion de los pixeles de ruido

sobre las imagenes. Los resultados fueron los mismos que los que se muestran en la

Tabla 3 para 0% a 25% de ruido. Esto ocurre porque el jError! No se encuentra el

origen de la referencia. se cumple para esas imagenes con esa cantidad de ruido. Para

30% de ruido los resultados oscilan entre 25 y 21 imagenes restauradas (el promedio

fue de 24) para el conjunto uno. Para el conjunto dos, los resultados son entre 22 y 21

imégenes restauradas (en este caso el promedio fue de 22). Para 40% y 50% de ruido el

promedio de las imagenes restauradas es el que se observa en la Tabla 3.

Numero de objetos recuperados

30
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5
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== Animales
Cientificos

Figura 17. Gréfica con los resultados de la clasificacién para los conjuntos de animales y cientificos.

Algo que hay que notar, como una caracteristica de las memorias asociativas

geométricas, es que la restauracion es correcta o incorrecta solamente. No es posible



llegar a una recuperacién parcial, como sucede cuando se utiliza algun tipo de filtro,

como se verd en la siguiente seccion.

Ejemplo 9. Para mostrar la eficacia de modelo ante perturbaciones en imagenes como
el desenfoque o el difuminado se decidié hacer este experimento. En este caso se

utilizaron 18 imagenes como las mostradas en la Figura 18.

Figura 18. Muestras de las imagenes utilizadas en el Ejemplo 9.

Estas imégenes se caracterizan por ser las mas utilizadas en la comunidad de
procesamiento de imagenes. Dichas imagenes son de 200 X 200 pixeles y, al igual que

en los ejemplos previos, estdn en escala de grises.

De la misma forma que en los ejemplos anteriores, los patrones en este ejemplo se
formaron encadenando las filas de cada imagen hasta formar un vector de tamarfio

40,000. Estos patrones se utilizaron para formar el conjunto fundamental.

Para formar los conjuntos de prueba se distorsionaron las imagenes con desenfoque
artificial mediante la herramienta desenfoque Gaussiano del programa Macromedia
Fireworks, la cual permite variar el radio de desenfoque (k) de una imagen. Algunos
ejemplos de este desenfoque en las imagenes de la Figura 18 se presentan en la Figura

19. En este caso el valor de k fue de 8.
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Figura 19. Muestras de imagenes desenfocadas.

Para realizar las pruebas se utiliz6 el desenfoque variando el valor del radio k con
esa herramienta. Se obtuvieron 10 conjuntos de imagenes desenfocadas, para eso se
modifico el valor de k desde 0 (conjunto fundamental) hasta 18 con intervalos de 2.
Ejemplo de dos imagenes con estos desenfoques se observan en la Figura 20 para esos

valores de k. Note el nivel de desenfoque de las imagenes con el valor de k=12,...,18.
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Figura 20. Dos imagenes desenfocadas para distintos valores de k.

La memoria asociativa geométrica se entrené con el conjunto fundamental. Los
demas conjuntos de imdagenes desenfocadas se utilizaron para realizar la fase de
restauracion. Los resultados se observan en la grafica de la Figura 21. Se puede
observar que, hasta el nivel de desenfoque con k=10, la recuperaciéon es correcta.
Con un valor de k=12 solamente una de las imagenes no puede ser recuperada,
conforme aumenta el nivel de distorsion, el ntmero de imégenes recuperadas

correctamente disminuye hasta casi un 55%.
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Figura 21. Resultado de la recuperacion de las imagenes de los conjuntos de prueba
en imagenes desenfocadas.

5.2.3 Comparacién con otros modelos

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al realizar la restauracion de los
dos conjuntos de imagenes utilizados en el Ejemplo 7 y en el Ejemplo 8. En este caso
se utilizaron los mismos conjuntos de imadagenes, afectadas con las mismas
proporciones de ruido (Figura 16), para probar la funcionalidad con los ya conocidos
filtros de promedio, mediana, morfolégico (apertura-clausura) (informacion sobre
estos filtros puede verse en (Gonzalez y Woods 2008)); se utilizaron, también, dos
herramientas del programa comercial Paint Shop Pro X2: removedor de puntos y
removedor de polvo; ademas, se utiliz6 la memoria asociativa basada en el método de

sub-patrones (Cruz, Sossa y Barrén 2007).

En la Tabla 4 y en la Tabla 5 se observan los resultados de la restauracién de una de
las imagenes de cada conjunto. La primera columna muestra la imagen utilizada, las
siguientes columnas, de izquierda a derecha, muestran las imagenes restauradas
usando el filtro de promedio, la herramienta remover polvo, la herramienta remover
puntos, el filtro de mediana, el filtro morfolégico (apertura-clausura), la técnica de los
sub-patrones y, por ultimo, la memoria asociativa geométrica (MAG). Cada renglén

de arriba hacia abajo representa los resultados obtenidos, para todos los métodos



mencionados, al restaurar una imagen con 5%, 10%, 15%, 30%, 40% y 50% de ruido sal

y pimienta aleatorio, respectivamente.

A partir de estas tablas se puede observar que las imagenes recuperadas con las
memorias asociativas geométricas presentaron los mejores resultados ya que se
recuper6 fielmente la imagen original; a diferencia de los otros métodos donde se

recupera parte de la informacion original.

Tabla 4. Comparacion, entre varios modelos, para la restauracion de
una imagen, afectada con ruido, del conjunto de animales.

Porcentaje Filtrode Remover Remover Filtrode Filtromor-  Sub-
de ruido i i polvo puntos mediana fologico  patrones

El método de sub-patrones presenta resultados similares a los de la memoria
asociativa geométrica debido a que la informacién de los patrones (las imagenes) se
codifica, precisamente, dentro de la propia memoria. Por lo tanto, al restaurar un
objeto afectado con ruido, la memoria regresa la informacién del objeto que

previamente habia codificado.



Tabla 5. Comparacion, entre varios modelos, para la restauracion de
una imagen, afectada con ruido, del conjunto de cientificos.

Porcentaje Imagen | Filtrode Remover Remover Filtrode Filtromor-  Sub-
de ruido conruido | promedio  polvo puntos mediana fologico  patrones

MAG

10%

15%

30%

50%

A diferencia de los filtros, en donde no es posible restaurar al cien por ciento el
objeto original, una memoria asociativa permite restaurarlo completamente. Sin
embargo, esto puede tener inconvenientes; ya que, si el objeto estd muy afectado por
ruido, la memoria podria regresar un objeto completamente diferente al original. En el
caso de una memoria asociativa no es posible hablar de una restauracién con cierto
porcentaje de error, como en el caso de algun filtro; es decir, con memorias asociativas
solo hay dos posibles resultados: a) o se restaura bien (al cien por ciento) el objeto

original, o b) no se restaura y, en este caso, regresa un objeto diferente.

En la Tabla 6 se puede observar el error cuadratico medio de las imagenes

restauradas de la Tabla 4. Las columnas de esta tabla muestran el error obtenido entre



las imagenes restauradas de cada método utilizado y su correspondiente imagen
original. Cada renglén de esta misma tabla corresponde a una imagen con 5%, 10%,
25%,30%, 40% y 50% de ruido respectivamente, como en la Tabla 4 y en la Tabla 5. La
Tabla 7 muestra la misma informacion que la Tabla 6 pero con las imagenes de la
Tabla 5. Como se puede observar, el error cuadratico medio para las memorias
asociativas geométricas y para los sub-patrones siempre es cero, esto se debe a que las
imagenes originales estan codificadas dentro de la memoria. Esta es, precisamente, la

principal ventaja de las memorias asociativas.

Los otros modelos muestran buenos resultados, pero cuando los patrones
presentan pérdida parcial de la informacién, estos métodos no funcionan
correctamente. Por ejemplo, las imdgenes mostradas en la Figura 26 no se pueden
restaurar por medio de esos métodos, pero las memorias asociativas geométricas son
capaces de hacerlo.

Tabla 6. Error cuadratico medio para las imagenes de la Tabla 4

Filtro de Remover Remover Filtro de Filtro Sub-

Ruido . k MAG
promedio polvo puntos mediana morf. patrones

5% 1165529 632256 328043 461169 3352608 0 0
10% 1833253 894465 503496 509266 4980297 0 0
25% 2858467 1312237 1312237 717805 6712505 0 0
30% 6306509 3498588 2893229 1730484 12392659 0 0
40% 8877902 6272391 4837072 3252628 15759837 NA 0
50% 12031332 10442603 8683319 6375399 19111305 NA 0

Como se puede observar, el error cuadréatico medio para las memorias asociativas
geométricas y para los sub-patrones siempre es cero, esto se debe a que las imagenes
originales estdn codificadas dentro de la memoria. Esta es, precisamente, la principal

ventaja de las memorias asociativas.

Los otros modelos muestran buenos resultados, pero cuando los patrones

presentan pérdida parcial de la informacién, estos métodos no funcionan



correctamente. Por ejemplo, las imdgenes mostradas en la Figura 22 no se pueden
restaurar por medio de esos métodos, pero las memorias asociativas geométricas son

capaces de hacerlo.

Tabla 7. Error cuadratico medio para las imagenes de la Tabla 5

Filtro de Remover Remover Filtro de Filtro Sub-
Ruido . . MAG
promedio polvo puntos mediana morf. patrones
5% 738906 673584 331396 516934 754959 0 0
10% 926361 686920 435422 562626 1058108 0 0
25%, 1187129 703110 512046 572439 1397366 0 0
30% 2109969 963170 1058996 801835 2692502 NA 0
40% 2988743 1410100 1534965 1079258 3620676 NA 0
50% 3911128 2018000 2263242 1578445 4812627 NA 0

Ejemplo 10. Se realiz6 otro experimento para probar el potencial de las memorias
asociativas geométricas contra los filtros. En este caso las imagenes de la Figura 14
fueron afectadas con una excesiva cantidad de ruido con el propésito de eliminar
parte de su informacién. Ejemplos de este tipo de imagenes se observan en la Figura
22. Se utiliz6, también, la misma memoria asociativa geométrica de los experimentos

anteriores.

El experimento en si consiste en tomar cada una de las imagenes de la Figura 14 y,
quitarle parte de su informacién. Este efecto se logra de varias maneras, la que se
utilizard en este experimento consiste en elegir un pixel al azar en la imagen, que sera
el centro de la distorsiéon. Usando dicho punto como centro, a continuacién se dibuja
un circulo o un rectdngulo de tamafo, también, aleatorio (usualmente un ntmero
grande), al cual se le agregard un efecto de difuminado en los bordes. Este proceso
repite dos o tres veces en una misma imagen, para eliminar varias regiones de la

imagen.

En todos los casos, siempre que el jError! No se encuentra el origen de la
referencia. se cumpla, las imagenes se restauraron correctamente con las memorias

asociativas geomeétricas. Es decir, siempre y cuando el ruido agregado a la imagen no



sobrepase el radio de la esfera, siempre habrd recuperaciéon correcta y total de la

imagen.

También se realizaron experimentos con el conjunto de cientificos aplicando el
mismo procedimiento para obtener distorsiones similares. Al igual que con el
conjunto de animales, si el jError! No se encuentra el origen de la referencia. se
cumple, las memorias asociativas geométricas son capaces de restaurar correctamente

y completamente las imagenes.

Figura 22. Muestras de imagenes con informacion parcialmente eliminada

A partir de estos resultados se puede observar que, usando una memoria
asociativa, es posible recuperar imagenes a partir de una parte de ellas. Una posible
aplicacion de este experimento es la restauracion de imagenes a partir de una versiéon

mas pequefia de la misma.

5.3 Experimentacion para el modo de clasificacién no supervisada

Se va a probar, ahora, el desempefio de las memorias asociativas propuestas en la
tarea de clasificacién no supervisada. Esta tarea es importante ya que muchas veces no

se tiene una etiqueta para los patrones de entrada; el objetivo de la clasificaciéon no



supervisada es, precisamente, encontrar esa etiqueta o clase para los patrones de

entrada a partir de las caracteristicas de los mismos.

Ejemplo 11. Sea el conjunto de puntos en R* mostrados en la Figura 23. Se puede
observar que dicha imagen presenta dos cimulos visibles de puntos. Estos puntos se

generaron por medio de dos distribuciones gaussianas, una con centro en 4,4 y otra

concentroen —4,—4 .

Al aplicar el algoritmo de la seccion jError! No se encuentra el origen de la
referencia., se obtienen las graficas mostradas en las imagenes de la Figura 24, Figura
25 y la Figura 26. La solucién en cada caso, como en la mayoria de los algoritmos de
clasificaciéon no supervisada, depende, principalmente, de la posicion de los primeros
centros generados aleatoriamente. La mejor soluciéon se presenta en la gréfica de la

Figura 26.

Ya que los puntos se generaron a través de una distribucién gaussiana, se considera
la mejor solucién aquella que aproxime, precisamente, a esa gaussiana. De ahi que el
mejor resultado sea el que se presenta en la Figura 26. Este experimento se repitié 100
veces, variando en cada caso los centros de inicio, la mejor solucién se obtuvo 34
veces, con diferentes valores de inicio, las otras 64 veces se obtuvieron resultados a las

gréficas de la Figura 24 y la Figura 25.

Sin embrago, como los centros de inicio se generan aleatoriamente, no se puede
hablar de un desempefio correcto o incorrecto del algoritmo, simplemente se desea

mostrar que el algoritmo logra soluciones correctas en algiin momento.



Figura 25. Otras soluciones que resuelven el problema de agrupamiento de la Figura 23.




Figura 26. Mejor solucién que resuelve el problema de agrupamiento de la Figura 23.

Ejemplo 12. Ahora sean los puntos en R* mostrados en la. En dicha grafica se

pueden observar, a primera vista, cuatro cimulos de puntos principales. En este caso

se utilizaron cuatro distribuciones gaussianas con centrosen 4,4 , 4,—4 , —4,4 y

—4,—4 .

Si se aplica el algoritmo de la secciéon jError! No se encuentra el origen de la
referencia., se obtienen las graficas mostradas en las imagenes de la Figura 28, la
Figura 29 y la Figura 30. De nuevo, la solucion en cada caso, depende, principalmente,
de la posicién de los primeros centros generados aleatoriamente. La mejor solucién se

presenta en la gréafica de la Figura 30.

Figura 27. Conjunto de puntos para el Ejemplo 12.



Al igual que en el Ejemplo 11, como los puntos de inicio se generaron por medio de
una distribucién gaussiana, se considera la mejor solucién aquella que aproxime,
precisamente, a esas gaussianas. De ahi que el mejor resultado sea el que se presenta
en la Figura 30. Este experimento también se repitié 100 veces, variando en cada caso
los centros de inicio, la mejor solucién se obtuvo 41 veces, con diferentes valores de
inicio, las otras 59 veces se obtuvieron resultados similares a las gréficas de la Figura
28 y la Figura 29.

Sin embrago, al igual que con el ejemplo anterior, como los centros de inicio se
generan aleatoriamente, el algoritmo logra encontrar soluciones correctas en algtn

momento.

En algunas de las gréficas presentadas, se presentan algunos puntos que no
pertenecen a ningin agrupamiento; son puntos que se encuentran afuera de todas las
hiper-esferas, por lo tanto, no pertenecen a una clase especifica. Esto se debe, en
algunos casos, al tipo de superficies de separacion que se estdn utilizando.

Dependiendo del tipo de problema esto puede ser o no una ventaja.

Figura 28. Diferentes soluciones que resuelven el problema de agrupamiento de la Figura 27.



Figura 30. Mejor solucidn que resuelve el problema de agrupamiento de la Figura 27.

5.4 Discusion

Con los ejemplos numéricos se puede observar més claramente el cardcter geométrico
de las memorias propuestas. A diferencia de otros modelos de memorias asociativas, o
inclusive de otros modelos de clasificacion o restauracion, la solucién de las memorias
asociativas geométricas esta basada en la geometria de los patrones, ya que se utilizan
hiper-esferas como superficies de separacion. Ademads, para determinar que un patrén
dado pertenece a una clase especifica simplemente es necesario determinar si el

patrén esta dentro de la hiper-esfera que representa, precisamente, a esa clase.

Los tres modelos presentados son, de alguna manera, similares entre si. Los tres se
dividen en dos fases. En la fase en entrenamiento se construyen las hiper-esferas de

separacién, mediante una funcién de optimizacién, pero tomando en cuenta las



restricciones de cada modelo. Para la fase de clasificacion o restauracion se utiliza un
producto interior entre el patrén nuevo a clasificar y la memoria, y una funcién de

maximo.

Como se pudo observar, por medio de los experimentos, el modelo de restauracion
es muy similar al modelo de clasificaciéon. Las hiper-esferas obtenidas con el proceso
descrito son 6ptimas, en algtin sentido. Como se pudo observar, por los experimentos
presentados, el modelo siempre presenta ya se recuperacion correcta o incorrecta. A
diferencia de un filtro tradicional que recupera la informacién parcialmente, una
memoria asociativa recupera la informacion original. Esto se puede comprobar al
observar la Tabla 6 y la Tabla 7, donde el error cuadréatico medio obtenido en las

memorias asociativas es siempre cero y en los demds modelos es mayor que cero.

En cuanto al modo de clasificacion supervisada se mostré que, al igual que los
métodos tradicionales, depende, en gran medida, de los primeros centros generados.
Una diferencia del modelo presentado es que puede considerar algunos puntos como
no pertenecientes a alguna de las clases seleccionadas. Esto puede ser, dependiendo

de la naturaleza del problema a resolver, una ventaja o una desventaja.

Aunque el modelo de clasificacion no supervisada no es perfecto, se puede
considerar como un nuevo algoritmo de agrupamiento que utiliza, ademas de una
memoria asociativa, operadores y operaciones del dlgebra geométrica conforme para

su funcionamiento.

También se mostr6 que el algoritmo generd, en algin momento, la solucién

correcta al problema.



CAPITULO

6. CONCLUSIONES Y TRABAJO
FUTURO

En esta seccion se dan las conclusiones a las que se llegaron a lo largo del desarrollo
de esta investigacion. Asi mismo, se enlista el conjunto de aportaciones a que se llegd
a través de la realizacion de esta tesis. De igual forma se da un conjunto de directivas
para la realizacién de trabajos futuros relacionados con este trabajo de tesis.

Finalmente, se da una lista de las publicaciones derivadas de este trabajo.

6.1 Conclusiones

En este trabajo se describe un nuevo modelo de memoras asociativas que utilizan
operadores y operaciones del dlgebra geométrica, en particular del modelo conforme.
Las memorias asociativas geométricas utilizan superficies de separacion esféricas para
su operacion. De hecho, la memoria asociativa es una matriz cuyos renglones son,

precisamente, las hiper-esferas de clase.

A diferencia de una memoria tradicional, que puede verse como una red neuronal
de una sola capa, las memorias asociativas geométricas constan de dos capas. Y, a
diferencia de una red neuronal, estas memorias convergen en un solo paso. Se
desarrollaron tres modos de operacién para estas memorias, para resolver los
problemas de clasificacion supervisada y no supervisada y la restauracion de

patrones.
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El modelo de clasificacién, como cualquier memoria asociativa, se divide en dos
fases: la fase entrenamiento y la fase de clasificaciéon. En la fase de entrenamiento se
construyen las vecindades esféricas. Se presentaron varias maneras de construir las
vecindades esféricas, en particular se desarrollé un método que utiliza una funcién de
optimizacién que toma en cuenta tanto los patrones pertenecientes a una clase (puntos
dentro de la hiper-esfera) como los patrones de las demas clases (puntos fuera de la
hiper-esfera). La hiper-esfera obtenida de esta manera es 6ptima, en términos de

programacion cuadrética.

La fase de clasificacion consiste en aplicar un producto interior entre la memoria
generada y un patrén en su representacion conforme. Al vector obtenido se le aplica
un ajuste para determinar si el patron se encuentra dentro o fuera de la hiper-esfera.
Finalmente se utiliza una funcién de argumento maximo para obtener el indice que

indica la clase a la que pertenece ese patron.

Se presentaron condiciones formales bajo las cuales el modelo puede funcionar. En
particular, se presentaron los casos de la clasificaciéon perfecta y robusta. El modelo

funciona bien cuando las clases son esféricamente separables.

También se presentaron algunos ejemplos numéricos y con patrones reales. El
modelo funciona mejor cuando los patrones a clasificar se encuentran mas cerca del
centro de la hiper-esfera. Los patrones que se encuentran més cerca del borde y estan
afectados con ruido podrian no ser clasificados correctamente. No es posible clasificar
a aquellos patrones que se encuentren afuera de todas las hiper-esferas. Esto se puede
solucionar al quitar el ajuste en el segundo paso de la clasificacién, pero entonces el

modelo funcionaria como un clasificador de distancia minima.

El modelo de restauracioén es, de alguna manera, similar al modelo de clasificacion.
También se divide en dos fases. En la fase en entrenamiento se construyen las hiper-
esferas de separacion. Al igual que el modelo de clasificacién, se presentaron algunas
estrategias para construir las hiper-esferas, al final se opté por una funcién de
optimizaciéon, como en el modelo de clasificacién, pero tomando en cuenta que el
centro de la hiper-esfera es el patrén mismo. De la misma forma que en el modelo de

clasificacion, la hiper-esfera obtenida por este método es 6ptima.



La fase de clasificacion es la misma que en el modelo de clasificacion pero
agregando un paso mas. Después de obtener el indice por medio de la funcién

méximo, la memoria regresa el centro de la hiper-esfera como patrén restaurado.

Se mostraron las condiciones para restauracion perfecta y robusta. La cantidad de
ruido que un patrén puede admitir se encuentra dada por el radio de la hiper-esfera
correspondiente. Como en el modelo de clasificacién, cuando un patrén afectado por

ruido se encuentra afuera de todas las hiper-esferas no es posible la restauracion.

Debido a que la funcién de optimizaciéon depende de una sola variable, se puede
encontrar la hiper-esfera 6ptima utilizando la derivada de la funcién. Se mostraron
también los resultados gréaficamente del valor minimo, que coincidieron con los

valores obtenidos por medio de la funcién de optimizacion.

Se mostraron ejemplos con patrones reales, en este caso imagenes, para mostrar la
eficiencia del modelo descrito. Como se pudo observar en estos experimentos, las
imégenes recuperadas siempre presentan un error cuadratico medio de cero; es decir
siempre se restaura la imagen original. Con un filtro, recuperar una imagen con error

cuadratico medio no es posible.

Se probaron imégenes afectadas con ruido mezclado aleatorio, imagenes con
desenfoque e imdgenes con falta de informacién. En estos tres casos el modelo
presentado presenté mejores resultados que al usar los filtros tradicionales. Ademas,

los filtros no son capaces de restaurar imagenes con falta de informacion.

Hay que recalcar que el método de restauracion descrito en este trabajo es un
método de restauracion de patrones, no es un método de restauracién de imagenes. El
hecho de que en los experimentos se utilicen imégenes, para mostrar el desempefio, se
debe a que visualmente son més faciles de interpretar y los resultados se observan con

mayor claridad que al utilizar otro tipo de objetos.

Aunque el modo de operacién para clasificacion no supervisada no es propiamente
una memoria asociativa, éstas juegan un papel importante para el algoritmo
desarrollado. El nuevo algoritmo, basado en el algoritmo de k-medias, resuelve el

problema del agrupamiento.
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Los agrupamientos se generan por medio de un producto interior y una funcién de
maximo, entre un punto y la memoria asociativa geométrica. A diferencia del
algoritmo tradicional no se calculan las distancias entre los puntos y cada centro

generado. De alguna forma, esto reduce la complejidad del algoritmo.

A diferencia del algoritmo tradicional, en el algoritmo propuesto algunos puntos de
inicio podrian no ser considerados como pertenecientes a una clase especifica. En
algunos tipos de problemas esto puede ser una ventaja porque dichos puntos podrian

ser considerados como ruido o como puntos espurios.

Se presentaron dos ejemplos para probar el algoritmo. En la mayoria de los casos
los resultados dependen, en gran medida, de la posiciéon de los primeros centros

generados de manera aleatoria.

Aunque los resultados de los modelos presentados no fueron los mejores, en este
trabajo se dio un primer paso para desarrollar modelos reconocimiento de patrones
utilizando el 4dlgebra geométrica. Si bien, los modelos presentados no pueden rivalizar
con modelos de reconocimiento de patrones mas sofisticados se espera que mas

adelante se logren mejorar combinandolos con otras ideas.

La idea es desarrollar nuevos modelos de clasificacion (o reconocimiento) de
patrones, no necesariamente memorias asociativas, que utilicen operadores del

algebra geométrica para su funcionamiento.

6.2 Aportaciones

El trabajo de tesis aporta las siguientes contribuciones a la ciencia, en particular en el

area de la inteligencia artificial.

* Un nuevo modelo de memorias asociativas.

* Un algoritmo de clasificaciéon que utiliza superficies de separacién esféricas.

* Un nuevo modelo de clasificaciéon supervisada de patrones en el marco del
algebra geométrica.

* Un nuevo modelo de clasificacién no supervisada de patrones en el marco del
algebra geométrica.

* Un nuevo modelo de restauraciéon de patrones en el marco del dlgebra geométrica.



* Un modelo de memorias asociativas que funcionan ante ruido mezclado.
* Una mejora significativa al algoritmo de k-medias.
* Un algoritmo para resolver un problema de optimizacion por minimos cuadrados

con algebra geométrica en el algebra convencional.

6.3 Consideraciones para trabajos futuros

El siguiente paso es realizar una memoria asociativa de tipo hetero-asociativa, la
diferencia con el modelo auto-asociativo, que se presentd en este trabajo, es que los
patrones de entrada y salida son diferentes, incluso pueden ser de diferente
dimensién. La idea consistiria en utilizar el producto exterior de alguna manera para

almacenar el vector de salida dentro de la hiper-esfera.

Para mejorar la clasificaciéon de patrones se puede considerar una hiper-esfera por
cada patrén en el conjunto fundamental, estas hiper-esferas crecerdn de manera
individual hasta encontrarse con otras hiper-esferas. En caso de que las otras hiper-
esferas sean de la misma clase se deben fusionar, si son de otra clase deberdn dejar de
crecer. La clasificacion seria la misma que en el modelo mostrado en este trabajo, pero
teniendo en cuenta la clase a la que pertenece cada patrén fundamental. Una ventaja
de este método es que podria funcionar ain cuando las clases no sean esféricamente

separables.

Ademas de las hiper-esferas se pueden utilizar otros objetos geométricos mas
complejos como elipsoides o paraboloides. O, inclusive, combinaciones entre
diferentes tipos de objetos. De esta forma se podrian utilizar con conjuntos de puntos
agrupados en formas irregulares, lo cual daria mejores resultados al momento de

clasificar tanto en el modo supervisado como en el no supervisado.

Una forma de mejorar la restauraciéon de patrones, en el caso de las imagenes, es
hacer un pre-procesamiento al objeto antes de procesarlo por la memoria asociativa.
Esto es, aplicar los filtros con los que se comparo el modelo junto con la memoria
asociativa. También se puede combinar este modelo con la técnica de sub-patrones ya

que ambos modelos obtuvieron los mejores resultados al hacer la comparacion.

En el modo de operacién no supervisado se utilizé como base el algoritmo de k-

medias. Los resultados podrian mejorar notablemente si se utiliza un mejor algoritmo
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como los mapas auto-organizados. Asi mismo al combinar con otra forma irregular de

superficie de separacién en lugar de las hiper-esferas.

Una forma de disminuir el tiempo de cémputo es utilizar alguna técnica bio-
inspirada para obtener el minimo en la funcién de optimizacion. También se puede

obtener mejores resultados incluyendo ambas restricciones al resolver el problema.

La clasificaciéon presentada en este trabajo es una clasificacién dura; es decir, un
patrén dado pertenece o no a un clase cuando esta dentro o fuera, respectivamente, de
la hiper-esfera correspondiente. Sin embargo, con el calculo del producto interior se
puede tener, sin necesidad de mas calculos adicionales, una clasificaciéon difusa

usando las hiper-esferas como funciones de pertenencia en dos o més dimensiones.

Desarrollar otros modelos de “soft-computing” como los algoritmos genéticos,
programaciéon evolutiva, etc. pero que utilicen operadores y operaciones del algebra
geométrica. La idea seria utilizar multi-vectores como los elementos de operacion

béasicos.
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&. CODIGOS

A continuacién se presentan los c6digos de las funciones de las memorias asociativas
geométricas. Estos c6digos se presentan en sintaxis de MatLab, por ser mas entendible

mateméaticamente y porque es mas sencillo de implementar en la préctica.

Clasificacion supervisada

La fase de aprendizaje de una memoria asociativa geométrica para el modo de
clasificacién consiste en construir una hiper-esfera 6ptima que cubra a los patrones de

una clase especifica y los patrones de las demas clases estén fuera.

La funcién separa construye una esfera de separacion donde los patrones dados por
la variable p estan dentro de la hiper-esfera y los patrones dados por g estan fuera de
ella. La funcién se basa en los desarrollos mostrados en la seccion jError! No se

encuentra el origen de la referencia..

function [c,r] = separa(p,q)

[c,r]=separ‘a(p,q)

Dados los puntos interiores p y exteriores q de una hiper-esfera,
se construye la hiper-esfera 6ptima de separaciodn, en este caso el
arreglo de puntos exteriores puede ser vacio, por lo que la

3R 3R R ¥ X

superficie que se genera es una cubierta.

R

Se usa la funciodn del toolbox de optimizacidn quadprog.

R

por lo que se construyen las matrices h, a y los vectores f, b.

N

Se regresan el centro y el radio de la hiper-esfera generada

—

n,d] = size(p); % n - nuim. de patrones en p;
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% d- dimension de los patrones

m = size(q , 1); % m- nudm. de patrones en q;
% Se construyen h y f.
h =1[a; pl;
h(: , d + 1) = -ones(m + n , 1);
f = -h;
fori=1:m+n
f(i,:) = sumth(i , 1 : d) .*h(i, 1 :d)) * (i,
end
f = sum(f)';
h =h' * h;

% Se construyen a y b.

a0 = []; % Puntos fuera de la esfera

b® = []; % Condicidén para puntos fuera de la esfera
ifm>aeo

, -ones(m , 1)];
1:d
bé = bé + q(: , j) .* q(: , J);

end

bo = b0 / 2 - 1.0e-10; %Valor de e
end
al = -[p , -ones(n , 1)]; % Puntos dentro de la esfera
bl = 9; % Condicidn para puntos dentro de la esfera
for j=1:d

bl = bl + p(: , j) .* p(: , J);

end

bl = bl / (-2);
a = [al ; a@];
b = [bl ; bo];

R

Con los parametros definidos se invoca a quadprog.
= quadprog(2 * h , £, a , b);

Se extraen el centro y el radio del circulo optimo.
s(1 : d);

sqrt(sum(s(l : d) .* s(1 : d)) - 2 * s(d + 1));

X wn
I

SO0
]

:);



La funcién EntrenaGam realiza la fase de entrenamiento de las memorias asociativas
geométricas, como se describe en la seccién jError! No se encuentra el origen de la

referencia..

function S = EntrenaGAM(P)
% Funcidén Memoria=EntrenaGAM(Set_Patrones)

3 3¢

Patron-1, clase
Patron-2, clase

3 3¢

Set Patrones =

J

Patron-K, clase

3 3¢

% Patron-i = [Rasgol, Rasgo2, ... , RasgoN]

%

[M, N] = size(P); % N - Tamano del patron, M - Numero de Patrones
C = max(P(: , N)); % Obtener el numero de clases

N=N-1; % Se elimina el atributo Clase del patrén

S =

[1;

for i = 1 ¢ C %Recorrer para encontrar los patrones de la misma clase
Ti = []; % Guarda los patrones que estan dentro de la esfera

To = []; % Guarda los patrones que estan fuera de la esfera

k =1;
j=1;
form=1nM % Recorrer todos los patrones
if P(my, N + 1) == i % En caso de encontrar los de la clase i
Ti(k , :) = P(m, 1 : N); % Guardarlos en Ti
k =k + 1;
else % En caso de que no sean de la clase i
To(j , :) = P(m, 1 : N); % Guardarlos en To
j=3+1;
end
end

[c , r] = separa(Ti, To); %#ok<NOPRT> % Obtener el centro y el
%radio de la esfera de separacion
S(i, :)=[c', -r*r / 2+ cc" *c/ 2, 1]; %Hok<AGROW>
% Almacena la esfera optima en el arreglo S
end
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La funcién Interior calcula el producto interior entre dos objetos en 4algebra

geométrica conforme.

function d = Interior(P1 , P2)
Funcién int=Interior(Patl,Pat2)

R

% Aplica el producto interior entre dos conjuntos de vectores
% E1 resultado es un vector de tamano max(size(P1,1), size(P2,1))
% Los vectores deben estar en el espacio conforme

ml = size(P1 , 1); % Numero de vectores en P1
m2 = size(P2 , 1); % Numero de vectores en P2

d = zeros(ml , m2); % Vector de salida

n =size(P1 , 2) - 2; % dimension de los patrones

for k =1 : ml
for j =1 : m2
for i =1 2:n
% Producto interior tradicional entre los vectores
d(k , j) =d(k , j) + Pi(k , i) * P2(j , 1);
end
% Calcular los valores de las componentes einf y €@
d(k , j) =d(k , j) - P1(k , n+ 1) * P2( j ,n + 2)
- P1(k , n +2) * P2(j , n + 1);
end
end

La funcion Euclid2Conf convierte el patrén euclidiano a su correspondiente

notacién conforme, ver ecuacion .

function P = Euclid2Conf(p)

% Funcion P = Euclid2Conf(p)

% cambia p a su representacion conforme P
% | p1 |

% | p2 |

%p=1..1

% | pm |

3R

Los puntos a cambiar a su representacidon conforme



Donde
p(i) = |r1,r2,...,rn

% | P1 |

% | P2 |

%P =1 ..

% | .. |

% | Pm |

% Los puntos en representacion conforme

% Donde

% P(i) = |rl,r2,...,rn, rn+l, rn+2|

%

[m , n] = size(p);

fori=1:m % Recorre el arreglo de puntos p
P(i,1:n)=p(i, 1:n); % La parte euclidiana es la misma
P(i,n+1)=p(i, 1:n)*p(i, 1:n)'; % Para einf
P(i, n+2) =1; % Para e@

end

La funcién ClasificaGam es la encargada de decidir si un patrén dado pertenece a

alguna de las clases definidas por las hiper-esferas construidas en la fase de

entrenamiento, regresa el indice al que pertenece un patrén dado.

function ¢ = ClasificaGAM(M , p)

%

N 3R 3% 3R 3R 3 R R o X ¥ ¥ X

Funcién clase=ReconoceGAM(MemoriaAG,PatronEntrada)
Fase de clasificacidén de una MAG

| s1 |
| s2 |
MemoriaAG= | S3 |
| ... ]
| sk |
Donde: MemoriaAg(i) = [S1, S2, S3, ... Sn+l, Sn+2]
PatronEntrada = [P1, P2, P3, ... Pn]

n = La dimension del espacio de trabajo

size(M , 1); % C - Numero de clases % N - Tamano del patrén
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N = size(p , 2);
radios = zeros(N , 1); % Inicializa la matriz con radios ©
Mayor = -5000;
cC = 0;
%Convierte Patron a su representacién conforme
p = Euclid2Conf(p)
clases = [];
%Calcular los radios de las esferas
fori=11:C
radios(i) = M(i, 1 + N) - M(I , 1 : N) * M(i, 1 : N)'" / 2;
% E1 radio -r/2 = S4-(P*P)/2
end
% obtener los productos interiores entre las esferas y el patrodn

for i =1:C
d = Interior(M(i , :), p); % Calcula el producto interior entre
% la esfera y el patron conforme
if d < @ % Verifica que el patron esté dentro de la esfera
clases(i) = -Inf;
% Si no estd dentro de la esfera, no utilizarlo
else
clases(i) = d + radios(i);
% #0k<AGROW> Calcula la distancia hacia el centro de
% la esfera en signo negativo
end
if clases(i) > Mayor
% Obtiene el valor mas cercano al centro de la esfera
Mayor = clases(i);
c=i; % La clase a la que pertenece
end
end

Restauracion de patrones

La fase de aprendizaje de una memoria asociativa geométrica para el modo de

restauracion de patrones consiste en construir una hiper-esfera éptima que cubra a



cada uno de los patrones, con la condicién de que dos patrones no estén dentro de una

misma hiper-esfera.

La funcioén separaR construye una esfera de separacion donde el patrén p es el

centro de de una hiper-esfera 6ptima con la condicién de que los patrones en la

variable g estan fuera de esa hiper-esfera. La funcion se basa en los desarrollos

mostrados en la seccion jError! No se encuentra el origen de la referencia..

function [c , r] = separaR(p , q)

%

[c,r]=separacionl(p,q)

Dados el punto interior p y los puntos exteriores q de una hiper-
esfera, se construye la hiper-esfera Optima de separacion, donde el
centro de la esfera es, precisamente, el punto p.

Se usa la funcidén del toolbox de optimizacidn

quadprog(thJanJ []) []))

por lo que se construyen los valores de h, a, f, b.

d = size(p , 2); % d dimensidén de los patrones
m = size(q , 1); % m numero de patrones en q
pe = [p ; al;

% Se construyen h y f.

% h =m - Numero total de puntos

h=m+ 1;

% £ = sum (2(pj.pi) +(pj)"2)

f = 0;

(%]
fori=1 :m+ 1
.F

=f+2*po(i, :) *p(l, )" +po(i, :) *po(i, :)';

end

%
%
a

Se construyen a y b.
Construcciodn de a
=ones(l , m+ 1);

a(1) = 2; % Para el punto dentro de la esfera
for j =2 :m+ 1 % Para los puntos fuera de la esfera

end

%
b

Construccion de b
=ones(l , m+ 1);

b(1) = p(1, ) *p(1, :)';

%

Para el punto dentro de la esfera
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for =2 :m+1 % Para los puntos fuera de la esfera
b(j) = q(j-1 ,:) * q(j-1, =)' - 2* q(j-1,:) * p(1,:)" - 1.0e-10;
end
Con los parametros definidos se invoca a quadprog.
= quadprog(2 * h, f, a' , b);
Se extraen el centro y el radio de la hiper-esfera optima.
El resultado es S(n+l), de ahi se extrae el radio, el centro es p
=p(l, :);
= sqrt(p(1 , ) *p(l, :)' -2 *s);

La funcién EntrenaGamR realiza la fase de entrenamiento de las memorias

3 3 un R

S5O0

asociativas geométricas para restauracion, como se describe en la seccién jError! No se

encuentra el origen de la referencia..

function S = EntrenaGAMR(P)
Funcion Memoria=EntrenaGAMR(Set_Patrones)
Entrenamiento de una MAG para Restauraciodn

3R R X

% | Patron-1 |
% | Patron-2 |
% Set_Patrones = | |
% | .. |
% | Patron-K |
% Patron-i = [Rasgol, Rasgo2, ... , RasgoN]
[M, N] = size(P); % N - Tamano del patrén, M - Numero de Patrones
S =11
R=1[1;
fori=1:M % Recorrer todos los patrones a clasificar
Ti = [1]1; % Guarda el patréon que esta dentro de la esfera
To = [1]; % Guarda los patrones que estan fuera de la esfera
m=1;
for 3 =1:M % Recorrer todos los demas patrones
ifi==73j % En caso de ser el patron a clasificar
Ti=P(j, 1 : N); % Guarda el patron en Ti
else % En caso de que no sean de la clase i

To(m , : ) =P(j , 1 : N); %#ok<AGROW> % Guardarlos en To
m=m+ 1;
end



end
[c , r] = separaR(Ti , To); %#ok<NOPRT> % Obtener el centro y el
% radio de la esfera de separaciodn
S4 = (¢ *c' -r *r) /[ 2;
S(i, :) =[c, S4 , 1]; %H#ok<AGROW>
end

La funcién ReconoceGam es la encargada de restaurar un patréon dado, regresando el

centro de la hiper-esfera que lo cubre. A diferencia de su contraparte de clasificacion,

esta funcioén regresa el centro de la hiper-esfera como el patrén restaurado.

function p = ReconoceGam(M , p)
% Funcion PatronSalida= ReconoceGam(MemoriaAG,Patronentrada)
% Fase de restauracidén de una MAG

% | s1 |

% | s2 |

% MemoriaAG= | S3 |

% | ...

% | sk |

% Donde: S(i) = [S1, S2, S3, ... Sn+l, Sn+2]

% Patron = [P1, P2, P3, ... Pn]

% n = La dimensiodn del espacio de trabajo

C = size(M, 1); % C - Numero de clases % N - Tamano del patrodn
N = size(p , 2);

radios = zeros(N , 1); % Inicializa la matriz con radios ©
Mayor = -5000;
C = 0;
p = Euclid2Conf(p) %Convierte p a su representacién conforme
clases = [];
%Calcular los radios de las esferas
fori=1:C

radios(i) = M(i, 1 + N) - M(I , 1 : N) * M(i, 1 : N)' / 2;

% El radio -r/2 = S4-(P*P)/2

end
% obtener los productos interiores entre las esferas y el patrodn
fori=1:C

d = Interior(M(i , :), p); % Calcula el producto interior entre



Pagina 1 O

% la esfera y el patron conforme
if d <« @ % Verifica que el patron esté dentro de la esfera
clases(i) = -Inf;
% Si no esta dentro de la esfera, no utilizarlo
else
clases(i) = d + radios(i);
% #ok<AGROW> Calcula la distancia hacia el centro de
% la esfera en signho negativo
end
if clases(i) > Mayor
% Obtiene el valor mas cercano al centro de la esfera
Mayor = clases(i);
c=i; % La esfera a la que pertenece
end
end
p=M(c, 1:N); % Se regresa el centro de la esfera

Clasificaciéon no supervisada

El algoritmo de clasificacién no supervisada o agrupamiento es una sola funcién, se
basa en el algoritmo presentado en la seccion jError! No se encuentra el origen de la

referencia..

La funcion GAM_Cluster utiliza una memoria asociativa geométrica para agrupar

una serie de punto sin etiquetar modificando el algoritmo tradicional de k-medias.

function [S , j , C] = GAM _cluster(p , K)
Funcion Clases=GAM cluster(Puntos,K)

R R X

Memorias Asociativas Geométricas con aprendizaje no supervisado,

R

utiliza las caracteristicas de las MAG para obtener la clase mas

R

cercana a la que pertenecen los puntos y usa un convex hull para

R

agrupar los puntos en las agrupaciones correspondientes.
| P1 |

X R R X
O
<
=]
+
o]
w0
1l



% | Pm |

% Conjunto de puntos a ser agrupados, donde

% P(i) = |r1, r2, ..., rn]|

% K -> E1 numero de agrupaciones a generar

% Clases -> Los indices de las clases que corresponden a cada punto

[m , n] = size(p);
Seleccionar el valor maximo para los vectores aleatorios

= max(max(abs(p)));
Generar k centroides aleatorios:

3 X X

C =rand(K, n) ¥ x ¥ 2 - x;

% Formar la MAG con los centroides:
M = Euclid2Conf(C);

P = Euclid2Conf(p);

% Determinar la clase a la que pertenecen cada punto de acuerdo a 1la
% distancia a los centros
for j =1 : 1000 %Numero maximo de iteraciones
Interior(M , P);
[temp, c] = max(clase);
fori=1:m
r(i, 1 :n)=p(E, 1:n); %Hok<AGROW>
r(i, n + 1) = c(i); %#ok<AGROW>

clase

end
S = EntrenaGAM(r);
if S == % Si hay convergencia
break; % Condicidén para terminar
else
M=S; % Reemplazar los nuevos centroides
end

end



