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R E S U M E N

En este trabajo se desarrolla un modelo matemático de un vehículo todo terreno de competencia
tipo SAE Baja. Este modelo considera el sistema de propulsión, sistema de frenos, sistema de
dirección, el sistema de suspensión, el modelado de las llantas, la dinámica del cuerpo del vehículo
y el modelado del terreno. El modelo propuesto considera la geometría de los sistemas así como
las no linealidades presentes. También se incluyen las relaciones existentes entre los diferentes
sistemas.

En este trabajo también se explica la metodología a seguir para trasladar el modelo matemático
a algún programa de cómputo para realizar su simulación. Posteriormente se realiza un análisis
dinámico por medio de simulación del comportamiento del modelo en diferentes condiciones.
Se consideran la mayor cantidad posible de parámetros y condiciones de operación para poder
generar una simulación capaz de arrojar valores muy cercanos a la realidad.

Finalmente se realiza el análisis dinámico del vehículo para corroborar el funcionamiento del
vehículo y explicar cómo presenta los resultados el modelo. Así como un comparativo entre los
modelos existentes en la literatura y el desarrollado en este trabajo.

A B S T R A C T

This paper develops a mathematical model of an Baja SAE competition of road vehicle. This
model considers the power train, brake system, steering system, suspension system, the modeling
of tires, the vehicle body dynamics and the terrain model. This model describes the geometry of
the systems as well as non-linearities presented in the vehicle. It also included the interactions
between the different systems.

This paper also explains the methodology for transferring the mathematical model to a computer
program for simulation. Subsequently, a dynamic analysis of model behavior under different
conditions is made. We tried to consider the maximum number of parameters and operating
conditions to generate a simulation that can give values very close to reality.

Finally, an analysis is performed to verify vehicle dynamic, vehicle operation and explain how
the model presents the results. Also a comparison between the models in the literature and
developed in this work is made.
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1
I N T R O D U C C I Ó N

En este capítulo se discute una breve revisión a los antecedentes y las necesidades actuales de
la industria automotriz que motivaron este trabajo. Posteriormente se plantean los objetivos del
trabajo. También en este apartado del documento se presentan las definiciones necesarias para el
correcto entendimiento del lector.

Al final del capítulo se describe la organización de la tesis y el contenido de los siguientes
capítulos.

1.1 glosario

Acelerador: Es un sistema automotriz conformado por un pedal y un elemento de resorte,
éste se encarga de regular las revoluciones a las que gira el motor.

Área de contacto de las llantas: esta se define como el área de la llanta que mantiene contacto
firme con el suelo.

Bloqueo de las llantas: Se denomina bloqueo de las llantas cuando las llantas dejan de girar
normalmente y simplemente se deslizan a través del terreno.

Caliper: es el elemento que alberga las pastillas de freno y los pistones de un sistema de
frenos de disco, y está colocado en posición fija con respecto al automóvil (es decir, no rota)
que basa su funcionamiento en apretar el disco de freno (que gira a la misma velocidad que
la rueda) hasta detenerlo.

Catarinas: estas son ruedas dentadas que se acoplan entre sí por medio de cadenas para
transmitir potencia.

Chasis: También conocido como marco del automóvil es la estructura en la cual se unen
todos los elementos del automóvil.

Cremallera-piñon: Este es un mecanismo que tiene como objetivo trasformar un movimiento
rotatorio en un movimiento lineal, este adquiere su nombre debido a los componentes que
lo conforman.

CVT: Es un caso particular de transmisión, esta es una trasmisión variable continua, tiene la
propiedad de modificar la relación con la que se incrementa la potencia de acuerdo a las
revoluciones del motor.

Disco de freno: Es un elemento rígido que gira junto con la rueda se encuentra unido al rin
de la llanta gracias al hub. Se utiliza para frenar gracias a la fricción con las pastillas del
Caliper.

Doble horquilla: Se le denomina sistema de doble horquilla al sistema de suspensión que une
la masa no suspendida de una llanta por medio de dos horquillas.
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24 introducción

Horquilla: Las horquillas también conocidas como brazos de la suspensión son eslabones
rígidos que mantienen unidas la masa suspendida con las masas no suspendidas. Estas
delimitan el movimiento y geometría de la suspensión.

Hub: También conocida como unidad de eje de la rueda es el elemento con el cual se realiza
la sujeción de las llantas y permite el giro de las mismas. Este sujeta el rin y el disco de
frenos .

Masa no suspendida: La masa no suspendida es aquella que se encuentra conformada por la
masa todos aquellos elementos que se encuentran en directo contacto con el suelo. Algunos
de los elementos que conforman esta masa son llantas, rines, calipers, hubs, etc.

Masa suspendida: Se le denomina masa suspendida a la masa de todo elemento que se
encuentra separado de las perturbaciones del suelo gracias a la suspensión. Algunos de los
elementos que conforman esta masa son Chasis, motor, volante, pedales, piloto, trasmisión,
etc.

Pitch : es una inclinación del vehículo a lo largo del eje Y esta inclinación se presenta debido
a una diferencia entre la altura de la parte frontal del vehículo y la altura de la parte trasera
del vehículo.

Rolles una inclinación del vehículo a lo largo del eje X esta inclinación se presenta debido
a una diferencia entre la altura de la parte derecha del vehículo y la altura de la parte
Izquierda del vehículo.

Transmisión: es un mecanismo encargado de trasmitir potencia entre dos o más elementos
esta cambia la velocidad de rotación con el objetivo de incrementar el torque que ejerce.

Torreta:es un eslabón rígido que une el volante con el piñón.

1.2 definiciones

1.2.1 Confort

Se deberá entender por confort la indiferencia frente al ambiente, es decir, que ante diversos
cambios en el terreno, el conductor no los sienta con la misma intensidad.En este proyecto se debe
entender por mejora de confort reducir el balanceo en las curvas.

Una reducción en el cabeceo (aceleración angular del Roll).

Tanto en el frenado como en la aceleración (aceleración angular del Pich).

Finalmente una reducción en las vibraciones trasmitidas del terreno al vehículo (en la altura
o movimiento en Z).

1.2.2 Maniobrabilidad

Se deberá entender por maniobrabilidad la facilidad que presenta un vehículo para ser conduci-
do. En materia de este proyecto se debe entender por mejora de Maniobrabilidad mantener el
contacto suficiente de las llantas contra el terreno y reducir en medida de lo posible los momentos
en donde las llantas no se encuentran en contacto con el suelo.
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1.2.3 Validación del modelo

Validar un modelo es asignar un nivel de certeza a los resultados del modelo, es decir, asegurarse
de que contiene todos los parámetros, variables y relaciones necesarios para que entregue las
respuestas adecuadas. La validación de un modelo se puede dividir en dos etapas, según el trabajo
de Barlas [1]; la primera etapa es la validación estructural, esta consiste en realizar pruebas al
modelo por medio de simulación para analizar de manera lógica el comportamiento del mismo
en diferentes condiciones, la segunda etapa consiste en analizar el comportamiento del modelo
comparándolo con las mediciones del sistema real. Para propósito de este trabajo se entenderá
por validación solo la parte de validación estructural.

1.3 antecedentes

Los primitivos automóviles de finales del siglo XIX eran básicamente carruajes de caballos
con motor. Las velocidades que alcanzaban eran extremadamente reducidas y los sistemas que
necesitaban eran muy simples. No fue hasta el año 1885 que se desarrolló el primer motor de
gasolina portátil y liviano. Este gran logro desarrollado por Maybach cambió las perspectivas
de los vehículos a motor. La potencia que este motor generaba era por mucho superior a sus
predecesores. Esta era de 0.5 hp.

En marzo de 1887 se implementó en un vehículo denominado carruaje motorizado, una variación
del motor de Maybach capaz de desarrollar 1.5 hp. Con éste motor, el vehículo podía alcanzar
16km por hora, se ilustra en la Figura 1.1. Este vehículo de cuatro ruedas contaba con un nuevo
sistema de dirección que era necesario para tener el control del mismo. Según fueron incrementán-
dose las prestaciones que los nuevos vehículos a motor podían brindar se fue creando una mayor
exigencia de dotarlos de confort y Seguridad.

Figura 1.1: Daimler-Maybach (1887) carruaje motorizado[7]

Durante los años de 1905 a 1914 los vehículos a motor se desarrollaron rápidamente. Los motores
tenían una potencia entre los 11 hp y los 22 hp y eran capaces de alcanzar una velocidad tope de
38 km/h a 80 km/h. Un ejemplo de los vehículos de esta época es el Horch, que se muestra en la
Figura 1.2. Debido a las nuevas necesidades que presentaban estos vehículos, se desarrollaron las
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trasmisiones de engranes, los sistemas de encendido electrónico, las suspensión independiente
en las cuatro llantas y se presentaron los primeros controles para limitar las revoluciones del motor.

Figura 1.2: Horch 1908 con potencia de 22 hp y velocidad máxima de 72 km/h [7]

Conforme los años trascurrieron, los motores fueron aumentando su potencia y en la década de
los años 20’s la velocidad máxima que los vehículos podían alcanzar era de 100 km/h. Posterior-
mente, para la década de los 50´s los vehículos comerciales más veloces alcanzaban velocidades
de 160 km/h, y en los 70´s ya eran capaces de alcanzar velocidades de 190 Km/h. Las velocidades
más altas trajeron nuevos retos de diseño para los demás sistemas: frenos más eficientes, sistemas
de dirección más precisos, suspensiones que fueran capaces de amortiguar las irregularidades del
terreno y estructuras capaces de resistir impactos sin dañar al conductor.

En la actualidad los vehículos son más poderosos, con motores que rondan los 300 hp y capaces
de alcanzar velocidades superiores a los 250km/h. Estas nuévas prestaciones han traído consigo
múltiples problemas para el resto de la dinámica del vehículo, ya no es suficiente con las suspen-
siones convencionales ya que estas presentan un compromiso entre aislar las irregularidades del
terreno y garantizar el contacto de las llantas a altas velocidades. Los sistemas de frenos han sido
asistidos por sistemas electrónicos para evitar accidentes, y los sistemas de dirección se han vuelto
insuficientes para garantizar la seguridad del conductor. Se investigan nuevos materiales para
construir carrocerías capaces de resistir los impactos a estas velocidades.

Conforme los vehículos han evolucionado, la industria automotriz también se ha ido modifi-
cando con ellos. Antes del año 1898 los automóviles generaron un nuevo interés en el mundo;
sin embargo no fue hasta al año de 1899 que se volvieron del interés comercial envolviendo
a múltiples industrias en un competencia por brindar mejores productos al mercado. En 1913

Henry Ford introdujo la línea de producción, lo cual redujo los costos y aumentó drásticamente la
cantidad de vehículos en el mercado.

1.4 justificación

En la actualidad no es suficiente construir vehículos de calidad; es necesario construirlos con
el menor costo posible para poder competir en el mercado. Esto ha modificado los medios de
producción; en el pasado se construían múltiples prototipos para poner a prueba los diferentes
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sistemas o la seguridad del vehículo. Actualmente la nueva tendencia es realizar simulaciones
digitales del comportamiento del vehículo para garantizar la funcionalidad de los sistemas antes
de su construcción, lo que representa un considerable ahorro en la etapa de diseño del vehículo,
considerando la necesidad presente en la industria automotriz actual de crear sistemas más
eficientes, más seguros y a menor costo. Se han realizado diferentes técnicas para probar el
desempeño de nuevas tecnologías. Una de estas técnicas ha destacado debido a que presenta
buenos resultados y su costo es muy reducido. Esta es la simulación por medio de un sistema
de cómputo; sin embargo para obtener los resultados deseados es conveniente que los modelos
matemáticos usados sean muy cercanos a la realidad.

1.5 planteamiento del problema

Para mejorar la seguridad, la estabilidad y el desempeño de los sistemas automotrices, se han
incorporado complejos sistemas de control en los vehículos. Por ejemplo los sistemas de inyección
electrónica, el sistema de frenado anti bloqueante, el sistema de dirección asistida electrónicamente,
las suspensiones activas, las transmisiones automáticas, los sistemas de enfriamiento, etc . Estos
sistemas se construyen a partir de múltiples sensores, actuadores y de complejas leyes de control.

Para poder diseñar y probar este tipo de sistemas, la industria automotriz se ha basado en
pruebas computarizadas donde se realizan simulaciones para corroborar el funcionamiento de
los controles propuestos tanto en software como en la prueba del hardware dedicado por medio
de la técnica de Hardware en el ciclo (Hardware in the loop “HIL”). Aunque para realizar estas
simulaciones los modelos deben ser lo más cercanos posibles a la realidad, ya que deben repre-
sentar precisamente los lazos de control, entregando salidas capaces de representar los sensores
y permitiendo hacer modificaciones en la dinámica de la misma maneraen la que lo haría un
actuador.

En el trabajo de Schuette (2005) [31]se describen las características que debe considerar un
modelo matemático de un carro completo, contemplando las características especiales de cada
uno de los sistemas. Los sistemas descritos por Schuette (2005) [31] se describen a continuación.
El modelo del carro completo debe incluir el modelado del sistema de propulsión. Este debe de
incluir la representación del comportamiento del motor, los sistemas de trasmisión y clutch en
el caso de requerirlo. Se describe que se debe incluir un modelo de la dinámica del cuerpo que
contemple los ángulos de inclinación del vehículo así como los desplazamientos del mismo, así
como el modelado de las llantas, el modelado del sistema de dirección, el sistema de frenado, y
una buena descripción del terreno.

Sin embargo Schuette (2005) [31] menciona que estos modelos pueden volverse insuficientes
ya que los nuevos sistemas de control requieren una mayor precisión en el modelo para su
correcto diseño y análisis. Un caso actual que en particular presenta este problema es el diseño
de las suspensiones activas. Debido a la dificultad de generar un modelo adecuado que permita
representar tanto las no linealidades del sistema, como las diferentes situaciones en las que se ve
envuelto un vehículo. Por esto la mayoría de los autores se han basado en tres diferentes modelos:
el modelo lineal de un cuarto de carro, que contempla sólo dos grados de libertad, el modelo de
medio carro, que aborda cuatro grados de libertad incluyendo uno de los ángulos de inclinación
del vehículo, el modelo de carro completo que contempla siete grados de libertad, este último



28 introducción

a pesar de ser el más completo omite factores intrínsecos del sistema como es la geometría de
suspensión y su interacción con los otros sistemas . El uso de los modelos lineales ha sido un
impedimento para obtener sistemas de suspensión activa que funcionen en la práctica.

Como en el caso de las suspensiones activas, los sistemas de control más recientes podrían
presentar impedimentos para alcanzar un resultado óptimo. Por esto es necesario realizar un
modelos automotriz que consideren las no linealidades del sistema, así como las relaciones
presentes en todo el vehículo de esta manera se obtendrían resultados más apegados a la realidad.

1.6 hipótesis

En el siguiente trabajo se desarrollará un modelo matemático de un vehículo todo terreno de
competencia tipo SAE Baja. Este modelo debe considerar el sistema de propulsión, sistema de
frenos, sistema de dirección, el sistema de suspensión, el modelado de las llantas, la dinámica del
cuerpo del vehículo y el modelado del terreno. El modelo propuesto considera la geometría de
los sistemas así como las no linealidades presentes. También se incluyen las relaciones existentes
entre los diferentes sistemas.

En este trabajo también se explica la metodología a seguir para trasladar el modelo matemático
a algún programa de cómputo para realizar su simulación. Posteriormente se realiza un análisis
dinámico por medio de simulación del comportamiento del modelo en diferentes condiciones.

Se consideran la mayor cantidad posible de parámetros y condiciones de operación para poder
generar una simulación capaz de arrojar valores muy cercanos a la realidad.

1.7 objetivos

1.7.1 Objetivo General

Obtener un modelo matemático de un vehículo completo todo terreno tipo SAE baja para
realizar su análisis dinámico por medio de una simulación en software.

1.7.2 Objetivos particulares

Investigar acerca de los modelos automotrices existentes en la literatura para documentar la
investigación.

Obtener el modelo matemático de carro completo por medido del análisis dinámico y
cinemático del vehículo capaz de representar adecuadamente el comportamiento del vehícu-
lo.

Obtener una representación de la geometría de las pistas de prueba mediante señales
discretas para ser usadas como entradas al simulador del modelo.

Diseñar un simulador que represente al modelo matemático del vehículo mediante software
científico para realizar el análisis de su desempeño.
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1.8 alcances del trabajo

EL siguiente trabajo se limita a realizar un modelo matemático de un vehículo todo terreno tipo
SAE Baja en este modelo se consideran los sistemas de frenado, propulsión, dirección, suspensión,
llantas y chasis. Aunque se puede realizar cambios en las configuraciones de este vehículo este
modelo no puede ser usado para representar otro vehículo sin antes realizar los cambios a la
geometría y características de los sistemas.

También dentro de los alcances se encuentra realizar un análisis dinámico con el objetivo de
verificar el funcionamiento del modelo matemático y de explicar cómo presenta las diferentes
señales del vehículo.

1.9 contribuciones

1. Se obtuvo el modelo matemático de un vehículo automotriz para diferentes condiciones de
operación, que pueda ser utilizado para representar la dinámica de un vehículo todo terreno
tipo SAE Baja.

2. Se obtuvo un modelo matemático que pueda ser usado para diseñar y poner a prueba
múltiples sistemas de control automotriz.

1.10 método de investigación y desarrollo utilizado

Para poder diseñar un modelo matemático completo se realizará un investigación exhaustiva
de los modelos matemáticos existentes en la literatura, se analizará su funcionamiento, fortalezas
y limitaciones, posteriormente se analizarán las condiciones que omiten estos modelos que pro-
porcionan información importante para representar al vehículo.

A partir del análisis dinámico y cinemático del vehículo se determinará el modelo matemático
completo del vehículo. Posteriormente para validar el modelo matemático se realizará el análisis
dinámico del mismo.

1.11 organización del trabajo

El siguiente trabajo se dividió en seis secciones:

Introducción: En esta sección se explica el objetivo del trabajo alcances y limitaciones.

Antecedentes y marco teórico: esta sección se divide en dos capítulos el estado del arte
que explica los modelos matemáticos desarrollados en otros trabajos y el marco teórico que
explica las bases teóricas en las que se sustenta este trabajo.

Desarrollo: Esta sección explica cómo se realizo el trabajo, se divide en tres capítulos, modelo
matemático en donde se explica cómo se calculó el modelo a detalle, simulación en donde
se explica cómo migrar el modelo a un software para realizar la simulación del mismo y
flexibilidad del modelo en donde se explica que parámetros y condiciones iniciales tiene el
modelo y cómo cambiarlas.
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Experimentos y resultados: se explican los diferentes experimentos realizados para probar el
modelo.

Conclusiones y trabajo futuro: se explican los resultados del trabajo y cómo se puede
continuar el mismo.

Apéndices: los apéndices y bibliografía.
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2
E S TA D O D E L A RT E

En este capítulo se explican los diferentes modelos encontrados en la literatura. Estos se divi-
dieron en sistemas del vehículo. El primer sistema que se menciona es el sistema de suspensión en
este sistema se explican los modelos lineales más utilizados así como algunos modelos no lineales
encontrados en la literatura. Posteriormente se explica el sistema de frenos, dirección y propulsión.

Al final de este capítulo se muestran algunos trabajos en los cuales se integraron modelos de
diferentes sistemas para obtener un modelo integral de un vehículo completo.

2.1 modelado matemático de la suspensión

El sistema de suspensión es uno de los componentes más importantes de un vehículo, éste
tiene un papel crucial en el desempeño, maniobrabilidad y confort del vehículo. Este sistema
tiene dos funciones principales: La primera es aislar el cuerpo del vehículo de las perturbaciones
del terreno, la otra es mantener el contacto entre el camino y las llantas en todo momento. En
una suspensión pasiva (convencional) existe un compromiso entre estos dos requerimientos del
sistema. Por un lado se requiere una suspensión rígida para soportar el peso del vehículo y
permitir la adherencia de las llantas, sin embargo se requiere que sea algo suave para aislar al
pasajero de las perturbaciones del camino. Por estas razones en las últimas décadas ha crecido
el interés en el desarrollo y la investigación de una suspensión activa. Las suspensiones activas
se caracterizan por ser capaces de modificar su factor de amortiguamiento y la rigidez de la
suspensión de acuerdo al terreno.

La aplicación práctica de la suspensiones activas se hizo posible gracias a los microprocesadores
y la electrónica de mediados de los 80’s, pero la investigación sobre las posibles técnicas de control
empezó un poco antes de esto. Los primeros acercamientos se realizaron por medio de control
clásico [9] aplicado a modelos lineales reducidos. Sin embargo estas técnicas no presentan buenos
resultados en la práctica. Para entender mejor la razón por la cual estas técnicas de control no
fueron adecuadas se analizará los problemas referentes al modelado de la suspensión.

La investigación de las suspensiones activas ha dado paso a la búsqueda de modelos matemáti-
cos con la capacidad de representar adecuadamente el comportamiento de la suspensión. El
sistema de suspensión puede ser representado por un cuerpo rígido de 6 grados de libertad tres
de traslación y tres de orientación, el cual se encuentra aislado del terreno por medio de un sistema
de amortiguamiento conectado a las llantas. Sin embargo, este puede ser de muchas formas y se
encuentra limitado por la geometría del mismo por lo cual presenta múltiples no linealidades
que son difíciles de modelar. Por estas razones para desarrollos teóricos se ha preferido el uso de
aproximaciones lineales.

33



34 estado del arte

2.1.1 Modelos de suspensión lineales

Las aproximaciones lineales son muy comunes para la implementación de controles de suspen-
sión activa, debido a que los controles clásicos se basan en este tipo de modelos. En el caso de la
suspensión se han realizado múltiples aproximaciones lineales para lograr una representación
adecuada del problema. Las tres más usadas se listan a continuación.

2.1.1.1 Modelo de suspensión de cuarto de carro

Los primeros modelos realizados fueron una aproximación lineal parcial del vehículo y se
denominaron modelos de cuarto de carro. Estos modelos fueron los primeros en ser usados para
la búsqueda de una suspensión activa. Se caracterizan por constar solo de dos grados de libertad:
El desplazamiento de la llanta y el desplazamiento de la masa no suspendida, (que corresponde a
un cuarto de la masa total del chasis). En la Figura 2.1 se muestra el diagrama de este modelo.

Figura 2.1: Diagrama de suspensión de cuarto de Carro [4]

Las ecuaciones 2.1 y 2.2 representan el modelo del cuarto de carro que se explica en el trabajo
de Brown [4].

mb z̈b = fa + c (żw − żb) + Ks (zw − zb) (2.1)

mw z̈w = − fa − c (żw − żb)− Ks (zw − zb)− Kt (zw − z0) (2.2)

Donde:
mb= Cuarto de la masa del vehículo.
mw= Masa de la llanta.
Ks= Coeficiente de resorte de la suspensión.
Kt= Coeficiente de resorte de la llanta.
c= Coeficiente de amortiguamiento.
z0= Desplazamiento del suelo.
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zw= Desplazamiento de la llanta.
zb= Desplazamiento de la masa no suspendida.
fa= Fuerza del actuador.

A pesar de las obvias limitaciones de este modelo es el más usado para el diseño teórico de
suspensiones activas incluso en la actualidad como es el caso de [38] y [19].

Debido a que el modelo de cuarto de carro representa exclusivamente los cambios de altura del
vehículo y no la inclinación del mismo los trabajos basados en este modelo carecen de múltiples
factores presentes en la realidad. Por esto se buscaron modelos más cercanos a la realidad que
contemplen estos factores.

2.1.1.2 Modelo de suspensión de medio carro

El modelo de medio carro es una aproximación más cercana a la realidad de una suspensión ya
que considera los cambios de altura y un grado de inclinación normalmente el Pitch del vehículo.
Este modelo se conforma de cuatro grados de libertad que generalmente son la altura de la llanta
derecha la altura de la llanta izquierda, la altura del chasis y el ángulo Pitch del mismo. La Figura
2.2 muestra el diagrama del modelo de medio carro.

Figura 2.2: Diagrama de suspensión de medio carro [4]

Las ecuaciones 2.3 a 2.11 describen a este tipo de modelo y se encuentran explicadas en el
trabajo de Brown [4].

zb f = zb −
(
d f θ
)

(2.3)

zbr = zb + (drθ) (2.4)

θ =
zbr − zb f

d f + dr
(2.5)

z̈w f mw f = −Kt f
(
zw f − z f 0

)
−
[

fa f + c f
(
żw f − żb f

)
+ Ks f

(
zw f − zb f

)]
(2.6)

z̈wrmwr = −Ktr (zwr − zr0)− [ far + cr (żwr − żbr) + Ksr (zwr − zbr)] (2.7)
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z̈bmb = fa f + c f
(
żw f − żb f

)
+ Ks f

(
zw f − zb f

)
+ far + cr (żwr − żbr) + ... (2.8)

Ksr (zwr − zbr)

θ̈ Ib = −d f
[

fa f + c f
(
żw f − żb f

)
+ Ks f

(
zw f − zb f

)]
+ ... (2.9)

dr [ far + cr (żwr − żbr) + Ksr (zwr − zbr)]

z̈b f =

(
1

mb
+

d2
f

Ib

) [
fa f + c f

(
żw f − żb f

)
+ Ks f

(
zw f − zb f

)]
+ ... (2.10)(

1
mb
−

d f dr

Ib

)
[ far + cr (żwr − żbr) + Ksr (zwr − zbr)]

z̈br =

(
1

mb
−

d f dr

Ib

) [
fa f + c f

(
żw f − żb f

)
+ Ks f

(
zw f − zb f

)]
+ ... (2.11)(

1
mb

+
d2

r
Ib

)
[ far + cr (żwr − żbr) + Ksr (zwr − zbr)]

Donde:
zb f = Altura de la masa no suspendida delantera.
zbr= Altura de la masa no suspendida trasera.
zw f =Desplazamiento de la llanta delantera.
zwr= Desplazamiento de la llanta trasera.
z f 0= Desplazamiento del suelo a la llanta frontal.
zr0= Desplazamiento del suelo a la llanta trasera.
d f = Distancia del eje frontal al centro de gravedad.
dr= Distancia del eje trasero al centro de gravedad.
Ib= Inercia del Pitch.
Ks f = Coeficiente de resorte de la suspensión en la parte frontal.
Ksr= Coeficiente de resorte de la suspensión en la parte trasera.
Kt f = Coeficiente de resorte de la llanta en la parte frontal.
Ktr= Coeficiente de resorte de la llanta en la parte trasera.
c f = Coeficiente de amortiguamiento en la parte frontal.
cr= Coeficiente de amortiguamiento en la parte trasera.
mw f = Masa de la llanta delantera.
mwr= Masa de la llanta trasera.
fa f = Fuerza del actuador delantero.
far= Fuerza de actuador trasero.

Este tipo de modelo, a pesar de ser más complejo que el modelo de un cuarto de carro, solo
considera un solo ángulo de la suspensión, generalmente el Pitch aunque en algunos trabajos
es el Roll. Sin embargo, esto aún no es suficiente para tener contemplado correctamente el
comportamiento del chasis, por lo mismo se ha seguido buscando mejores maneras de representar
a la suspensión.

2.1.1.3 Modelo de suspensión de carro completo

El modelo de carro completo contempla siete grados de libertad, estos son: Los ángulos de
rotación Pitch y Roll, la altura de la masa no suspendida y los cuatro grados de libertad restantes
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son las alturas de las llantas. Este modelo es el modelo lineal más completo encontrado en la
literatura [14]. El diagrama se muestra en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Diagrama de suspensión de carro completo[14]

Las ecuaciones 2.12 a 2.18 describen el modelo matemático, estás se extrajeron del trabajo de
Ikenaga [14].

ms z̈ = −msg−
(

2Ks f + 2Ksr

)
z−

(
2Bs f + 2Bsr

)
ż +

(
2aKs f − 2bKsr

)
θ + ... (2.12)

+
(

2aBs f − 2bBsr

)
θ̇ + Ks f zu f l + Bs f żu f l + Ks f zu f r + Bs f żu f r + ...

+Ksr zurl + Bsr żurl + Ksr zurr + Bsr żurr + f f l + f f r + frl + frr

Iyy θ̈ =
(

2aKs f − 2bKsr

)
z +

(
2aBs f − 2bBsr

)
ż−

(
2a2Ks f + 2b2Ksr

)
θ + ... (2.13)

−
(

2a2Bs f + 2b2Bsr

)
θ̇ − aKs f zu f l − aBs f żu f l − aKs f zu f r − aBs f żu f r + ...

+bKsr zurl + bBsr żurl + bKsr zurr + bBsr żurr − a f f l − a f f r + b frl + d frr

Ixx ϕ̈ = −0.25w2
(

2Ks f + 2Ksr

)
ϕ− 0.25w2

(
2Bs f + 2Bsr

)
ϕ̇ + 0.5wKs f zu f l + ... (2.14)

+0.5wBs f żu f l − 0.5wKs f zu f r − 0.5wBs f żu f r + 0.5wKsr zurl + 0.5wBsr żurl + ...

−0.5wKsr zurr − 0.5wBsr żurr + 0.5w f f l − 0.5w f f r + 0.5w frl − 0.5w frr
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mu z̈u f r = −mug + Ks f z + Bs f ż− aKs f θ − aBs f θ̇ − 0.5wKs f ϕ− 0.5wBs f ϕ̇ + . . . (2.15)

−
(

Ks f + Ku

)
zu f r − Bs f żu f r + Kuzr f r − f f r

mu z̈u f l = −mug + Ks f z + Bs f ż− aKs f θ − aBs f θ̇ + 0.5wKs f ϕ + 0.5wBs f ϕ̇ + . . . (2.16)

−
(

Ks f + Ku

)
zu f l − Bs f żu f l + Kuzr f l − f f l

mu z̈url = −mug + Ksr z + Bsr ż + bKsr θ + bBsr θ̇ + 0.5wKsr ϕ + 0.5wBsr ϕ̇ + . . . (2.17)

− (Ksr + Ku) zurl − Bsr żurl + Kuzrrl − frl

mu z̈urr = −mug + Ksr z + Bsr ż + bKsr θ + bBsr θ̇ − 0.5wKsr ϕ− 0.5wBsr ϕ̇ + . . . (2.18)

− (Ksr + Ku) zurr − Bsr żurr + Kuzrrr − frr

Donde:
z = Posición de la masa no suspendida.
ż = Velocidad de la masa no suspendida.
θ = Ángulo del Pitch.
θ̇ = Velocidad angular del Pitch.
ϕ = Ángulo del Roll.
ϕ̇ = Velocidad angular del Roll.
zu f l = Altura de la masa no suspendida de la llanta frontal-izquierda.
żu f l = Velocidad de la masa no suspendida de la llanta frontal-izquierda.
zu f r = Altura de la masa no suspendida de la llanta frontal-derecha.
żu f r = Velocidad de la masa no suspendida de la llanta frontal-derecha.
zurl = Altura de la masa no suspendida de la llanta trasera-izquierda.
żurl = Velocidad de la masa no suspendida de la llanta trasera-izquierda.
zurr = Altura de la masa no suspendida de la llanta trasera-derecha.
żurr = Velocidad de la masa no suspendida de la llanta trasera-derecha.

A pesar de que este modelo sea más completo y considere los parámetros más importantes del
vehículo, omite las no linealidades del sistema y todas las condiciones especiales a las que puede
ser sometido el vehículo como: La aceleración, el frenado y tomar un curva.

2.1.2 Modelos especiales de suspensión

Debido a la necesidad de obtener un modelo más adecuado de una suspensión diversos
investigadores han tratado de resolver el problema de las limitaciones de un modelo lineal. Estos
modelos se listan a continuación.

2.1.2.1 Modelo de cuarto de carro no lineal

Debido a las complejas relaciones matemáticas presentes en la suspensión muchos investigadores
han optado por el modelo lineal sin embargo, la suspensión real cuenta con una geometría especí-
fica que no se considera en el modelo lineal. La geometría de la suspensión se puede considerar
lineal en un intervalo de operación muy pequeño sin embargo es altamente no lineal en todo su
rango de operación. Por esta razón es necesario considerar su geometría en el modelo.
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En la Figura 2.4 se muestra un diagrama de la geometría de una suspensión propuesta en el
trabajo de Sung [17]. En este trabajo se plantea que la geometría de la suspensión influye en
el comportamiento de la misma por lo tanto no debe ser omitida si se busca obtener un mejor
resultado.

Figura 2.4: Geometría de un cuarto de suspensión[17]

2.1.3 Trabajos actuales

En la actualidad hay múltiples investigadores tratando de resolver los problemas que presenta
una suspensión activa. En la Tabla 2.1 se enlistan algunos trabajos de los modelos que han sido
desarrollados.
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AUTOR AÑO MODELO

Engelman, G [9] 1983 Cuarto de Carro

Yeh, E [37] 1992 Cuarto de Carro

Barr, A. [2] 1996 Cuarto de Carro

Huei, P [34] 1997 Cuarto de Carro

Campos, J [5] 1999 Medio Carro

Yoshimura, T [39] 1999 Medio Carro

Ikenaga, S [14] 2000 Carro completo

FENCI, J [10] 2003 Medio Carro

Lauwerys, C [23] 2005 Cuarto de Carro

Halim, J [12] 2005 Medio Carro

Yoshimura, T [40] 2005 Cuarto de Carro

Sedeh, S [32] 2006 Cuarto de Carro

Kou, F [20] 2007 Cuarto de Carro

Brown, D [3] 2008 Cuarto de Carro

Darus, R [6] 2009 Carro completo

Hashemnia, S [13] 2009 De medio Carro

Jun-ping, F [18] 2009 De medio Carro

Shiao, Y [33] 2010 Cuarto de Carro

Tabla 2.1: Modelos de suspensiones

2.2 modelado matemático del sistema de frenado

El sistema de frenado es un sistema fundamental para los vehículos a motor ya que de este
depende la seguridad de los pasajeros. La función de los frenos es detener al vehículo en caso
de ser necesario. Sin embargo, el sistema de frenos debe evitar que no derrape el vehículo al
momento del frenado.

Para garantizar que los frenos cumplan su función, sin generar que el vehículo derrape se
han desarrollado el sistema de control electrónico de frenado con sistema de anti-bloqueo mejor
conocido como freno ABS por sus siglas en inglés (Anti-lock Braking system). Existen diversos
modelos matemáticos de este sistema, a continuación se describen los más usados.

2.2.1 Modelos lineales del sistema de frenado

Los modelos que convencionalmente se utilizan en los trabajos encontrados en la literatura son
de tipo lineal. A continuación se describen los más utilizados.
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Modelo de cuarto de carro del sistema de frenos

El modelo de un cuarto de carro del sistema de frenos se encuentra conformado por una sola
llanta unida a una masa m. La rueda gira con una inercia J generada por la masa m en la misma
dirección de la velocidad v. Como resultado de este giro se genera una fuerza Fx como resultado
de la fricción entre la llanta y el suelo. La fuerza Fx genera un torque en la llanta que finalmente
se ve reflejado con una velocidad angular ω. Para simular la fuerza de frenado se aplica un torque
Tb en dirección contraria al movimiento. En la figura 2.5 se muestra un esquemático de este modelo.

Figura 2.5: Modelo de un cuarto de carro del sistema de frenado [36]

Las ecuaciones que describen este modelo se muestran en 2.19 a 2.21.

mv̇ = Fx (2.19)

Jω̇ = rFx − Tbsign(ω) (2.20)

Fx = Fzµ (2.21)

Este modelo es capaz de representar en movimiento angular ω presente en la llanta para
determinar si la llanta se bloquea en el momento de aplicar el freno, esto se logra por medio de
la ecuación 2.20. Aunque este modelo de cierta manera considera la fricción de la llanta con el
terreno por medio de la ecuación 2.21, esto es solo válido cuando la llanta está completamente en
contacto con el suelo con el peso del vehículo correctamente distribuido, esto es un caso ideal.
Finalmente, el modelo representa la reducción de velocidad del vehículo por medio de la ecuación
2.19.

Aunque este modelo considera los factores principales del sistema de frenado omite muchos
otros. Como los cambios en la distribución de peso en el vehículo al momento del desplazamiento,
no considera los cambios en el contacto de las llantas debidos a las irregularidades del terreno.
Tampoco se consideran los efectos que genera el sistema de frenos a la dinámica del vehículo. Este
modelo es el más usado para el análisis de los sistemas de frenado ABS.
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Modelo de medio carro del sistema de frenos

El modelo de medio carro del sistema de frenos se encuentra conformado por dos llantas unidas
por medio de la geometría del chasis, este se ilustra en la Figura 2.6.

Figura 2.6: Modelo de medio carro del sistema de frenado [42]

Las literales encontradas en la Figura 2.6 se describen en la Tabla 2.2.

Símbolo Descripción

R Radio de la llanta

Iω f Inercia de la llanta frontal

Iωt Inercia de la llanta trasera

ω f Velocidad angular e la llanta frontal

ωt Velocidad angular e la llanta trasera

M Masa del vehículo

L Distancia entre ejes

b Distancia entre el centro de masa y el eje trasero

a Distancia entre el centro de masa y el eje delantero

hg Altura del centro de masa

Tabla 2.2: Literales del modelo de medio carro del sistema de frenos

Las ecuaciones que conforman este modelo se muestran en 2.22 a 2.26.
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Iω f ω̇ f = Mb1 − Fx1R (2.22)

Iωtω̇t = Mb2 − Fx2R (2.23)

Fz1 = M(g • a + v̇ • hg) (2.24)

Fz2 = M(g • b + v̇ • hg) (2.25)

v̇ = (Fx1 + Fx2)M (2.26)

La fuerza que genera el contacto de la llanta con el suelo se representa por medio de las
ecuaciones 2.27 y 2.28.

Fx1 = µFz1 (2.27)

Fx2 = µFz2 (2.28)

Este modelo es capaz de representar frenos independientes para las llantas delanteras y traseras.
Así para cada par se realiza el cálculo del movimiento angular de ambas llantas, con el objetivo
de poder determinar si las llantas se bloquean o no al momento de aplicar el freno, esto se realiza
por medio de las ecuaciones 2.22 y 2.23. Se representa la distribución de peso del vehículo en
las dos llantas para calcular la fricción de las llantas con el suelo, esto se logra por medio de las
ecuaciones 2.24 a 2.28.

A pesar de que este modelo es más completo que el de un cuarto de carro, omite múltiples
condiciones del sistema de frenos. No considera los cambios en el contacto de las llantas debidos a
las irregularidades del terreno. Tampoco se consideran los efectos que genera el sistema de frenos
a la dinámica del vehículo, ni el cambio en la distribución de peso del vehículo.

2.2.1.1 Trabajos actuales

En el área de control, el sistema de frenos ha sido estudiado con el objetivo de realizar frenos
anti-bloqueo. Algunos de los trabajos de esta área se enlistan en la Tabla 2.3.

AUTOR AÑO MODELO

Petersen, I. [30] 2001 Cuarto de carro del sistema de freno

Johansen, Tor [16] 2003 Cuarto de carro del sistema de freno

Xu, Cuidong [36] 2009 Cuarto de carro del sistema de freno

Zhao, Jian [42] 2011 Medio carro del sistema de freno

Tabla 2.3: Modelos del sistema de frenos

2.3 modelos del sistema de dirección

A diferencia de los sistemas de suspensión y frenado, casi no existen trabajos que traten sobre
el diseño de controladores para el sistema de dirección. Esto hace que no sea fácil encontrar mode-
los de este sistema. Por esta razón se explican los modelos encontrados sin expresar sus ecuaciones.
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Los modelos de la dirección contemplan la geometría de la torreta y del sistema de cremallera
con el cual se consigue el giro de las llantas. Se muestra la geometría de la dirección en el trabajo
de Jensen [15]. Para describir esta parte de sistema de dirección se obtienen ecuaciones que
describan la geometría de la suspensión, estas son muy diferentes dependiendo el tipo de vehículo
a modelar.

Otro elemento contemplado en la literatura es la dinámica del vehículo al tomar una curva, esta
se puede observar en el trabajo de Yue [41]. Este modelo representa el movimiento presente en el
vehículo al momento de tomar una curva. Sin embargo, no representa las fuerzas que se trasmiten
a la suspensión del vehículo, estas últimas provocan las inclinaciones del vehículo.

2.4 modelos del sistema de propulsión

(a) Modelo propulsión A[22]

(b) Modelo propulsión B[11]

Figura 2.7: Modelo del sistema de propulsión

El sistema de propulsión típicamente se modela para el diseño de controladores de transmisiones
automáticas. Estos modelos se encuentran conformados por el modelo de la dinámica del motor,
la representación matemática de la caja de transmisión. También se representa el modelado del
sistema de embrague y la carga que produce la llanta. La Figura 2.7 muestra dos diagramas que
representan diferentes tipos de sistemas de propulsión.
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2.5 modelo de carro completo

Para modelar completamente la suspensión de un vehículo no solo se debe considerar este
sistema, también debe contemplarse los efectos que producen otros sistemas sobre este. Estos
efectos han sido planteados como parte del problema a resolver en el modelado de suspensiones.
En el trabajo de Nagai [28] muestra las relaciones propuestas .

En la Figura ?? se muestra que los movimientos del sistema de suspensión se ven afectados
por el sistema de dirección, el sistema de frenado y el sistema de propulsión. Sin embargo, no se
menciona de qué forma se ven afectados estos por el sistema de suspencion. Esta idea se considera
en el trabajo de Moriwaki [27], [26] y [25], en este trabajo se desarrolla una versión que contempla
parcialmente todos los sistemas involucrados en un vehículo. Las características que se consideran
se listan a continuación:

Modelo lineal del sistema de dirección.

Modelo lineal del sistema de suspensión medio carro.

En el trabajo de Moriwaki [27], [26] y [25] no hay una fuerte relación entre ambos modelos. Otro
trabajo que ha buscado obtener un modelo unificado del vehículo es el trabajo realizado por
Kruczek [21]. En este trabajo se realiza un modelo con las siguientes características:

Modelo lineal de carro completo reducido.

Modelo para representar Frenado y dirección.

Modelo del asiento para el pasajero.

En el modelo propuesto por Kruczek [21] se tomo en cuenta un modelo de carro completo con
ciertas reducciones para facilitar su implementación. Se representaron los efectos del frenado y
la dirección por medio de fuerzas trasmitidas directamente a los ángulos del chasis. A pesar de
que este modelo considera ciertas condiciones de operación que afectan al vehículo, el modelo es
reducido y no contempla detalles como la geometría de la suspensión, las llantas y el sistema de
propulsión.

El modelo de carro completo más actual es el propuesto por Németh [29], este modelo es el
más completo ya que contempla las siguientes características:

Modelo del motor.

Modelo de sistema de suspensión de carro completo.

Modelo de la dirección.

Modelo del sistema de frenado.

En el trabajo de Németh [29] el modelo del sistema de suspensión se relaciona con los otros tres
sistemas. Sin embargo, este modelo es lineal. Como se mencionó anteriormente la suspensión es
un sistema altamente no lineal, por lo cual es importante considerar estos fenomenos.
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M A R C O T E Ó R I C O

En este capítulo se explican los fundamentos matemáticos con los que se realizó el modelo
del vehículo. La primera sección explica el modelado de sistemas mecánico, la segunda sección
explica en particular el caso de modelar sistemas automotrices.

3.1 modelado de sistemas mecánicos

3.1.1 Definiciones

Masa. La masa de un cuerpo se define como la cantidad de materia que contiene. Esta se supone
constante. La unidad de la masa en el sistema internacional es el kilogramo kg.

No se puede medir la masa m de un cuerpo directamente esto se realiza por medio del peso w
la relación que existe entre estos se muestra en la ecuación 3.1.

m =
w
g

(3.1)

Donde g representa la constante gravitacional. El valor de la gravedad varia ligeramente a lo
largo de la tierra pero para propósitos de ingeniería se considera constante este es de 9.81m/s2.

Fuerza. La fuerza se puede definir como la causa de cambio de movimiento del cuerpo sobre el
que actúa. Las fuerzas se pueden dividir en dos subgrupos las fuerzas de contacto y las fuerzas
de campo. La unidad de la fuerza en el sistema internacional de unidades es el newton N este se
define en la ecuación 3.2.

1N = 1
kg ∗m

s2 (3.2)

Las fuerzas de contacto son aquellas que para influir en el movimiento de un cuerpo deben
entrar en contacto con él, por otro lado las fuerzas de campo como la fuerza gravitacional pueden
influir en un cuerpo sin entrar en contacto con él.

Par o momento de fuerza. El par o momento de fuerza, se define como la causa que produce
un cambio en el movimiento rotacional de un cuerpo sobre el cual actúa. El par se define como
la fuerza por la distancia del punto de aplicación al centro de rotación las unidades del par son Nm.

Cuerpo rígido. Todo cuerpo real presenta deflexiones al momento de ser acelerado. Si estas
deflexiones son demasiado pequeñas con respecto al movimiento total del cuerpo entero, estas se
desprecian. A estos cuerpos se les denomina cuerpos rígidos. Por esto se puede definir un cuerpo
rígido a aquel que presenta idéntico movimiento en cada punto del cuerpo.

Desplazamiento, velocidad y aceleración. El desplazamiento es un cambio en la posición de
un punto a otro en un marco de referencia. La velocidad es la derivada con respecto al tiempo del
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desplazamiento. Finalmente la aceleración es la derivada con respecto del tiempo de la velocidad.

Desplazamiento, velocidad y aceleración angulares. El desplazamiento angular se define como
el cambio de orientación angular, este se mide en radianes. La velocidad angular es la derivada
del desplazamiento angular y la aceleración angular en la derivada de la velocidad angular.

3.1.2 Leyes de Newton.

Estas leyes son también conocidas como Leyes del movimiento de Newton, son tres principios a
partir de los cuales se explican la mayor parte de los problemas planteados por la dinámica, en
particular aquellos relativos al movimiento de los cuerpos. Estas permiten enunciar los principios
de conservación del momento lineal y del momento angular.

3.1.2.1 Primera ley de newton

Esta ley enuncia lo siguiente:

“Todo cuerpo persevera en su estado de reposo o movimiento uniforme y rectilíneo a no ser
que sea obligado a cambiar su estado por fuerzas impresas sobre él”

En otras palabras, esta ley establece la conservación de la cantidad del movimiento en la
ausencia de fuerzas externas.

3.1.2.2 Segunda ley de newton.

Para un movimiento traslacional la segunda ley de newton dicta que la aceleración de cualquier
cuerpo rígido es directamente proporcional a la fuerza que actué sobre el e inversamente propor-
cional a la masa esto se muestra en la ecuación 3.3.

ma = ∑ F (3.3)

Donde:
a es la aceleración resultante en esa dirección la línea de acción de la fuerza que actúa sobre

una masa.

Para el caso de un cuerpo rígido en rotación alrededor de un eje fijo la segunda ley de newton
se puede reescribir en la ecuación 3.4.

Jα = ∑ T (3.4)

Donde:
∑ T son la sumatoria de pares presentes en el cuerpo, α representa la aceleración rotacional y J

representa el momento de inercia.

3.1.2.3 Tercera ley de Newton

Esta ley enuncia lo siguiente:
“A toda acción ocurre siempre una reacción de igual magnitud y dirección contraria”
Esta ley expone que por cada fuerza que actúa sobre un cuerpo este genera una reacción de

igual magnitud, pero sentido opuesto. Es importante observar que este principio de acción y
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reacción relaciona dos fuerzas que no están aplicadas al mismo cuerpo, produciendo en ellos
aceleraciones diferentes, según sean sus masas. Por lo demás, cada una de esas fuerzas obedece
por separado a la segunda ley de Newton.

3.1.3 Modelado matemático

Cualquier sistema mecánico se puede modelar por medio de la aplicación de las Leyes de
Newton. En este apartado se mencionan los elementos más usados para el modelado de sistemas
mecánicos.

3.1.3.1 Elementos de inercia

La inercia es el cambio de fuerza (par) necesario para que la aceleración (aceleración angular)
presente un cambio unitario. Los elementos de inercia son las masas y los momentos de inercia, y
sus ecuaciones son 3.5 y 3.6

Inercia (masa) =
4F
4a

[
N
m
s2

]
ó [kg] (3.5)

Donde:
4F= cambio de la fuerza.
4a=cambio en la aceleración.

Inercia (momento de inercia) =
4T
4α

[
Nm
rad
s2

]
ó [kg.m] (3.6)

Donde:
4T= cambio en el par.
α= cambio en la aceleración angular.

3.1.3.2 Elementos de Resorte

Un resorte lineal es un elemento mecánico se puede deformar por una fuerza externa, donde la
deformación es directamente proporcional a la fuerza (par) que se le aplicó.

Considerando solamente el movimiento traslacional de un resorte, éste se deforma al aplicarle
una fuerza (en la misma línea y de la misma magnitud) en cada extremo. La posición original en
sus respectivos extremos del resorte son x1 y x2,las cuales se miden desde el mismo marco de
referencia, donde la diferencia de ambas será el desplazamiento neto y se relaciona con la fuerza
como se muestra en la ecuacion 3.7.

F = kx = k (x1 − x2) (3.7)

Donde:
k es la constante del resorte lineal y sus unidades son

[N
m

]
fuerza entre desplazamiento, y

x1 − x2 es el desplazamiento neto en metros.
En el movimiento rotacional de un resorte rotacional o de torsión, al aplicar un par a los

extremos de éste, el desplazamiento angular neto del resorte y el par se relacionan, como se
muestra en la ecuacion 3.8.
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T = kθ = k(θ1 − θ2) (3.8)

Donde:
k es la constante del resorte de torsión y sus unidades son

[Nm
rad

]
par entre desplazamiento

angular, θ1 − θ2 es el desplazamiento angular neto y sus unidades son radianes.

Cuando la fuerza en un resorte comienza a cambiar por desplazamiento (unitario) , el resorte
debe considerarse no lineal. Si se sigue estirando el resorte, se romperá. Esto se relaciona con la
constante del resorte, para lo cual si k tiene un valor grande, es un resorte duro y si tiene un valor
pequeño es un resorte suave de lo cual se concluye que k indica la rigidez del resorte.

La capacitancia mecánica C es el recíproco de k, y se expresa de la siguiente forma:
Para un resorte traslacional:

C =
4x
4F

[m
N

]
(3.9)

Para un resorte de torsión:

C =
4θ

4T

[
rad
Nm

]
(3.10)

La capacitancia mecánica y la fuerza o torsión aplicadas a un resorte se relacionan como se
muestra en las ecuaciones 3.11 y 3.12.

T =
θ

C
(3.11)

F =
x
C

(3.12)

3.1.3.3 Elementos de amortiguadores

Un amortiguador es un elemento mecánico que no almacena energía, la absorbe y la disipa
en forma de calor al medio ambiente. Un amortiguador traslacional consiste en un pistón y un
cilindro lleno de aceite, este líquido presenta resistencia a cualquier movimiento entre el vástago
del pistón y el cilindro. En cada extremo del amortiguador hay una velocidad ẋ1 y ẋ2, relativas al
marco de referencia, al aplicar una fuerza (en la misma dirección y de la misma magnitud) en
ambos extremos, la relación entre ambas se representa por en la ecuación 3.13.

F = bẋ = b (ẋ1 − ẋ2) (3.13)

Si se le aplica un par en cada extremo, la relación se muestra en la ecuación 3.14.

T = bθ̇ = b
(
θ̇1 − θ̇2

)
(3.14)

Donde:
b es la constante el coeficiente de fricción viscosa, sus unidades son

[
N
m
s

]
para un amortiguador

traslacional y
[

Nm
rad

s

]
para un amortiguador de torsión.
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3.1.3.4 Ley de Boyle-Mariotte

Esta ley fue formulada por Robert Boyle y Edme Meriotte, y es aplicada a gases ideales. Esta
ley relaciona la presión y el volumen (a temperatura constante) de la siguiente forma:

PV = k (3.15)

Donde:
k es constante si la temperatura del gas y su masa permanecen constantes.
Según la ecuación 3.15, la presión y el volumen se relacionan inversamente, es decir, cuando

aumenta la presión el volumen disminuye y cuando el volumen aumenta, la presión disminuye.
No es necesario conocer el valor de la constante, ya que el comportamiento es el mismo. Para

un sistema de doble émbolo, se tienen las ecuaciónes 3.16 y 3.17.

P1V1 = k (3.16)

P2V2 = k (3.17)

Igualando 3.16 y 3.17 obtiene la ecuación 3.18:

P1V1 = P2V2 (3.18)

Donde:
P1= Presión inicial del sistema.
V1= Volumen inicial del sistema.
P2= Presión final del sistema.
V2= Volumen final del sistema.

Esta ley se aplica sólo a gases ideales, un gas ideal es aquel que su comportamiento se puede
describir con las leyes de gases ideales (Ecuación de Estado, Ley de Boyle-Mariotte, Ley de Charles,
Ley de Gay-Lussac, Ley de Joule, Ley de Avogadro). Muchos gases como el aire, nitrógeno, oxígeno,
hidrógeno, gases nobles, y algunos gases pesados pueden ser tratados como gases ideales dentro
de condiciones normales de presión y temperatura, aunque generalmente no se comportan como
gases ideales a mayores temperaturas (el trabajo realizado por las fuerzas intermoleculares es
menos importante comparado con la energía cinética de las partículas) y a menor presión (el
tamaño de las moléculas es menos importante comparado con el espacio vacío entre ellas).

Presión y área de contacto

La presión es una magnitud física escalar que relaciona la fuerza con la superficie en la que
se aplica la fuerza. Si la fuerza que se aplica es normal a la superficie, de acuerdo a la siguiente
ecuación 3.19.

P =
F
A

[
Pa
m2

]
(3.19)

Donde:
F= Fuerza.
A= Área de la superficie plana en la que se aplica la fuerza.
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La ecuación siguiente describe cuando la fuerza tiene cualquier dirección y puede no estar
distribuida uniformemente en toda la superficie:

P =
dF
dA

n̂ (3.20)

Donde:
n̂ es el vector unitario perpendicular al área de la superficie donde se aplicará la fuerza.
Las llantas del automóvil se inflan a una presión de 220632.2329 Pa, lo que equivale a 32 psi.

Debido a esto los neumáticos tienen mayor elasticidad ante fuertes golpes. El aire dentro de la
llanta queda encerrado a mayor presión que la presión atmosférica.

3.2 modelado de sistemas automotrices

3.2.1 Comportamiento de las llantas

La principal función de las llantas es reducir las perturbaciones del terreno, para esto es
necesario analizar la rigidez de la llanta. La rigidez de la llanta varía dependiendo de la fuerza
vertical la presión de la llanta y la geometría de la misma. La rigidez de la llanta se puede
determinar por medio de la ecuación 3.21.

ct =
Fv

∆s
(3.21)

Donde:
Fv= Fuerza vertical
∆s=Compresión de la llanta

3.2.2 Modelado de una suspensión

La suspensión de un vehículo tiene como objetivo absorber las desigualdades del terreno sobre
el que se desplaza a la vez que mantiene las ruedas en contacto con el pavimento, proporcionando
un adecuado nivel de confort y seguridad durante la marcha. Se puede decir que sus funciones
básicas son las siguientes:

Reducción de fuerzas causadas por irregularidades del terreno

Permitir el correcto control de la dirección del vehículo

Mantenimiento de la adherencia de los neumáticos a la carretera

Mantenimiento de la correcta alineación de las ruedas

Soporte del vehículo

Mantener la altura optima del vehículo

El comportamiento del vehículo es en gran medida determinado por el tipo de suspensión que
tenga. Una suspensión adecuada permitirá al vehículo tomar curvas a gran velocidad mien-
tas una inadecuada generará derrapones y pérdida del control del vehículo. Para analizar el
comportamiento de la suspensión se descompone el vehículo en dos partes:
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Masa suspendida: Está integrada por todos aquellos elementos cuyo peso es soportado por
la carrocería o chasis (asientos, motor , carrocería, lámina, entre otros)

Masa no suspendida: Se encuentra constituida por los componentes que no se encuentran
soportados por la carrocería (llantas, Rines, masas, hubs, frenos, entre otros)

El enlace entre ambas masas es el sistema de suspensión que está compuesto por un elemento
elástico (ballesta, muelle helicoidal, entre otros) y otro de amortiguación, cuya misión es neutralizar
las oscilaciones de la masa suspendida originadas por las irregularidades del terreno.

3.2.3 Dirección Ackermann

El sistema de dirección de Ackermann obtiene su nombre por la geometría con la que se
implementa. La geometría Ackerman indica que, cuando un vehículo toma una curva, la rueda
interior gira alrededor de un círculo más pequeño que la rueda exterior. Esto es debido a la
anchura del vehículo. Para que esto funcione sin que ninguna rueda patine el ángulo de la rueda
interna debe ser más cerrado que el de la rueda exterior. Esta geometría es la más utilizada en
vehículos convencionales debido que mantiene al mínimo el desgaste de las llantas. Esta geometría
se le puede atribuir a Langensperger en 1816, pero fue Rudolph Ackermann quien la patentó en
1817 la teoría básica sobre la cual se sustenta la geometría de Ackermann.

Esta geometría se aplica a vehículos con dirección en las llantas frontales, para evitar desgaste
y facilitar que las llantas rueden estas deben de ser tangentes a los círculos que se presentan
individualmente en cada llanta al momento del giro. Los centros de ambas circunferencias deben
de ser el mismo y se encuentra sobre la línea imaginaria formada por el eje trasero. Estos centros
se desplazan a lo largo de esta línea dependiendo del giro. Si este es pequeño el centro se aleja del
vehículo en caso contraria se acerca, esto se ilustra en la figura 3.1.

Figura 3.1: Radio de giro

Esta geometría se fundamenta en que si los puntos de pivoteo que conectan la barra de dirección
con los puntos de pivoteo de las llantas están más cercanos que los últimos, entonces las ruedas
reaccionan diferente durante el giro. La geometría ideal se presenta cuando los brazos de la
dirección se dirigen al centro del eje trasero esto se ilustra en la figura 3.2.
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Figura 3.2: Geometría de Ackermann



Parte III

D E S A R R O L L O



4
M O D E L O M AT E M Á T I C O

El modelo matemático que se presenta en este trabajo es de un vehículo todo terreno tipo SAE
Baja. Este vehículo se seleccionó debido a que es un vehículo de competencia construido por
estudiantes del cual se tiene acceso al diseño mecánico y al vehículo físico para hacer mediciones.
En la figura 4.2 se muestra el vehículo físico y el diseño en CAD.

En este capítulo se describe el modelo matemático propuesto para un auto todo terreno tipo
SAE baja. Este se encuentra conformado por el modelado de la suspensión considerando su
geometría, la cual comúnmente no es tomada en cuenta, el modelado del sistema de propulsión
(que se encarga de impulsar al vehículo), el modelado del sistema de dirección (que permite tomar
una curva), el sistema de frenado (que está encargado de detener al vehículo), el modelado de la
llantas (y su interacción con el terreno). Finalmente se modela el chasis sus las interacciones con
los anteriores sistemas. En la Figura 4.1 se muestra el diagrama a bloques del modelo.

Figura 4.1: Diagrama a bloques del modelo matemático

57
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(a) Diseño CAD
_

(b) Vehículo fisico

Figura 4.2: Vehículo SAE Baja

Al final del capítulo se muestra una lista en la que se describen las literales que se usaron en el
modelado.

4.1 modelado de las llantas

Para analizar cómo se ve reflejada la geometría del terreno sobre el vehículo es necesario obtener
una aproximación del comportamiento de las llantas. Estas se comportan de una manera similar a
un sistema de resorte por lo mismo se busca modelar el sistema de esta manera.

4.1.1 Cálculo del área de contacto de la llanta

Uno de los parámetros que se buscan mejorar es garantizar el contacto de las llantas en todo
momento. Para tener el área de contacto en función del comportamiento del vehículo se modeló
esta área, la cuál es también útil para calcular el resorte equivalente que representa a la llanta en
este modelo .

Por la dificultad que se presenta de modelar todas las deformaciones presentes en una llanta al
momento de comprimirse, se decidió simbolizar esta deformación como un corte o truncamiento
de la llanta, es decir, considerar que esta no se deforma, exclusivamente se comprime. Este corte
nos genera un área de contacto de forma rectangular de largo x y ancho y . La figura 4.3 ilustra
este corte.

Es necesario determinar cuál es el área de contacto con respecto a la variación de la altura de la
llanta ∆zt, la cual se calcula a partir de su geometría, usando trigonometría. Para el cálculo del
largo del área de contacto se proponen las ecuaciones 4.1 a 4.4.

αt = arc cos(
Rt −4J

Rt
) (4.1)

4J = Q− ∆zt (4.2)

xp = Rt sin(αt) (4.3)

x = 2xp (4.4)
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(a) Corte frontal (b) Corte lateral

Figura 4.3: Corte de la llanta

Sustituyendo las ecuaciones 4.1 y 4.3 en 4.4 se obtiene 4.5.

x = 2Rt sin(arc cos(
Rt −4J

Rt
) (4.5)

El ancho del área de contacto y se calcula de la misma forma, sin embargo existen dos cambios
importantes. El primero es que no se ocupa el radio de la llanta Rt, en lugar de este se usa el radio
de la curvatura lateral de la llanta Rn . El segundo cambio es que el ancho se encuentra limitado a
un máximo del ancho de la llanta an. Esto se expresa en la ecuación 4.6.

y =

2Rn sin(arc cos(Rn−4J
Rn

) si 2Rn sin(arc cos(Rn−4J
Rn

) < an

an en caso contrario
(4.6)

Por lo tanto el área de contacto de la llanta se encuentra dada por la ecuación 4.7.

Act = x · y (4.7)

4.1.2 Cálculo del volumen de la llanta

El volumen del aire contenido en la llanta se calcula por medio del volumen de un toroide,
debido a la forma de la llanta. Este se obtiene por medio de la ecuación 4.8. La figura 4.4 muestra
el toroide que conforma la llanta y un corte lateral.

Vt = Att · Pg (4.8)

Donde:
Att = Área transversal de la llanta [m2]

Pg=Perímetro del toroide calculado al centro de masa del área transversal [m]
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(a) Toroide completo (b) Corte lateral

Figura 4.4: Toroide que conforma la llanta

4.1.2.1 Cálculo del área transversal

Como se puede observar en la Figura 4.5 el área trasversal de la llanta está conformada por un
rectángulo de altura ht − hc y ancho an. También de un arco con radio Rn y una altura hc. Esta
área se difine en la ecuación 4.9.

Att = Ar + Aa (4.9)

Donde:
Ar=Área del rectangulo del área transversal [m2]

Aa=Área del arco del área transversal [m2]

Rn=Radio lateral de la llanta [m]

Figura 4.5: Área transversal de la llanta

La distancia ht se puede calcular a partir de la ecuación 4.10.

ht =
Dt − Dr

2
(4.10)

Donde:
Dt=Diámetro de la llanta [m]
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Dr=Diámetro del rin [m]

Para calcular el área del arco Aa se hace uso de la ecuación 4.11.La Figura 4.6 muestra el área
del sector.

Aa = As − At (4.11)

Donde:
As=Área del sector [m2]

At=Área del triángulo [m2]

Figura 4.6: Área del sector

A continuación se debe calcular el área del segmento circular, esta se define en la ecuación 4.12.

As =
R2

nγt

2
(4.12)

Donde el ángulo γt debe estar en radianes. Este ángulo se define en la ecuación 4.14. El ángulo
βt se muestra en la figura 4.7.

Figura 4.7: Corte del sector lateral
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Por trigonometría se define el angulo βt en la ecuacion 4.13.

βt = arcsin
(

an

2Rn

)
(4.13)

γt = 2βt (4.14)

Sustituyendo 4.13 y 4.14 en la ecuación 4.12 se obtiene la ecuación 4.15.

As = R2
n arcsin

(
an

2Rn

)
(4.15)

Posteriormente es necesario calcular el área del triángulo que se forma dentro del sector. Este
triángulo tiene altura L y base an . La altura se calcula por medio del teorema de Pitágoras, esta
se expresa en la ecuación 4.16.

L =

√
R2

n −
( an

2

)2
(4.16)

El área del triángulo se define en la ecuación 4.17.

At =
an

√
R2

n −
( an

2

)2

2
(4.17)

Si se sustituye la ecuación 4.15 y 4.17 en la ecuación 4.11, se puede definir el área del arco en la
ecuación 4.18.

Aa = R2
n arcsin

(
an

2Rn

)
−

an

√
R2

n −
( an

2

)2

2
(4.18)

Finalmente es necesario determinar el área del rectángulo que se forma en el área transversal,
para esto es necesario obtener el valor de hc .Este se define en la ecuación 4.19.

hc = Rn − L (4.19)

hc = Rn −
√

R2
n −

( an

2

)2
(4.20)

Tomando en cuenta la ecuación 4.19, se define el área del rectángulo en la ecuación 4.21.

Ar = an

(
Dt − Dr

2
−
(

Rn −
√

R2
n −

( an

2

)2
))

(4.21)

Sustituyendo la ecuación 4.18 y 4.21 en 4.9, se obtiene el área transversal. Esta se expresa en la
ecuación 4.22.

Att = R2
n arcsin

(
an

2Rn

)
−

an

√
R2

n −
( an

2

)2

2
+ an

(
Dt − Dr

2
− Rn +

√
R2

n −
( an

2

)2
)

(4.22)
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4.1.2.2 Cálculo del perímetro al centro de masa

Es necesario calcular el perímetro formado al centro de masa del toroide. El cálculo del centro
de masa se realizó por medio del software de diseño SolidWorks. Este tiene un radio igual a .55ht

y se ilustra en la figura 4.5. Este perímetro es igual a un circulo y se presenta en la ecuación 4.23.

Pg = π (2 (.55ht) + Dr) (4.23)

4.1.3 Cálculo del volumen perdido de la llanta

Para realizar la estimación del volumen de la llanta que se comprime se asume que la llanta se
trunca en lugar de deformarse. Esto se debe a la dificultad de calcular la deformación de la llanta.
Tomando esto en cuenta, el volumen perdido se puede considerar como el volumen de un prisma
de altura igual a y con una base igual al arco de la llanta Ap. Este volumen se ilustra en la figura
4.8.

Figura 4.8: Volumen perdido de la llanta debido a la compresión

El área del arco se calcula de la misma manera que se obtuvo la ecuación 4.18. Con la diferencia
de que el radio utilizado es el radio de la llanta Rt, y en lugar del ancho de la llanta an se usa el
largo del área de contacto x. Esta se expresa en la ecuación 4.24.

Ap = R2
t arcsin

(
x

2Rt

)
− x (Rt −4J)

2
(4.24)

Para calcular el volumen perdido se ocupa la ecuación 4.25.

Vp = y
(

R2
t arcsin

(
x

2Rt

)
− x (Rt −4J)

2

)
(4.25)
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4.1.4 Cálculo de la fuerza ejercida por la llanta

Para calcular la fuerza que ejerce la llanta contra el suelo es necesario considerar la presión a la
que se infla la llanta y la compresión o cambio de volumen que presenta la llanta. Esta relación se
puede realizar por medio de la ecuación de los gases ideales 4.26.

VtPt = PcVc (4.26)

Donde:
Vt=Volumen de la llanta [m3]

Pt=Presión de la llanta [Pa]
Vc=Volumen restante después de la compresión [m3]

Pc=Presión resultante después de la compresión [m3]

El volumen restante después de la compresión se define el la ecuación 4.27.

Vc = Vt −Vp (4.27)

Despejando Pc de la ecuación 4.26 y sustituyendo la ecuación 4.27, se obtiene la ecuación 4.28.

Pc =
VtPt

Vt −Vp
(4.28)

Para conocer la fuerza que la llanta aplica al estar en contacto con el suelo, se ocupa la definición
de presión 4.29. Posteriormente, se calcula el resorte equivalente a esta fuerza por medio de la
ecuación para poder vincularla con el resto del modelo 4.30.

Fe = Pc Act (4.29)

Kt =
Fe

4J
(4.30)

Cabe mencionar que si la llanta no está en contacto con el suelo, la ecuación anterior se debe
tratar como un caso especial en que la fuerza de empuje Fe es igual a 0.

4.2 cálculo de la suspensión delantera

La suspensión delantera es un sistema de doble brazo, también conocido como sistema de
doble horquilla o doble A por la forma de los brazos. Este caso en particular el amortiguador se
encuentra sujeto a la horquilla inferior, estas configuración genera que los ángulos a los cuales
se trasmiten las fuerzas, cambien constantemente. En la figura 4.9 se muestra un diagrama de la
suspensión delantera.
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(a) Esquemático (b) Diseño CAD

Figura 4.9: Diagrama de la suspensión delantera

Donde:
Bd=La constante de amortiguamiento del amortiguador [kg/s]

Kd=La constante de resorte del amortiguador [kg/s2]

Zcd= Distancia del chasis a la referencia del suelo [m]

Zt= Distancia del suelo al centro de masa de la llanta [m]

Bt=El coeficiente de amortiguamiento de la llanta [kg/s]

Kt=El coeficiente del resorte de la llanta [kg/s2]

Q=Desplazamiento del suelo [m]

4.2.1 Cálculo de los ángulos de la suspensión delantera

Con el objetivo de determinar los cambios en la geometría de la suspensión delantera, se
realizaron las mediciones de los mismos en el software de diseño SolidWorks [35]. La Figura 4.10

muestra el diagrama de la geometría realizado en SolidWorks.
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Figura 4.10: Geometría de la suspensión delantera

Los ángulos se calculan por medio de trigonometría y se expresan en las ecuaciones (4.34 a
4.34).

ε f = arc cos
(

Zcd − Zt − .244756
.462295

)
(4.31)

α f = ε f (4.32)

β f = arc cos
(

Zcd − Zt − .252245
.298202

)
(4.33)

δ f = arctan
(

.344535 + Dhb

Dab − .079060

)
−
(π

2
− ε f

)
(4.34)

Donde:

Dhb = 180 cos
(
ε f
)

(4.35)

Dab = 180 sin
(
ε f
)

(4.36)

Como el vehículo va a sufrir desplazamientos de acuerdo a los cambios del terreno o a los
cambios de velocidad, es necesario tomar en cuenta que las distancias Zcd y Zt varían. Con el
objetivo de conocer la distancia real en cada momento se hace uso de las ecuaciones 4.37 y 4.38.

Zcd = Zocd + ∆zc (4.37)

Zt = Zot + ∆zt (4.38)
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Donde:
Zocd=Distancia inicial medida de la referencia del suelo ala referencia delantera del chasis [m]

Zot=Distancia inicial medida de la referencia del suelo al centro de la llanta [m]

4.2.2 Análisis de fuerzas

Con el objetivo de determinar las fuerzas involucradas en el sistema de suspensión, este se
dividió en dos elementos principales, la masa no suspendida y el brazo inferior de la suspensión.

4.2.2.1 Análisis de la fuerzas en la masa no suspendida

La masa no suspendida es aquella que interactúa directamente con los cambios del terreno,
esta fuerza es atenuada por la llanta, en el diagrama se simboliza como Ft, para contrarrestarla
se encuentra la fuerza del amortiguador, el cual se encuentra sujeto al brazo inferior de la sus-
pensión delantera, esta fuerza se transmite por el brazo inferior y se simboliza por medio de
Fbi, las fuerzas que interactúan para producir la fuerza del brazo inferior se analiza posteriormente.

Para mantener la llanta vertical, interactúan los brazos de la suspensión , principalmente el
brazo superior, en el caso de la suspensión delantera. Esta fuerza se simboliza en el diagrama
como Fbs. La Figura 4.11 muestra el diagrama de cuerpo libre de la masa no suspendida en donde
se representan las fuerzas previamente mencionadas.

Figura 4.11: Diagrama de cuerpo libre de la masa no suspendida delantera

Donde:
Fbi= La fuerza del brazo inferior de la suspensión [N]

Fbs= La fuerza del brazo superior de la suspensión [N]

Mtg= El peso de la masa no suspendida [N]
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Ft= La fuerza con la que la llanta empuja la masa no suspendida [N]

La fuerza del amortiguador Ft se define en la ecuación 4.39.

Ft = Kt (Q−4zt) + Bt
(
Q̇− 4̇zt

)
(4.39)

Donde:
4zt=La variación de altura de la llanta [m]

Q =Desplazamiento del suelo [m]

Bt =El coeficiente de amortiguamiento de la llanta [kg/s]

Kt =El coeficiente del resorte de la llanta [kg/s2]

La dirección de Fbi es perpendicular al brazo inferior y se calcula a partir del análisis de
momentos del brazo inferior.
La dirección de Fbs es la misma que la del brazo superior, ya que este actúa como columna a
compresión y evita que la llanta pierda su verticalidad.
Realizando la sumatoria de fuerzas en ambos ejes se obtienen las siguientes ecuaciones :

∑ Fx = M4̈zt = Kt (Q−4zt) + Bt
(
Q̇− 4̇zt

)
− Fbi sin α f − Fbs sin ψ−Mtg (4.40)

∑ Fy = Fbi cos α f − Fbs cos ψ = 0 (4.41)

El ángulo ψ no ha sido definido, pero al ser el ángulo complementario a β f se la define como:

ψ = 90− β f (4.42)

Sustituyendo 4.42 en las ecuaciones 4.40, 4.41 y realizando las sustituciones trigonométricas, se
obtiene:

∑ Fx = Mt4̈zt = Kt (Q−4zt) + Bt
(
Q̇− 4̇zt

)
− Fbi sin α f − Fbs cos β f −Mtg (4.43)

∑ Fy = Fbi cos α f − Fbs sin β f = 0 (4.44)

4.2.2.2 Análisis de fuerzas en el brazo inferior

El brazo inferior es un elemento crucial de la suspensión delantera debido a que es el punto
de sujeción del amortiguador, la fuerza de este se representa por medio del símbolo FD. El brazo
inferior se encuentra anclado al chasis en un punto donde se puede presentar un movimiento
rotacional, se calcula la sumatoria de momentos en el punto donde se sujeta el brazo al chasis.
Las fuerzas que interactúan en el brazo se muestran en el diagrama de la figura 4.12.
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Figura 4.12: Diagrama de fuerzas en el brazo inferior delantero

Donde:
FD= La fuerza del amortiguador [N]

Mbig= El peso del brazo inferior [N]

Fr= La fuerza de fricción [N]

Fbi= La fuerza del brazo inferior de la suspensión, misma magnitud pero dirección opuesta
debido a la tercera Ley de Newton [N]

Primero se considera cómo gira la barra, considerando como punto de rotación el punto donde
se asegura el brazo al chasis, la sumatoria de momentos se expresa en la ecuación 4.45.

∑ My = Fbidt − (Mbig) dc cos ε f − FDda sin δ f − Frbidr = 0 (4.45)

Donde:
dt=La distancia total del brazo inferior [m]

dc= La distancia del punto de rotación al centro de masa [m]

da= La distancia del punto de rotación al amortiguador [m]

dr=La distancia del punto de rotación a la fuerza de fricción [m]

El amortiguador transmite fuerza tanto perpendicular, al brazo inferior, como a través de él esta
última es importante porque afecta al sistema como una fuerza de fricción. La fuerza colineal al
brazo se calcula por medio de la ecuación 4.46.

∑ Fȳ = FD cos δ f + Mbig sin ε f = Nbi (4.46)

Y la fuerza del amortiguador está dada por:

FD = Kd (4zc −4zt) + Bd
(
4̇zc − 4̇zt

)
(4.47)
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Donde:
4zc=La variación de la altura del chásis [m]

4zt=La variación de la altura de la llanta [m]

Finalmente la fuerza de fricción es descrita por la ecuación 4.48.

Frbi = µbiNbi (4.48)

Se debe tomar en cuenta que la fuerza del amortiguador ya considera el signo, que la fuerza
de fricción siempre se opone al movimiento. Con esto ultimo, la ecuación 4.45 se expresa en la
ecuación 4.49

∑ My = Fbidt − (Mbig) dc cos ε f + FDda sin δ f − Frbidr = 0 (4.49)

4.3 cálculo de la suspensión trasera

La suspensión trasera se encuentra conformada por un sistema de doble brazo conocido como
doble A y en este caso, a diferencia de la suspensión delantera, el amortiguador se encuentra
directamente anclado a la masa no suspendida, el diagrama se muestra en la Figura 4.13.

(a) Esquemático (b) Diseño CAD

Figura 4.13: Diagrama de la suspensión trasera

Donde:
Bd =La constante de amortiguamiento del amortiguador [kg/s]
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Kd =La constante de resorte del amortiguador [kg/s2]

Zct = Distancia de la referencia trasera del chásis a la referencia del suelo [m]

Zt = Distancia del suelo al centro de masa de la llanta [m]

Bt =El coeficiente de amortiguamiento de la llanta [kg/s]

Kt =El coeficiente del resorte de la llanta [kg/s2]

Q =Desplazamiento del suelo [m]

4.3.1 Cálculo de los ángulos de la suspensión trasera

Es necesario determinar los cambios de geometría en la suspensión trasera, ya que esto influye
directamente en la dinámica de la misma. Para determinar el comportamiento de estos ángulos se
obtuvo el diagrama de la suspensión a partir de las mediciones realizadas en SolidWorks [35]. El
diagrama se muestra en la Figura 4.14.

Figura 4.14: Geometría de la suspensión trasera

El cálculo de ángulos se realiza por medio de trigonometría y se obtienen las ecuaciones 4.50 a
4.52.

αr = arcsin
Zct − Zt − 0.508803

0.403175
(4.50)

βr = αr (4.51)

δr = arctan
Zct − Zt − 0.080

0.403175 cos αr − 0.261793
(4.52)

Donde :

Zct = Zoct + ∆zc (4.53)

Zt = Zot + ∆zt (4.54)
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4.3.2 Análisis de fuerzas

Todas las fuerzas presentes en el sistema de suspensión trasera interactúan en la masa no sus-
pendida, por lo mismo es necesario analizarla a fondo. El primer análisis se realiza considerando
únicamente la masa como un brazo de torsión, posteriormente se analiza la sumatoria de fuerzas.

4.3.2.1 Cálculo para el brazo de torsión

Con el objetivo de comprender cómo se comportan las fuerzas de los brazos de la suspensión, se
realizó el análisis de su función primaria, mantener la llanta vertical, por esto se decidió analizar
la llanta como un brazo a torsión. La Figura 4.15 muestra las fuerzas que interactúan a torsión con
la llanta.

Figura 4.15: Diagrama de torsión de la llanta

Las fuerzas que interactúan en la rotación de la llanta son la fuerza de los brazos de la sus-
pensión Fit y Fst, la fuerza del amortiguador FD. Esta última no se aplica directamente a la barra.
Posteriormente la barra se analiza a torsión. Como se aplica a un soporte que se encuentra en
contacto con la barra podemos dividir la fuerza del amortiguador en dos fuerzas, las que se
transmiten a través del soporte FDp y la fuerza perpendicular al soporte FDo.

Es necesario conocer cuáles son las fuerzas derivadas del amortiguador que intervienen en la
sumatoria de momentos de la barra. Para conseguir esto, se considera otra pequeña barra que
viene a ser el pequeño brazo en el que se sujeta el amortiguador. Para lograr este cálculo se realiza
una rotación de los ejes esta se muestra en la Figura 4.16.



4.3 cálculo de la suspensión trasera 73

Figura 4.16: Diagrama de rotación de los ejes

Los ejes se rotan 54.87°, tomando en cuenta esta rotación se obtienen las fuerzas generadas por
el amortiguador. Estas se expresan en las ecuaciones 4.55 y 4.56.

FDo = FD cos(54.87 + δr) (4.55)

FDp = FD cos(54.87 + δr) (4.56)

Si se calcula la sumatoria de momentos de la llanta en el centro de la barra, se obtiene la
ecuación 4.57.

∑ M = Fit cos(αr)− Fst cos(βr) = 0 (4.57)

Por la ecuación 4.51 se sabe qué αr y βr son iguales, por lo tanto se puede rescribir la ecuación
4.57, despejando en esta nueva ecuación se obtiene la ecuación 4.58.

∑ M = Fit cos(αr)− Fst cos(αr) = 0 (4.58)

Fit cos(αr) = Fst cos(αr) (4.59)

Fit = Fst (4.60)

4.3.2.2 Diagrama de cuerpo libre de la masa no suspendida

Como en el caso de la suspensión delantera, la masa suspendida se ve afectada directamente
por las perturbaciones del suelo, esta fuerza se simboliza Ft. Otra fuerza que afecta a la masa no
suspendida es la fuerza producida por los brazos de la suspensión, simbolizada por Fb. La principal
diferencia que presenta esta suspensión con la suspensión delantera es que el amortiguador se
sujeta directamente en la masa no suspendida, esta fuerza se simboliza como FD. En la Figura 4.11

se muestra el diagrama de las fuerzas que interactúan en la masa no suspendida.
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Figura 4.17: Diagrama de cuerpo libre masa no suspendida de la suspensión trasera

La fuerza de los brazos se define en la ecuación 4.61.

Fb = Fit + Fst (4.61)

Donde:
Fit=Fuerza del brazo inferior trasero [N]

Fst=Fuerza del brazo superior trasero [N]

La sumatoria de fuerzas del diagrama de cuerpo libre se expresa en la ecuación 4.62 y 4.63.

∑ Fy = Mt4̈zt = Ft + Fb sin(αr)− FD cos(Λ)−Mtg (4.62)

∑ Fx = FD sin(Λ)− Fb cos(αr) = 0 (4.63)

Donde es el ángulo complementario de δr y se define en la ecuación 4.64.

Λ = 90− δr (4.64)

Sustituyendo 4.64 en 4.62 y 4.63 se obtiene las ecuaciones 4.65 y 4.66.

∑ Fy = Mt4̈zt = Ft + Fb sin(αr)− FD sin(δr)−Mtg (4.65)

∑ Fx = FD cos(δr)− Fb cos(αr) = 0 (4.66)

La Fuerza del amortiguador se define en la ecuación 4.67.

FD = Kd (4zc −4zt) + Bd
(
4̇zc − 4̇zt

)
(4.67)
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4.4 modelado de sistema de frenado

El sistema de frenado que se presenta en este trabajo es hidráulico, se encuentra montado a las
cuatro llantas y usa discos ventilados. El sistema se encuentra encargado de detener el movimiento
del vehículo. En la Figura 4.18 se muestran las fuerzas que interactúan al momento de frenar al
vehículo.

Figura 4.18: Esquema de frenado y aceleración

De la Figura 4.18 se puede obtener la ecuación 4.68.

Mc ¨∆x =Fa − Ff r + Mcg sin
(
θpitch

)
(4.68)

Donde:
Fa= Fuerza de aceleración [n]
Ff r= Fuerza de frenado [N]

El sistema de frenado de una llanta está conformado por el pedal, la bomba hidráulica, el caliper
y el disco ventilado que se encuentra sujeto a la llanta. Un esquemático de este sistema se muestra
en la Figura 4.19.



76 modelo matemático

Figura 4.19: Esquema de sistema de frenado

4.4.1 Cálculo de la fuerza del pedal

El pedal del sistema de frenado es un elemento mecánico que facilita al conductor la activación
de los frenos, este sistema se ilustra en la Figura 4.20. El pedal se puede analizar como una barra
que rota sobre un pivote. Las fuerzas que interactúan en esta barra son, la fuerza que ejerce el
conductor sobre el pedal fp, y la fuerza que ejerce el pedal sobre las bomba hidráulica fb.

Figura 4.20: Diagrama de fuerzas del pedal

Realizando la sumatoria de momentos se obtienen las ecuaciónes 4.69 y 4.70.

fpdp = fbdb (4.69)

fb =
fpdp

db
(4.70)
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4.4.2 Cálculo de la fuerza hidráulica

La fuerza hidráulica que produce la bomba de frenos se puede obtener a partir de la definición
de presión esta se expresa en las ecuaciones 4.71 y 4.72.

Pb =
fb

Ab
(4.71)

Ab = πR2
b (4.72)

A su vez se define la fuerza del caliper en las ecuaciones 4.73 y 4.74.

fc = Pb Ac (4.73)

Ac = πR2
c (4.74)

Si se sustituye la ecuación 4.71 en la ecuación 4.73, se obtiene la ecuación 4.75.

fc =
fbπR2

c

πR2
b

(4.75)

4.4.3 Cálculo de la fuerza del disco de frenos

La fuerza que el caliper ejerce sobre el disco de frenado se puede trasformar a un momento de
frenado con un brazo de palanca igual al radio del disco Rd, cabe mencionar que la fuerza no se
trasmite integramente, sino que se ve afectada por la constante de fricción µ f r. Esto se ilustra en la
Figura 4.21.

Figura 4.21: Esquemático del disco de frenos

La sumatoria de momentos en el disco de frenos se expresa en la ecuación 4.76.

m f r = µ f r fcRd (4.76)
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Donde:
Rd=Radio del disco de frenos [m]

Posteriormente, se calcula la fuerza que ejerce la llanta contra el piso, esta se calcula trasforman-
do el momento en fuerza de contacto con el terreno. Esto se ilustra en la figura 4.22. La fuerza de
frenado se define en la ecuación 4.77.

Figura 4.22: Diagrama de frenado de la llanta

Ff v = m f rRt (4.77)

En el caso del frenado se debe considerar un caso especial cuando se derrapa la llanta, es decir,
cuando la fuerza con la que se está frenado el coche es mayor a la fuerza de fricción que ejercen la
llantas contra el piso. Para determinar cuándo se excede la fuerza de frenado y supera la fuerza
de fricción, hay que calcular la fuerza de fricción con la cual las llantas se empiezan a derrapar
contra el suelo, esto se realiza por medio de la ecuación 4.78.

Ff max = µtgNt (4.78)

Donde:
Nt = Fuerza de empuje de la llanta [N]

µtg =Coeficiente de fricción del suelo contra la llanta S/U

La fuerza normal se puede calcular fácilmente ya que es igual a la fuerza que genera el suelo
hacia las llantas que se obtuvo previamente en la ecuación 4.29, también se puede definir por
medio de la ecuación 4.79.

Nt = Kt∆J (4.79)

Con el objetivo de determinar cuándo se genera una fuerza lo suficientemente grande para
generar que las llantas se bloquen y por consiguiente el vehículo se derrape, se calcula el momento
máximo que se puede presentar en el disco de frenos, para esto se utiliza la ecuación 4.80.
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m f max = Ff maxRt (4.80)

Por lo tanto, la fuerza con la frena el vehículo se define en la ecuación 4.81.

Ff r =

Ff v m f r ≤ m f max

µtdNt m f r > m f max

(4.81)

Donde:
µtd = Coeficiente de fricción dinámico del suelo contra la llanta S/U

4.5 sistema de propulsión

El sistema de propulsión se encuentra conformado por el motor del vehículo, la transmisión fija
y una transmisión variable CVT. El motor se ilustra en la Figura 4.23.

Figura 4.23: Motor Briggs & Stratton Model 205432

4.5.1 Modelado del Motor

El funcionamiento del motor se caracterizó por medio de las curvas de comportamiento
proporcionadas por el fabricante, estas se ilustran en la Figura 4.24. La caraterización de las curvas
de comportamiento se obtuvieron de la tesis “Transmisión electrónica dual”[8]
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(a) Curva de potencia (b) Curva de par

Figura 4.24: Curvas de comportamiento del motor [8]

El primer paso es caracterizar la curva de par otorgada por el fabricante, esto se realizó
por medio de una aproximación polinomial, con el objetivo de reducir los coeficientes de este
polinomio se usaron los valores de las RPM divididos entre cien. El polinomio utilizado se muestra
en la ecuación 4.82 y los coeficientes resultantes de este polinomio se muestran en la Tabla 4.1.

Wm = C1x3
a + C2x2

a + C3xa + C4 (4.82)

C1 C2 C3 C2

0.00014787 −0.02352127 0.91962704 8.03081585

Tabla 4.1: Coeficientes del polinomio para la curva de par

Es necesario encontrar qué relación existe entre el acelerador y el motor. Para esto se realiza la
consideración que el acelerador influye de manera lineal en el comportamiento del motor. Para
representar este comportamiento se toman en cuenta dos parámetros. El primero es que cuándo
el acelerador no presenta ningún desplazamiento el motor presenta las revoluciones mínimas
y el segundo parámetro es que, cuando el acelerador presenta todo el recorrido, el motor se
encuentra en su máximo de revoluciones. Esto se ilustra en la Tabla 4.2. El desplazamiento del
acelerador se encuentra acotado entre 0 y 1, donde 0 representa cuando el acelerador no presenta
desplazamiento y 1 cuando el acelerador presenta todo su recorrido.

acelerador rpmotor

ya xa

0 20

1 40

Tabla 4.2: Parámetros del acelerador

Donde:
rpmotor= rpm del motor entre 100
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Como se mencionó anteriormente, el comportamiento del acelerador se considera lineal, por
este motivo se ajustan estos valores a una recta que representará todo el recorrido del acelerador,
esta recta se representa en las ecuaciones 4.83 y 4.84.

ma =
ya1 − ya2

xa1 − xa2
= 40−20

1−0 = 20 (4.83)

ya = 20xa + 20 (4.84)

4.5.2 Modelado de la Transmisión variable continua y la Transmisión fija

La trasmisión variable continua o CVT (Continuously Variable Transmission) por sus siglas en
inglés, es un sistema de transmisión de potencia que multiplica el par, reduciendo las revoluciones
por minuto. El sistema consta de dos poleas que son capaces de variar su diámetro y están
conectadas por medio de una banda en V. La polea motriz está conectada al motor y es sensible a
las revoluciones de éste, y la polea conducida es sensible al par. De tal manera que, estos cambios
de diámetro se ven reflejados en el cambio de la relación que esta trasmisión presenta. La CVT se
ilustra en la Figura 4.25.

Figura 4.25: Dibujo CAD de la CVT

El fabricante indica que esta trasmisión empieza a funcionar a las 1850 RPM con una relación
de 3.38 a 1, y nos dice que alcanza su mínima relación a las 2800 RPM con una relación 0.54 a
1.Con estas especificaciones y considerando que el recorrido de la CVT es completamente lineal,
podemos calcular una recta que permita determinar el funcionamiento. Esta se expresa en la,
ecuaciones 4.85 y 4.86.

mcvt =
rcvt1 − rcvt2

rpmcvt1 − rpmcvt2
= 0.54−3.38

2800−1850 = −0.003 (4.85)

rcvt = −0.003 (xcvt − 1850) + 3.38 (4.86)

La eficiencia de este tipo de transmisión ronda entre el 90 % con condiciones ideales, para
efectos del modelo la consideraremos de esa manera. La trasmisión fija del vehículo es de catarinas
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con una relación de 8 a 1. La relación fija se ilustra en la Figura 4.26 y la ecuación 4.87 define la
relación de la trasmisión fija.

Figura 4.26: Dibujo CAD de la relación fija

r f = 13 (4.87)

4.5.2.1 Aplicación de las relaciones de las transmisiones a las revoluciones y al torque

Las relaciones de la trasmisión dividen las revoluciones por minuto y multiplican el par,
entonces considerando que tenemos el par ejercido por el motor, podemos determinar el par que
se ejerce en las llantas. Esto se expresa en la ecuación 4.88.

(Wm ∗ rcvt) ∗ r f = Wt (4.88)

Este par se multiplica por el radio de la llanta y es igual a la fuerza con la que se empuja el
vehículo. Esto se expresa en la ecuación 4.89.

RtWt = Fa (4.89)

Para conocer a que revoluciones está trabajando el motor y la CVT, hay que conocer la velocidad
a la que se encuentra el vehículo. Esta velocidad puede ser convertida a RPM por medio de la
formula expresada en las ecuaciones 4.90 a 4.93.

v = m/s (4.90)

v = 60rpmt pt (4.91)

rpmt =
v

60prt
(4.92)

prt = 2πRt (4.93)

Para obtener las RPM del motor, y tomando en cuenta que el proceso de las trasmisiones es en
sentido inverso, tenemos la ecuación 4.94.(

rpmt ∗ r f
)
∗ rcvt = rpmm (4.94)
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4.6 modelado de la dirección

El sistema de dirección es de tipo mecánico por medio de un sistema de cremallera piñón, este
sistema tiene un tipo de geometría de Ackermann. Y el modelado de este se realizó con el objetivo
de poder determinar qué fuerzas se generan en el vehículo al tomar una curva.

4.6.1 Modelo de la cremallera

Para poder modelar las interacciones del conductor es necesario conocer la relación que existen
entre el volante y el recorrido de la cremallera que se encuentra directamente conectada al volante.
El sistema de volante y cremallera se muestra en la Figura 4.27.

Figura 4.27: Dibujo CAD del sistema de volante-cremallera

Para calcular las variaciones en distancia de la cremallera se consideraron dos posiciones del
volante, la posición en la que se encuentra a la distancia mínima Dmin de la cremallera denominada
”0” y la posición que equivale a la distancia máxima Dmax nombrada ”1” considerando esta
transición lineal. Las posiciones de la cremallera se ilustran en la Figura 4.28.

(a) Distancia máxima (b) Distancia mínima

Figura 4.28: Dibujo CAD de la cremallera

Las ecuaciones 4.95 y 4.96 presentan la relación lineal del volante con el recorrido de la
cremallera.
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mcr =
Dmax − Dmin

1− 0
= Dmax − Dmin (4.95)

dcr = (Dmax − Dmin) gv + Dmin (4.96)

Donde:
dcr=Distancia de la cremallera [m]

gv=Rotación del volante S/U

4.6.2 Modelado de la geometría de la dirección

Es necesario determinar los ángulos que presenta la dirección. Para calcular estos ángulos con
relación al volante se realizaron una serie de mediciones de los ángulos con respecto a pequeñas
variaciones del desplazamiento de la cremallera de la dirección. Estos ángulos se midieron en
SolidWorks y la tabla de mediciones se muestra en el anexo . Las mediciones que se realizaron
fueron de todo el recorrido de la cremallera. Los valores inferiores a 90° corresponden a cuando
se toma una curva al lado derecho y los valores superiores corresponden a una vuelta al lado
izquierdo. En la Figura 4.29 se muestra un diagrama de como se obtuvieron estas mediciones.

Figura 4.29: Mediciones de ángulos de la dirección en Solidworks

Estas mediciones se caracterizaron por medio de una aproximación polinomial. El resultado
de esta caracterización es una recta que se expresa en la ecuación 4.97. Cabe mencionar que los
valores de la distancia de la cremallera dcr, en este polinomio deben de ser en milímetros [mm].

σ = 0.5174(dcr − 135.404) + 64.48 (4.97)

Donde:
σ = Es el ángulo presente en la direccion en una llanta [°]

Como la cremallera es un elemento sólido, el aumentar la distancia del lado derecho disminuye
la distancia del lado izquierdo, y viceversa. Estas distancias se ilustran en la Figura 4.30. Tomado
esto en cuenta, se puede encontrar una relación entre las distancias del lado izquierdo y derecho
de la cremallera. Esta relación se expresa en la ecuación 4.98.
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Figura 4.30: Distancias en la cremallera

dcrI = 2Dmax − dcrD (4.98)

dcrD = (Dmax − Dmin) gv + Dmin (4.99)

Tomando en cuenta la ecuacion 4.97, se determina las ecuaciones 4.100 y 4.101 para los ángulos
de cada una de las llantas delanteras.

σD = 0.5174(dcrD − 135.404) + 64.48 (4.100)

σI = 0.5174(dcrI − 135.404) + 64.48 (4.101)

Posteriormente, se calcula el ángulo correspondiente y el sentido de la vuelta. Como se mencionó
anteriormente, las mediciones del polinomio se realizaron por todo el intervalo de la cremallera,
sin embargo para determinar el radio de giro se utiliza el ángulo de la llanta interna al giro σs.
Este ángulo se determina en la ecuación 4.102, tomando en cuenta que los ángulos menores son
los correspondientes a la llanta interna.

σs = min(σD, σI) (4.102)

La dirección de la vuelta se calcula por medio de la ecuación 4.103.

Sdir

1 σD < σI

−1 σD > σI

(4.103)

4.6.2.1 Cálculo del radio de giro

Ahora es necesario calcular el radio de giro, el cual está determinado por la distancia entre el
punto de intersección de las líneas perpendiculares a las llantas, una línea que está dada por la
proyección del eje trasero del vehículo y el centro del vehículo sobre el eje trasero como se muestra
en la Figura 4.31.
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Figura 4.31: Diagrama del radio de giro

Este radio de giro se puede definir como la suma de dos distancias, una fija y otra que varia
con respecto al ángulo de las llantas, esto se representa en la ecuación 4.104.

Rg = Dc−t + Dt−Rg (4.104)

Donde:
Dc−t=Distancia del centro a la llanta [m]

Dt−Rg =Distancia de la llanta al radio de giro [m]

La distancia del centro del vehículo al centro de la llanta, donde este pivotea en el suelo a rotar,
se midió en SolidWorks como se muestra en la Figura 4.32.

Figura 4.32: Distancia entre llantas

El segmento faltante se calcula a partir de trigonometría, como se muestra en la Figura 4.33.
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Figura 4.33: Geometría de la dirección

En la ecuación 4.105 se obtiene el segmento Dt−Rg por medio de trigonometría.

Dt−Rg = tan(σs) ∗ deje (4.105)

Sustituyendo la ecuación 4.105 en la ecuación 4.104 se define el radio de giro en la ecuación
4.106.

Rg = Dc−t + tan(σs) ∗ deje (4.106)

4.6.3 Cálculo de la aceleración que se produce al tomar una curva

Al dar la vuelta, un vehículo presenta una aceleración que apunta en todo momento al centro
de giro del vehículo, que se conoce como aceleración centrípeta av. Está aceleración produce una
fuerza que influye en el comportamiento de la suspensión del vehículo y se le denomina Fv. En la
Figura 4.34 se ilustra el diagrama de la fuerza producida por dicha aceleración.
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Figura 4.34: Diagrama de la fuerza centrípeta

La aceleración centrípeta y la fuerza que esta produce se definen en las ecuaciones 4.107 a 4.109,
donde también se expresa el ángulo αv que es el ángulo en el que se presenta esta fuerza, (este
último se cálculo se realizó por medio de trigonometría).

av =
v

Rg
(4.107)

Fv = av MV (4.108)

tan(αv) =
Rg

dec
(4.109)

Donde:
v=Velocidad del vehículo [m/s]

MV=masa del vehículo [kg]

4.7 modelado del chasis .

Para modelar el chasis, es necesario considerar los movimientos que presenta el Pitch θpitch,
el Roll ϕroll , la altura ∆zc, la velocidad v en la dirección y el desplazamiento hacia adelante ∆x.
Las ecuaciones 4.110 a 4.113 describen el movimiento que presenta el chasis. Posteriormente, se
desglosan cada una de estas ecuaciones agrupándolas de acuerdo al sistema que las genera . En la
Figura 4.35 se ilustran los movimientos del chasis.
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Figura 4.35: Diagrama de movimientos del chasis

Cálculo del Pitch

Jpitch θ̈pitch = MsusP + MacP + MdirP (4.110)

Donde:
Jpitch = Masa inercial en sentido del Pitch [kg]
MsusP = Momentos generados por la suspensión para el Pitch [N ∗m]

MacP = Momento generado a partir de la aceleración producida por el motor o freno para el
Pitch [N ∗m]

MdirP = Momento generado a partir de la dirección para el Pitch [N ∗m]

Cálculo del Roll.

Jroll ϕ̈roll = MsusR + MdirR (4.111)

Donde:
Jroll = Masa inercial en sentido del Roll [kg]
MsusR = Momentos generados por la suspensión para el Roll [N ∗m]

MdirR = Momento generado a partir de la dirección para el Roll [N ∗m]

Cálculo de la altura.

MV ¨∆zc = Fsus − wz (4.112)

Donde:
¨∆zc= Aceleración sobre el eje z [m/s2]

Fsus = Fuerzas producidas por la suspensión en el eje z [N]

wz = Componente del peso del coche que empuja el vehículo al suelo [kg]
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Cálculo de la aceleración en ∆x.

MV∆̈x = Fa − Ff r − wx (4.113)

Donde:
∆̈x= Aceleración sobre el eje x [m/s2]

wx=Componente del peso del coche que se opone al movimiento [kg]

Cálculo de las fuerzas de la suspensión.

4.7.1 Cálculo de los momentos producidos por la suspensión.

Las fuerzas producidas por la suspensión se calcularon previamente en los apartados 4.2 y 4.3,
sin embargo, es necesario conocer como estas interactúan con el chasis del vehículo. Para esto, se
obtiene las componentes necesarias y calcular los momentos producidos por estas.

4.7.1.1 Cálculo de las componentes.

Es necesario conocer las componentes de las fuerzas de la suspensión, tanto delantera como
trasera en los ejes y . Primeramente se calcularán las componentes de las fuerzas de la suspensión
delantera. En la Figura 4.36 se muestran las fuerzas y sus componentes en ambas direcciones.

Figura 4.36: Diagrama de fuerzas de la suspensión delantera

Donde:
Fd f d= Fuerza del amortiguador frontal derecho [N]

Fbi f d= Fuerza del brazo inferior frontal derecho [N]

Fbs f d= Fuerza del brazo superior frontal derecho [N]

δ f d= Ángulo del amortiguador frontal derecho [°]
β f d= Ángulo del brazo superior frontal derecho [°]
ε f d= Ángulo del brazo inferior frontal derecho [°]
Fd f i= Fuerza del amortiguador frontal izquierdo [N]

Fbi f i= Fuerza del brazo inferior frontal izquierdo [N]

Fbs f i= Fuerza del brazo superior frontal izquierdo [N]

δ f i= Ángulo del amortiguador frontal izquierdo [°]
β f i= Ángulo del brazo superior frontal izquierdo [°]
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ε f i= Ángulo del brazo inferior frontal izquierdo [°]

Las componentes de estas fuerzas se calculan por trigonometría. Las componentes en el eje Z se
expresan en la Tabla 4.3.

Suspensión derecha Suspensión Izquierda

Fbi f dZ = Fbi f d
(
cos ε f d

)
Fbi f iZ = Fbi f i

(
cos ε f i

)
Fbs f dZ = Fbs f d

(
cos β f d

)
Fbs f iZ = Fbs f i

(
cos β f i

)
Fd f dZ = Fd f d

(
sin δ f d

)
Fd f iZ = Fd f i

(
sin δ f i

)
Tabla 4.3: Componentes de la suspensión forntal delantera en el eje Z

Las componentes en el eje Y se expresan en la Tabla 4.4.

Suspensión derecha Suspensión Izquierda

Fbi f dY = Fbi f d
(
sin ε f d

)
Fbi f iY = Fbi f i

(
sin ε f i

)
Fbs f dY = Fbs f d

(
sin β f d

)
Fbs f iY = Fbs f i

(
sin β f i

)
Fd f dY = Fd f d

(
cos δ f d

)
Fd f iY = Fd f i

(
cos δ f i

)
Tabla 4.4: Componentes de la suspensión frontal delantera en el eje Y

Las fuerzas y las componentes de la suspensión trasera se muestran en la Figura 4.37.

Figura 4.37: Diagrama de fuerzas de la suspensión trasera

Donde:
Fdrd= Fuerza del amortiguador trasero derecho [N]



92 modelo matemático

Fbird= Fuerza del brazo inferior trasero derecho [N]

Fbsrd= Fuerza del brazo superior trasero derecho [N]

δrd= Ángulo del amortiguador trasero derecho [°]
βrd= Ángulo del brazo superior traseroderecho [°]
αrd= Ángulo del brazo inferior trasero derecho [°]
Fdri= Fuerza del amortiguador trasero izquierdo [N]

Fbiri= Fuerza del brazo inferior trasero izquierdo [N]

Fbsri= Fuerza del brazo superior trasero izquierdo [N]

δri= Ángulo del amortiguador trasero izquierdo [°]
βri= Ángulo del brazo superior trasero izquierdo [°]
αri= Ángulo del brazo inferior trasero izquierdo [°]

Las componentes de estas fuerzas se calculan por trigonometría. Las componentes en el eje Z se
expresan en la Tabla 4.5.

Suspensión derecha Suspensión Izquierda

FbirdZ = Fbird (sin εrd) FbiriZ = Fbiri (sin εri)

FbsrdZ = Fbsrd (sin βrd) FbsriZ = Fbsri (sin βri)

FdrdZ = Fdrd (sin δrd) FdriZ = Fdri (sin δri)

Tabla 4.5: Componentes de la suspensión trasera delantera en el eje Z

Las componentes en el eje Y se expresan en la Tabla 4.6.

Suspensión derecha Suspensión Izquierda

FbirdY = Fbird (cos εrd) FbiriY = Fbiri (cos εri)

FbsrdY = Fbsrd (cos βrd) FbsriY = Fbsri (cos βri)

FdrdY = Fdrd (cos δrd) FdriY = Fdri (cos δri)

Tabla 4.6: Componentes de la suspensión trasera delantera en el eje Y

4.7.1.2 Cálculo del Pitch

Una vez que se obtienen las componentes de la suspensión, es necesario saber cuáles de estas
influyen en el ángulo pitch. En la Figura 4.38 se muestran las fuerzas de la suspensión que influyen
en el cálculo del Pitch.
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Figura 4.38: Diagrama de fuerzas de la suspensión que influyen en el Pitch

En el Pitch, para la aplicación de las fuerzas de la suspensión, es necesario visualizar el chasis
como una barra a torsión y calcular la sumatoria de momentos en el centro de masa. Esta sumatoria
de momentos se expresa en las ecuaciones (4.114 a 4.114).

MsusP = (Fbsr) dhsr + (Fdr + Fbir) dhir −
(

Fbi f
)

dhi f −
(

Fbs f
)

dhs f −
(

Fd f
)

dd f (4.114)

Fbsr = FbsrdZ + FbsriZ (4.115)

Fdr = FdrdZ + FdriZ (4.116)

Fbir = FbirdZ + FbiriZ (4.117)

Fbi f = Fbi f dZ + Fbi f iZ (4.118)

Fbs f = Fbs f dZ + Fbs f iZ (4.119)

Fd f = Fd f dZ + Fd f iZ (4.120)

Donde:
dhsr= Distancia lateral de la horquilla superior trasera [m]

dhir= Distancia lateral de la horquilla inferior trasera [m]

dhi f = Distancia lateral de la horquilla inferior delantera [m]

dhs f = Distancia lateral de la horquilla superior delantera [m]

dd f = Distancia lateral del amortiguador delantero [m]

4.7.1.3 Cálculo del Roll

Para el cálculo de las fuerzas de la suspensión que influyen en el Roll, se dividirán en dos
grupos, las componentes que se encuentran en el eje Z y las componentes que se encuentran en el
eje Y. La ecuación 4.121 define ambos grupos .

MsusR = MsusRz + MsusRy (4.121)
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Donde:
MsusRz = Momentos producidos en el Roll por las componentes en Z de la suspensión [N ∗m]

MsusRy = Momentos producidosen el Roll por las componentes en Y de la suspensión [N ∗m]

Las componentes en Z de la suspensión que generan cambios en el Roll se ilustran en la Figura
4.39.

Figura 4.39: Diagrama de fuerzas en Z de la suspensión que influyen en el Roll

Para la aplicación de las fuerzas de la suspensión en Z, se debe visualizar el chasis como una
barra a torsión y calcular la sumatoria de momentos en el centro de masa. Esta sumatoria de
momentos se expresa en las ecuaciones 4.122 a 4.126.

MsusRz = (FdriZ) ddri +
(

Fds f i
)

dd f i + (Fsri) dsri +
(

Fbi f iZ
)

ds f i... (4.122)

− (FdrdZ) ddrd −
(

Fds f d
)

dd f d − (Fsrd) dsrd −
(

Fbi f dZ
)

ds f d

Fds f i = Fd f i + Fbs f i (4.123)

Fds f d = Fd f d + Fbs f d (4.124)

Fsri = Fbsri + Fbiri (4.125)

Fsrd = Fbsrd + Fbird (4.126)

ddri = Distancia frontal del amortiguador trasero izquierdo [m]

ddrd = Distancia frontal del amortiguador trasero derecho [m]

dd f i = Distancia frontal del amortiguador delantero izquierdo [m]

dd f d = Distancia frontal del amortiguador delantero derecho [m]

dsri = Distancia frontal de la suspensión trasera izquierda [m]

dsrd = Distancia frontal de la suspensión trasera derecha [m]

ds f i = Distancia frontal de la suspensión delantera izquierda [m]

ds f d = Distancia frontal de la suspensión delantera derecha [m]
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Para el cálculo de los momentos producidos por las componentes de la suspensión en Y se
presenta la Figura 4.40 en donde se ilustran las fuerzas involucradas.

Figura 4.40: Diagrama de fuerzas en Y de la suspensión que influyen en el roll

La ecuación 4.127 describe la sumatoria de momentos.

MsusRy =
(

Fbs f dY − Fbs f iY
)

hhs f +
(

Fbi f dY − Fbi f iY
)

hhi f +
(

Fd f dY − Fd f iY
)

hd f ... (4.127)

+ (FbsrdY − FbsriY) hhsr + (FbirdY − FbiriY) hhir + (FdrdY − FdriY) hdr

Donde:
hhsr = Altura frontal de la horquilla superior trasera [m]

hhir =Altura frontal de la horquilla inferior trasera [m]

hhi f = Altura frontal de la horquilla inferior delantera [m]

hhs f = Altura frontal de la horquilla superior delantera [m]

hd f = Altura frontal del amortiguador delantero [m]

hdr = Altura frontal del amortiguador trasero [m]

4.7.1.4 Cálculo de la altura

Para el cálculo de la altura, se debe realizar la sumatoria de todas las fuerzas que provienen de
la suspensión en dirección Z, esta se expresa en la ecuación 4.128.

Fsus = Fbs f dY + Fbs f iY + Fbi f dY + Fbi f iY + Fd f dY + Fd f iY... (4.128)

+FbsrdY + FbsriY + FbirdY + FbiriY + FdrdY + FdriY
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4.7.2 Cálculo de los momentos producidos por el acelerador y el freno

El sistema de propulsión y el sistema de frenado, primordialmente modifican la velocidad del
vehículo en el eje x. En la ecuación 4.129 se muestra cómo influyen estas fuerzas en la aceleración
en x.

Mc∆̈x = Fa − Ff r − wx (4.129)

Ff r = Ff f d + Ff f i + Ff rd + Ff ri (4.130)

Donde:
Ff rd=Fuerza del freno delantero derecho [N]

Ff ri= Fuerza del freno delantero izquierdo [N]

Ff rd= Fuerza del freno trasero derecho [N]

Ff ri= Fuerza del freno trasero izquierdo [N]

4.7.2.1 Cálculo del Pitch

La fuerza que genera la aceleración o desaceleración del vehículo se ve reflejada en el ángulo
Pitch. Para determinar de qué manera influye esta fuerza en el Pitch es necesario analizar el
vehículo como una barra a torsión, esto se ilustra en la Figura 4.41.

Figura 4.41: Fuerzas de aceleración y desaceración que influyen en el Pitch

En la ecuación 4.131 se describe el momento que afecta al Pitch.

MacP = Zc
(

Mc∆̈x
)

(4.131)

Zc = Zoc + ∆zc (4.132)
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4.7.3 Cálculo de los momentos producidos por la dirección

Las fuerzas producidas por la dirección al tomar una curva afectan los ángulos del chasis, tanto
el Pitch como el Roll, en esta sección se describen estas fuerzas.

4.7.3.1 Cálculo del Roll

El ángulo Roll se ve afectado al dar la vuelta por la componente correspondiente de la fuerza
producida por la dirección al tomar una vuelta. Esta se ilustra en la Figura 4.42.

Figura 4.42: Diagrama de fuerzas de la dirección que afectan el Roll

La componente que afecta al Roll se describe en la ecuación 4.133.

FvR = Fv sin (αv) (4.133)

Tomando en cuenta la ecuación 4.133, se puede calcular el momento que influye en el Roll. Esto
se realiza tomando en cuenta el chasis como una barra a torsión se expresa en la ecuación 4.134.

MdirR = Zc (FvR) (4.134)

4.7.3.2 Cálculo del Pitch

Como en el caso del Roll el Pitch se ve afectado por las fuerzas producidos a tomar una vuelta,
estas se ilustran en la Figura 4.43.
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Figura 4.43: Diagrama de fuerzas de la dirección que afectan el Pitch

La componente que afecta al Roll se describe en la ecuación 4.135.

FvP = Fv cos (αv) (4.135)

Tomando en cuenta la ecuación 4.135, se puede calcular el momento que influye en el Pitch.
Esto se realiza tomando en cuenta el chasis como una barra a torsión, se expresa en la ecuación
4.136.

MdirP = Zc (FvP) (4.136)

4.7.4 Peso del vehículo

Tanto para la componente de aceleración como para la altura del vehículo, es necesario conocer
las componentes del peso del vehículo, estas se ilustran en la Figura 4.44.

Figura 4.44: Diagrama de componentes del peso del vehículo

Las componentes del peso del vehículo se calculan en las ecuaciones (4.137 a 4.139).

wx = wc
(
sin θpitch

)
(4.137)

wz = wc
(
cos θpitch

)
(4.138)

wc = Mcg (4.139)
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Donde:
wc=Peso del vehículo [kg]

4.7.5 Compensador de altura del chasis para cada una de las llantas

Para poder retroalimentar la altura ∆zc del chasis correctamente a la suspensión, es necesario
realizar una compensación de altura, la cual permite obtener la altura real en cada una de las
suspensiones. Esto se presenta por las siguientes condiciones: La altura que se obtiene en el cálculo
del chasis es la altura en el centro de masa y es diferente a la que se presenta en los puntos de su-
jeción de cada una de las las suspensiones,esta variación se presenta por el efecto del Pitch y el Rol.

La Figura 4.45 muestra el efecto del Pitch en la variación de las alturas.

Figura 4.45: Diagrama de compensación del Pitch

Las ecuaciones 4.140 a 4.143 describen las variaciones generadas por el Pitch. Para las llantas
traseras el Pitch positivo genera que el diferencial se sume y en las delanteras el diferencial se
reste.

∆hsrdP = dcsrdP sin
(
θpitch

)
(4.140)

∆hsriP = dcsriP sin
(
θpitch

)
(4.141)

∆hs f dP = −dcs f dP sin
(
θpitch

)
(4.142)

∆hs f iP = −dcs f iP sin
(
θpitch

)
(4.143)

Por otro lado la Figura 4.46 muestra el efecto del Pitch en las alturas.
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Figura 4.46: Diagrama de compensación del Roll

Las ecuaciones 4.144 a 4.147 describen las variaciones generadas por el Roll. Para las llantas
izquierdas, el Pitch positivo genera que el diferencial se sume, y en las derechas el diferencial se
reste.

∆hsriR = dcsriR sin (ϕroll) (4.144)

∆hs f iR = dcs f iR sin (ϕroll) (4.145)

∆hsrdR = −dcsrdR sin (ϕroll) (4.146)

∆hs f dR = −dcs f dR sin (ϕroll) (4.147)

Considerando la compensación generada por el Pitch y el Roll, se puede determinar la altura
de los puntos de sujeción de cada uno de los amortiguadores, estas se expresan en las ecuaciones
4.148 a 4.151.

4zc f d = ∆zc + ∆hs f dP + ∆hs f dR (4.148)

4zcrd = ∆zc + ∆hsrdP + ∆hsrdR (4.149)

4zc f i = ∆zc + ∆hs f iP + ∆hs f iR (4.150)

4zcri = ∆zc + ∆hsriP + ∆hsriR (4.151)
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4.8 modelado del terreno

Para realizar este modelo, se representa al terreno por medio de una señal en la cual un eje
representa la distancia en X y el otro eje representa la altura en Z. En la Figura 4.47 se muestra un
ejemplo.

Figura 4.47: Ejemplo de señal de terreno

A partir del modelo del terreno, se genera una señal diferente para cada lado del vehículo, es
decir, se puede realizar una señal para la llanta derecha otra diferente para la llanta izquierda. Sin
embargo, se asume que las llantas delanteras y traseras, pasan exactamente por el mismo terreno
aunque en diferente momento. Las funciones Gd(dist) (señal derecha) y Gi(dist) (señal izquierda)
representan las señales del terreno para cada lado, respectivamente.

Donde:
dist=Distancia recorrida por el vehículo [m]

Con el objetivo de generar el efecto de que el vehículo se desplaza en el terreno, es necesario
tomar en cuenta la velocidad del mismo. La ecuación 4.152 muestra cómo se relaciona la distancia
con la velocidad en intervalos discretos de tiempo.

4x = v∆t (4.152)

Donde:
∆t=Variación del tiempo [s]

Para poder obtener la distancia que el vehículo a recorrido, se deben sumar las variaciones de
distancia, esto se logra por medio de la ecuación 4.153.

xre = ∑4x (4.153)



102 modelo matemático

Donde:
xre=distancia recorrida en el tiempo [m]

Para obtener la señal de las llantas traseras, se debe recordar que aunque recorran el mismo
terreno que las llantas delanteras, estas tienen un desfase en tiempo. Las ecuaciones 4.154 a 4.157

muestran las señales (Q) que reciben cada una de las llantas.

Q f d(t) = Gd(xre) (4.154)

Q f i(t) = Gi(xre) (4.155)

Qrd(t) = Q f d(t− teje) (4.156)

Qri(t) = Q f i(t− teje) (4.157)

Donde:
Q f d=Variación del terreno en la llanta frontal derecha [m]

Q f i=Variación del terreno en la llanta frontal izquierda [m]

Q f d=Variación del terreno en la llanta trasera derecha [m]

Q f d=Variación del terreno en la llanta trasera izquierda [m]

El desfase de las llantas traseras en tiempo se puede calcular por medio de la ecuación 4.158.

teje =
deje

v
(4.158)

4.9 lista de literales

En este apartado se explican todas las literales usadas en el modelo matemático

As=Área del sector [m2]

At=Área del triángulo [m2]

Act=Área de contacto de la llanta [m2]

Aa= Área del arco [m2]

Ar=Área del rectángulo [m2]

Ap=Área del arco del volumen perdido [m2]

Att=Área transversal de la llanta [m2]

Ac= Área del caliper [m2]

Ab= Área del émbolo de la bomba [m2]

an= Ancho de la llanta [m2]

av=Aceleración centrípeta [m/s2]

Bt= Coeficiente de amortiguamiento equivalente de la llanta [kg/s]

Bd=Coeficiente de amortiguamiento del amortiguador [kg/s]

Dt=Diámetro de la llanta [m]

Dr=Diámetro del rin [m]

Dmax=Distancia máxima de la cremallera [m]

Dmin=Distancia mínima de la cremallera [m]

Dc−t=Distancia del centro a la llanta [m]

Dt−Rg =Distancia de la llanta al radio de giro [m]
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deje=Distancia entre ejes [m]

dt=La distancia total del brazo inferior [m]

dc= La distancia del punto de rotación al centro de masa del brazo inferior de la suspesión
delantera [m]

dec=Distancia del eje trasero al centro de masa del vehículo [m]

da= La distancia del punto de rotación al amortiguador [m]

dr=La distancia del punto de rotación a la fuerza de fricción [m]

dp= Distancia del pedal [m]

db= Distancia de la bomba [m]

dcr=Distancia de la cremallera [m]

dcrD=Distancia de la cremallera en el lado derecho [m]

dcrI=Distancia de la cremallera en el lado Izquierdo [m]

dhsr= Distancia lateral de la horquilla superior trasera [m]

dhir= Distancia lateral de la horquilla inferior trasera [m]

dhi f = Distancia lateral de la horquilla inferior delantera [m]

dhs f = Distancia lateral de la horquilla superior delantera [m]

dd f = Distancia lateral del amortiguador delantero [m]

ddri= Distancia frontal del amortiguador trasero izquierdo [m]

ddrd= Distancia frontal del amortiguador trasero derecho [m]

dd f i= Distancia frontal del amortiguador delantero izquierdo [m]

dd f d= Distancia frontal del amortiguador delantero derecho [m]

dsri= Distancia frontal de la suspensión trasera izquierda [m]

dsrd= Distancia frontal de la suspensión trasera derecha [m]

ds f i= Distancia frontal de la suspensión delantera izquierda [m]

ds f d= Distancia frontal de la suspensión delantera derecha [m]

dcs f dP=Distancia del centro de masa a la suspensión delantera derecha [m]

dcsrdP=Distancia del centro de masa a la suspensión trasera derecha [m]

dcsriR=Distancia del centro de masa a la suspensión trasera izquierda [m]

dcsrdR=Distancia del centro de masa a la suspensión trasera derecha [m]

dcs f iP=Distancia del centro de masa a la suspensión delantera izquierda [m]

dcsriP=Distancia del centro de masa a la suspensión trasera izquierda [m]

dcs f iR=Distancia del centro de masa a la suspensión delantera izquierda [m]

dcs f dR=Distancia del centro de masa a la suspensión delantera derecha [m]

Fb= Fuerza de los brazos traseros [N]

Fit=Fuerza del brazo inferior trasero [N]

Fst=Fuerza del brazo superior trasero [N]

FDo= Fuerza del amortiguador trasero perpendicular al soporte [N]

FDp= Fuerza del amortiguador trasero que se transmite sobre el soporte [N]

Fe=Fuerza de empuje[N]

Fbi= Fuerza del brazo inferior de la suspensión delantera [N]

Fbs= Fuerza del brazo superior de la suspensión delantera [N]

Ft= La fuerza con la que la llanta empuja la masa no suspendida [N]

FD= La fuerza del amortiguador [N]

Fr= Fuerza de fricción en el brazo inferior [N]

Fa= Fuerza de aceleración [N]

Ff r= Fuerza de frenado [N]
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Ff max=Fuerza de frenado maxima [N]

Fv=Fuerza producida por la aceleración centrípeta [N]

Fsus= Fuerzas producidas por la suspensión en el eje z [N]

Fd f d= Fuerza del amortiguador frontal derecho [N]

Fbi f d= Fuerza del brazo inferior frontal derecho [N]

Fbs f d= Fuerza del brazo superior frontal derecho [N]

Fd f i= Fuerza del amortiguador frontal izquierdo [N]

Fbi f i= Fuerza del brazo inferior frontal izquierdo [N]

Fbs f i= Fuerza del brazo superior frontal izquierdo [N]

Fdrd= Fuerza del amortiguador trasero derecho [N]

Fbird= Fuerza del brazo inferior trasero derecho [N]

Fbsrd= Fuerza del brazo superior trasero derecho [N]

Fdri= Fuerza del amortiguador trasero izquierdo [N]

Fbiri= Fuerza del brazo inferior trasero izquierdo [N]

Fbsri= Fuerza del brazo superior trasero izquierdo[N]

FdrdZ= Componente en z de la fuerza del amortiguador trasero derecho [N]

FbirdZ= Componente en z de la fuerza del brazo inferior trasero derecho [N]

FbsrdZ= Componente en z de la fuerza del brazo superior trasero derecho [N]

FdriZ= Componente en z de la fuerza del amortiguador trasero izquierdo [N]

FbiriZ= Componente en z de la fuerza del brazo inferior trasero izquierdo [N]

FbsriZ=Componente en z de la fuerza del brazo superior trasero izquierdo [N]

Fd f dZ= Componente en z de la fuerza del amortiguador frontal derecho [N]

Fbi f dZ= Componente en z de la fuerza del brazo inferior frontal derecho [N]

Fbs f dZ= Componente en z de la fuerza del brazo superior frontal derecho [N]

Fd f iZ= Componente en z de la fuerza del amortiguador frontal izquierdo [N]

Fbi f iZ=Componente en z de la fuerza del brazo inferior frontal izquierdo [N]

Fbs f iZ= Componente en z de la fuerza del brazo superior frontal izquierdo [N]

FdrdY= Componente en y de la fuerza del amortiguador trasero derecho [N]

FbirdY= Componente en y de la fuerza del brazo inferior trasero derecho [N]

FbsrdY= Componente en y de la fuerza del brazo superior trasero derecho [N]

FdriY= Componente en y de la fuerza del amortiguador trasero izquierdo [N]

FbiriY= Componente en y de la fuerza del brazo inferior trasero izquierdo [N]

FbsriY=Componente en y de la fuerza del brazo superior trasero izquierdo [N]

Fd f dY= Componente en y de la fuerza del amortiguador frontal derecho [N]

Fbi f dY= Componente en y de la fuerza del brazo inferior frontal derecho [N]

Fbs f dY= Componente en y de la fuerza del brazo superior frontal derecho [N]

Fd f iY= Componente en y de la fuerza del amortiguador frontal izquierdo [N]

Fbi f iY=Componente en y de la fuerza del brazo inferior frontal izquierdo [N]

Fbs f iY= Componente en y de la fuerza del brazo superior frontal izquierdo [N]

Ff rd=Fuerza del freno delantero derecho [N]

Ff ri= Fuerza del freno delantero izquierdo [N]

Ff rd= Fuerza del freno trasero derecho [N]

Ff ri= Fuerza del freno trasero izquierdo [N]

FvP=Componente que afecta al pitch de la Fv [N]

FvP=Componente que afecta al pitch de la Fv [N]

fp=Fuerza que ejerce el conductor sobre el pedal [N]
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fb= Fuerza que se ejerce sobre la bomba [N]

fc= Fuerza del caliper [N]

g=Constante de gravedad [m/s2]

hc= Altura del arco [m]

hhsr= Altura frontal de la horquilla superior trasera [m]

hhir=Altura frontal de la horquilla inferior trasera [m]

hhi f = Altura frontal de la horquilla inferior delantera [m]

hhs f = Altura frontal de la horquilla superior delantera [m]

hd f = Altura frontal del amortiguador delantero [m]

hdr= Altura frontal del amortiguador trasero [m]

hs f P=Altura de la suspensión delantera [m]

hsrP=Altura de la suspensión trasera [m]

hsiR=Altura de la suspensión izquierda [m]

hsdR=Altura de la suspensión derecha [m]

Kt=Coeficiente del resorte equivalente de la llanta [km/s2]

Kd= Coeficiente del resorte del amortiguador [km/s2]

Mt= Masa no suspendida [kg]
Mbi= Masa del brazo inferior [kg]
Mc= Masa del chásis [kg]
MV=Masa del vehículo [Kg]
MsusP= Momentos generados por la suspensión para el Pitch [N ∗m]

MacP= Momento generado a partir de la aceleración producida por el motor o freno para el
Pitch [N ∗m]

MdirP= Momento generado a partir de la dirección para el Pitch [N ∗m]

MsusR=Momentos generados por la suspensión para el Roll [N ∗m]

MdirR=Momento generado a partir de la dirección para el Roll [N ∗m]

MsusRz = Momentos producidos en el Roll por las componentes en Z de la suspensión [N ∗m]

MsusRy = Momentos producidosen el Roll por las componentes en Y de la suspensión [N ∗m]

m f r=Momento de frenado [N ∗m]

ma=Pendiente de la recta del acelerador S/U

mcvt=Pendiente de la recta caracteristica de la CVT S/U

mcr=Pendiente de la recta caracteristica de la cremallera S/U

Nbi= Fuerza normal producida en el brazo inferior [N]

Nt=Fuerza de empuje de la llanta [N]

Pg=Perímetro del toroide calculado al centro de masa del área transversal [m]

Pt=Presión de la llanta [Pa]
Pc=Presión resultante después de la compresión [Pa]
prt=Perímetro de la llanta [m]

Q=Variación del terreno [m]

Q f d=Variación del terreno en la llanta frontal derecha [m]

Q f i=Variación del terreno en la llanta frontal izquierda [m]

Q f d=Variación del terreno en la llanta trasera derecha [m]

Q f d=Variación del terreno en la llanta trasera izquierda [m]

Rt=Radio de la llanta [m]

Rr=Radio del rin [m]

Rn=Radio de la curvatura de la llanta [m]
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Rb=Radio de la bomba [m]

Rc=Radio del caliper [m]

Rd=Radio del disco de frenos [m]

Rg=Radio de giro del vehículo [m]

rcvt=Relación de la CVT S/U

r f =Relación fija S/U

rpmcvt=Revoluciones en la CVT [RMP]
rpmm=Revoluciones en el motor [RMP]
rpmt=Revoluciones en la llanta [RMP]
Sdir= Sentido de la dirección S/U

Vp=Volumen perdido [m3]

Vt=Volumen de la llanta [m3]

Vc=Volumen restante después de la compresión [m3]

v=Velocidad del vehículo [m3]

Wm=Par del motor [N ∗m]

Wt=Par en la llanta producido por el motor [N ∗m]

wz=Componente del peso del coche que empuja el vehículo al suelo [kg]
wx=Componente del peso del coche que se opone al movimiento [kg]
wc=Peso del vehículo [kg]
y=Ancho del área de contacto [m]

ya= Distancia del recorrido del acelerador [m]

x= Largo del área de contacto [m]

xa=Revoluciones del motor divididas entre cien [RPM]

xp= La mitad del largo del área de contacto [m]

Zt= Distancia del suelo al centro de masa de la llanta [m]

Zocd=Distancia inicial medida de la referencia del suelo a la referencia delantera del chasis [m]

Zcd=Distancia medida de la referencia del suelo a la referencia delantera del chasis [m]

Zoct=Distancia inicial medida de la referencia del suelo a la referencia trasera del chasis [m]

Zct=Distancia medida de la referencia del suelo a la referencia trasera del chasis [m]

Zoc=Distancia inicial medida de la referencia del suelo al centro de masa del chasis [m]

Zc=distancia medida de la referencia del suelo al centro de masa del chasis [m]

αt= Ángulo de corte de la llanta [°]
α f =Ángulo del brazo inferior de la suspencion delantera [°]
αr=Ángulo del brazo inferior de la suspencion trasera [°]
αv=Ángulo de la Fv[°]
αrd= Ángulo del brazo inferior trasero derecho [°]
αri= Ángulo del brazo inferior trasero izquierdo [°]
βt=Ángulo del sector lateral de la llanta [°]
β f =Ángulo del brazo superior de la suspensión delantera [°]
βr=Ángulo del brazo superior de la suspensión trasera [°]
β f d= Ángulo del brazo superior frontal derecho [°]
β f i= Ángulo del brazo superior frontal izquierdo [°]
βrd= Ángulo del brazo superior trasero derecho [°]
βri= Ángulo del brazo superior trasero izquierdo [°]
4J=Distancia comprimida de la llanta [m]

4zt= Variación de la altura de la llanta [m]
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∆zc= Variación de la altura del chasis [m]
¨∆zc= Aceleración sobre el eje z [m/s2]

∆̈x= Aceleración sobre el eje x [m/s2]

∆t=Variación del tiempo [s]
∆hs f dP=Variación de la altura de la suspensión delantera derecha [m]

∆hsrdP=Variación de la altura de la suspensión trasera derecha [m]

∆hsriR=Variación de la altura de la suspensión trasera izquierda [m]

∆hsrdR=Variación de la altura de la suspensión trasera derecha [m]

∆hs f iP=Variación de la altura de la suspensión delantera izquierda [m]

∆hsriP=Variación de la altura de la suspensión trasera izquierda [m]

∆hs f iR=Variación de la altura de la suspensión delantera izquierda [m]

∆hs f dR=Variación de la altura de la suspensión delantera derecha [m]

4zc f d= Variación de la altura del chasis en el punto de sujeción del amortiguador delantero
derecho [m]

4zc f i= Variación de la altura del chasis en el punto de sujeción del amortiguador delantero
izquierdo [m]

4zcrd= Variación de la altura del chasis en el punto de sujeción del amortiguador trasero
derecho [m]

4zcri= Variación de la altura del chasis en el punto de sujeción del amortiguador trasero
izquierdo [m]

ε f =Ángulo del brazo inferior de la suspensión delantera [°]
ε f d= Ángulo del brazo inferior frontal derecho [°]
ε f i= Ángulo del brazo inferior frontal izquierdo [°]
δ f =Ángulo del amortiguador delantero [°]
δr=Ángulo del amortiguador trasero [°]
δ f d= Ángulo del amortiguador frontal derecho [°]
δ f i= Ángulo del amortiguador frontal izquierdo [°]
δrd= Ángulo del amortiguador trasero derecho [°]
δri= Ángulo del amortiguador trasero izquierdo [°]
ψ= Ángulo complementario a β f [°]
Λ= Ángulo complementario a δr [°]
µbi=Constante de fricción en el brazo inferior S/U

µ f r=Constante de fricción del disco del frenos S/U

µtg=Coeficiente de fricción estático del suelo contra la llanta S/U

µtd=Coeficiente de fricción dinámico del suelo contra la llanta S/U

θpitch= Ángulo del Pitch [°]
ϕroll=Ángulo del Roll [°]
σ= Ángulo presente en la direccion en una llanta [°]
σD = Ángulo presente en la direccion en la llanta derecha [°]
σI= Ángulo presente en la direccion en la llanta izquierda [°]



5
S I M U L A C I Ó N

En este capítulo se explican las relaciones, conexiones y condiciones especiales que debe tomarse
en cuenta al momento de simular el modelo matemático presentado en el capítulo 4. La simulación
se realizó en Matlab Simulink [24]. Sin embargo, este capítulo explica cómo se debe realizar la
simulación, no importando el software que se desee usar. Este capítulo presenta un bloque por
cada sistema propuesto en el modelo matemático. Se respetó el mismo orden que se usó para
describir el modelo matemático, y así facilitar su comprensión. También se incluyeron los valores
de las constantes usadas en la simulación del vehículo seleccionado como caso de estudio.

5.1 simulación de las llantas

Las ecuaciones que describen a la llanta se explicaron anteriormente en la seccíon 4.1 y son:
(4.5), (4.6), (4.22), (4.23), (4.25), (4.28), (4.30). Estas ecuaciones se encuentran relacionadas entre sí,
requieren de varias constantes y de señales de otras partes del modelo. La Figura 5.1 representa
el diagrama de bloques de una llanta, incluyendo las interconexiones entre las ecuaciones del
modelo, las señales de entrada y de salida, se deberá replicar para cada una de las cuatro llantas.

Figura 5.1: Diagama de bloques de una llanta

Los bloques que conforman el diagrama de la llanta son los siguientes:

A.0 Las constantes utilizadas se enlistan en la Tabla 5.1.
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literal valor unidad

Dr 0.3048 m

Pt 7 psi

Dt 0.6096 m

an 0.254 m

Tabla 5.1: Constantes del bloque de la llanta

Se debe considerar que aunque típicamente la presión de las llantas se mide en psi, para
mecánica del modelo es necesario convertirla a pascales. El valor de la presión en pascales es de
48263.30096.

A.1 El bloque del área de contacto está conformado por las ecuaciones 4.5 y 4.6.

A.2 El bloque de volumen de la llanta ocupa las ecuaciónes 4.22 y 4.23.

A.3 El bloque del volumen perdido de la llanta ocupa la ecuacion 4.25.

A.4 El bloque de cálculo de la fuerza ejecida por la llanta se conforma por la ecuación 4.28 y la
ecuación 4.30.

A.5 El bloque de la distancia que se comprime la llanta (∆J) está definido por la ecuación 4.2
sin embargo, en la simulación este se debe acotar porque aunque la llanta se pueda modelar
como un resorte, este sólo funciona a compresión, es decir, cuando una llanta se aleja del
suelo, no se estira como resorte solo deja de hacer contacto. Por esta razón, esta ecuación
solo es válida para valores positivos. Por otro lado las llantas no se pueden comprimir más
del acho de la llanta, ya que se encuentran limitadas por el rin, por esto se debe acotar entre
0 m y el alto de la llanta que es 0.1524 m. La ecuación del resorte equivalente, ecuación 4.30,
tiene una consideración especial que se presenta cuando la llanta no está en contacto con el
suelo, ya que cuando la llanta no se encuentra en contacto con el suelo, no existe un resorte
equivalente. Matemáticamente, el que la llanta no se encuentre en contacto con el suelo se
representa cuando ∆J es cero o negativo. Considerando esto último y tomando en cuenta
que en la ecuación 4.30 ∆J es el denominador. En el simulador se fija el límite inferior de ∆J
en el valor de 0.0001 m .

El bloque de una llanta se debe repetir cuatro veces, uno por cada llanta. Las entradas y salidas
para cada bloque se expresan en la Tabla 5.2.

Llanta delantera Llanta trasera

Derecha Izquierda Derecha Izquierda

Entradas Salidas Entradas Salidas Entradas Salidas Entradas Salidas

Q f d Kt f d Q f di Kt f i Qrd Ktrd Qri Ktri

∆zt f d ∆zt f i ∆ztrd ∆ztri

Tabla 5.2: Entradas y salidas de las llantas
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Donde:

Kt f d = Coeficiente del resorte equivalente de la llanta delantera derecha
Ktrd = Coeficiente del resorte equivalente de la llanta trasera derecha
Kt f i = Coeficiente del resorte equivalente de la llanta delantera izquierda
Ktri = Coeficiente del resorte equivalente de la llanta trasera izquierda
4zt f d = Variación de la altura de la llanta delantera derecha
4ztrd = Variación de la altura de la llanta trasera derecha
4zt f i = Variación de la altura de la llanta delantera izquierda
4ztri = Variación de la altura de la llanta trasera izquierda
Q f d = Variación del terreno en la llanta frontal derecha
Q f i = Variación del terreno en la llanta frontal izquierda
Q f d = Variación del terreno en la llanta trasera derecha
Q f d = Variación del terreno en la llanta trasera izquierda

Se debe tomar en cuenta que para cada llanta se pueden variar las constantes, principalmente la
presión de la llanta.

5.2 simulación de la suspensión delantera

Las ecuaciones que describen al modelo matemático de la suspensión delantera se presentaron
en el apartado 4.2. La Figura 5.2 muestra el diagrama de bloques del modelo de la suspensión
considerando las entradas, salidas e interconexiones.

Figura 5.2: Diagrama a bloques de la suspensión delantera

Los bloques que conforman el diagrama de la suspensión delantera son los siguientes:
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B.0 Las constantes utilizadas en este bloque se enumeran a continuación en la Tabla 5.3:

Literal Valor Unidad

Bt 0 kg/s

Mt 7.987 kg

g 9.81 m/s

Zocd 0.68575 m

Zot 0.30465 m

Mbi 1.194 kg

dt 0.240 m

dc 0.180 m

da 0.180 m

dr 0.0127 m

µbi 0.18 S/U

Tabla 5.3: Constantes del bloque de la suspensión delantera

B.1 El bloque de ángulos de la suspensión está conformado por las ecuaciones 4.31 a 4.34.
Sin embargo, estas ecuaciones dependen de las ecuaciones 4.37 y 4.38. Las ecuaciones de
este bloque no limitan el recorrido de la suspensión, por esta razón se deben tomar en
cuenta las siguientes consideraciones: El recorrido de la suspensión se encuentra limitado
mecánicamente, para generar este efecto en el simulador se limitó el recorrido de la sus-
pensión limitando la resta Zcd − Zt (que representa el recorrido de la suspensión) entre los
valores 0.1229 m, que es la distancia mínima que puede existir físicamente entre la llanta y
el vehículo, y 0.3811 m que es la distancia máxima que se puede presentar entre el vehículo
y la llanta. A este bloque también se le agregó la ecuación 5.1, esta permite enviar una
señal, cuando la suspensión pretende trabajar fuera de los límites mecánicos presentes en la
suspensión. La utilidad de esta señal se explica en el bloque del tope físico (B.5).

Flag f sus =

0 si 0.1229 < Zcd − Zt < 0.3811

1 en otro caso
(5.1)

B.2 EL bloque de fuerza del amortiguador representa la ecuación 4.39.

B.3 El bloque de masa no suspendida se conforma por las ecuaciones 4.43 y 4.44

B.4 EL bloque del brazo inferior está compuesto por la ecuación 4.45.

B.5 El bloque del tope físico se agrega debido a las limitantes mecánicas de la suspensión
como se explicó previamente en el bloque de ángulos de la suspensión (B.1). Se limitó
el desplazamiento, sin embargo hace falta limitar el movimiento de ∆zt, para hacer esto
cuando la bandera Flag f sus se activa, se usa la ecuación 5.2.
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∆zt = ∆zc (5.2)

El diagrama a bloques que se explicó en este apartado es exclusivamente de un lado de la
suspensión, se usa dos veces, una para la suspensión delantera derecha y otra para la suspensión
delantera izquierda. Las entradas y salidas de estos dos bloques se muestran en la Tabla 5.4.

Suspensión delantera derecha Suspensión delantera izquierda

Entradas Salidas Entradas Salidas

Q f d ∆zt f d Q f i ∆zt f i

∆zc f d Nt f d ∆zc f i Nt f i

Kt f d Fd f d Kt f i Fd f i

Fbs f d Fbs f i

Fbi f d Fbi f i

β f d β f i

ε f d ε f i

δ f d δ f i

Tabla 5.4: Entradas y salidas de la suspensión delantera

Donde:
∆zc f d = Altura del chasis en el anclaje del amortiguador delantero derecho
Nt f d = Fuerza normal de la llanta delantera derecha
Fd f d = Fuerza del amortiguador delantero derecho
Fbs f d = Fuerza del brazo superior delantero derecho
Fbi f d = Fuerza del brazo inferior delantero derecho
∆zc f i = Altura del chasis en el anclaje del amortiguador delantero izquierdo
Nt f i = Fuerza normal de la llanta delantera izquierda
Fd f i = Fuerza del amortiguador delantero izquierdo
Fbs f i = Fuerza del brazo superior delantero izquierdo
Fbi f i = Fuerza del brazo inferior delantero izquierdo

5.3 simulación de la suspensión trasera

La Figura 5.3 muestra el diagrama de bloques que representan el sistema de suspensión trasero.
Las ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.3.
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Figura 5.3: Diagrama de bloques de la suspensión trasera

Los bloques que conforman el diagrama de la suspensión trasera son los siguientes:

C.0 Las constantes utilizadas en el bloque de la suspensión trasera se enlistan en la tabla 5.5.

Literal Valor Unidad

Bt 0 kg/s

Mt 7.003 kg

g 9.81 m/s

Zoct 0.95865 m

Zot 0.30465 m

Tabla 5.5: Constantes del bloque de la suspensión trasera

C.1 El bloque de ángulos de la suspensión está conformado por las ecuaciones 4.50 a 4.54.
Las ecuaciones en este bloque no limitan el recorrido de la suspensión, por esta razón
es necesario tomar en cuenta la siguiente consideración: El recorrido de la suspensión se
encuentra limitado mecánicamente, esto se representan matemáticamente por medio de la
resta Zct − Zt, que se acota entre los valores 0.4058 m, que es la distancia mínima que puede
existir físicamente entre la llanta y el vehículo, y 0.6540 m que es la distancia máxima que se
puede presentar entre el vehículo y la llanta. Adicionalmente se envía una señal cuando la
suspensión pretende trabajar fuera de los limites mecánicos presentes en la suspensión, esta
se expresa en la ecuación 5.3. La utilidad de esta señal se explica en el bloque del tope físico
(C.4).
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Flagtsus =

0 si 0.4058 < Zct − Zt < 0.6540

1 en otro caso
(5.3)

C.2 EL bloque de fuerza del amortiguador representa la ecuación 4.67.

C.3 El bloque de masa no suspendida se conforma por las ecuaciones 4.65, 4.66, 4.61 y 4.60

C.4 El bloque del tope físico se agrega debido a las limitantes mecánicas de la suspensión
como se explicó previamente en el bloque de ángulos de la suspensión (C.1). Se limitó
el desplazamiento, sin embargo hace falta limitar el movimiento de ∆zt, para hacer esto
cuando la bandera Flag f sus se activa, se usa la ecuación 5.4.

∆zt = ∆zc (5.4)

El diagrama a bloques de la suspensión trasera es exclusivamente de un lado de la suspensión,
se usa dos veces, una para cada lado de la suspensión trasera derecha e izquierda. Las entradas y
salidas de estos dos bloques se muestra en la tabla 5.6.

Suspensión delantera derecha Suspensión delantera izquierda

Entradas Salidas Entradas Salidas

Qrd ∆ztrd Qri ∆ztri

∆zcrd Ntrd ∆zcri Ntri

Ktrd Fdrd Ktri Fdri

Fbsrd Fbsri

Fbird Fbiri

αrd αri

δrd δri

Tabla 5.6: Entradas y salidas de la suspensión delantera

Donde:
∆zcrd = Altura del chasis en el anclaje del amortiguador trasero derecho
Ntrd = Fuerza normal de la llanta trasera derecha
Fdrd = Fuerza del amortiguador delantero trasero
Fbsrd = Fuerza del brazo superior delantero trasero
Fbird = Fuerza del brazo inferior delantero trasero
∆zcri = Altura del chasis en el anclaje del amortiguador trasero izquierdo
Ntri = Fuerza normal de la llanta trasera izquierda
Fdri = Fuerza del amortiguador trasero izquierdo
Fbsri = Fuerza del brazo superior trasero izquierdo
Fbiri = Fuerza del brazo inferior trasero izquierdo
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5.4 simulación del sistema de frenos

La Figura 5.4 muestra el diagrama de bloques que representan el sistema de frenos. Las
ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.4.

Figura 5.4: Diagrama de bloques del sistema de frenos

Los bloques que conforman el diagrama de la suspensión trasera son los siguientes:

D.0 Las constantes utilizadas en el bloque del sistema de frenos se enlistan en la Tabla 5.7.

Literal Valor Unidad

Rc 0.0125 m

Rb 0.0079375 m

µ f r 0.7 S/U

Rd 0.09 m

µtg 0.75 S/U

Rt 0.3048 m

µtd .5 S/U

db 0.061 m

dp 0.127 m

Tabla 5.7: Constantes del bloque del sistema de frenos

D.1 El bloque del cálculo de fuerza del pedal se conforma por la ecuación 4.70.

D.2 El bloque del cálculo de fuerza hidráulica esta compuesto por la ecuación 4.75.
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D.3 El bloque del cálculo de la fuerza del disco de frenos esta compuesto por las ecuaciones 4.76,
4.78, 4.80 y 4.81

Como este bloque se debe repetir cuatro veces, una para cada llanta, se obtienen las siguientes
entradas y salidas para cada bloque estas se expresan en la Tabla 5.8.

Freno delantero Freno trasero

Derecho Izquierdo Derecho Izquierdo

Entradas Salidas Entradas Salidas Entradas Salidas Entradas Salidas

fp Ff r f d fp Ff r f i fp Ff rrd fp Ff rri

Nt f d Nt f i Ntrd Ntri

Tabla 5.8: Entradas y salidas del sistema de frenos

5.5 simulación del sistema de propulsión

La Figura 5.5 muestra el diagrama de bloques que representan el sistema de propulsión. Las
ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.5.

Figura 5.5: Diagrama de bloques del sistema de propulsión

Los bloques que conforman el diagrama de bloques del sistema de propulsión son los siguientes:

E.0 Las constantes utilizadas en el bloque del sistema de propulsión se enlistan en la Tabla 5.9.
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Literal Valor Unidad

r f 13 S/U

Rt 0.3048 m

Tabla 5.9: Constantes del bloque del sistema de propulsión

E.1 El bloque del modelado del motor se encuentra conformado por las ecuaciones 4.82 y 4.84.

E.2 El bloque de la trasmisión variable continua (CVT por sus siglas en inglés) se encuentra
conformado por la ecuación 4.86, esta ecuación se utiliza junto con las ecuaciones 4.92 y 4.94

para determinar la relación a la que está trabajando la trasmisión variable continua. Cabe
mencionar que esta relación varía durante la simulación.

E.3 El bloque representa un retardo, esto se debe a que se utiliza la velocidad del vehículo para
calcular la velocidad a la que se encuentra trabajando la trasmisión variable continua (CVT),
lo cual se realiza por medio de las ecuaciones 4.92 y 4.94. En la ecuación se utiliza la relación
de la transmisión variable continua rcvt en el instante anterior (t− 1).

E.4 El bloque de aplicación de la relación fija tiene dos salidas, la primera es la fuerza de empuje
del vehículo denominada Fa, esta etapa se encuentra conformada por la ecuación 4.88. Por
otra parte, es necesario determinar la velocidad maxima del vehículo, esto se realiza por
medio de la ecuación 4.91, con la diferencia que en lugar de rpmt se utiliza las revoluciones
máximas del motor, que son las revoluciones obtenidas por la ecuación 4.84 previamente
utilizadas en el bloque E.1. Se debe recordar que estos resultados se deben multiplicar por
el factor de eficiencia de la transmisión que es de 0.9.

Este bloque solo se utiliza una vez en el simulador por esta razón las salidas son únicamente
las mencionadas en el diagrama.

5.6 simulación del sistema de dirección

La Figura 5.6 muestra el diagrama de bloques que representan el sistema de dirección. Las
ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.6.
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Figura 5.6: Diagrama de bloques del sistema de dirección

Los bloques que conforman el diagrama de bloques del sistema de dirección son los siguientes:

F.0 Las constantes utilizadas en el bloque del sistema de dirección se enlistan en la tabla 5.10.

Literal Valor Unidad

MV 275.35 kg

Dmin 135.404 mm

Dmax 184.7275 mm

Dc−t 597.25 mm

deje 1590.287 mm

µtg 0.75 S/U

Tabla 5.10: Constantes del bloque del sistema de dirección

F.1 El bloque de modelado de la cremallera está compuesto por las ecuaciones 4.98 a 4.103

F.2 El bloque de geometría de la dirección está conformado por la ecuación 4.106. Se debe tomar
en cuenta que el ángulo σs que se usa en esta ecuación no puede ser 90°, debido a que se
usa la función tangente. Sin embargo, el vehículo adquiere este ángulo cuando va en línea
recta, por estas razón se limita el ángulo a valores muy cercanos a 90° pero nunca alcanza
ese valor. Esto se compensa más adelante en el bloque de aceleración producida por la curva
(como se muestra en el bloque F.3). Finalmente, se debe recordar que se debe convertir Rg a
metros [m] para poder ser enviado al siguiente bloque.

F.3 El bloque de la dirección está conformado por la ecuación 4.107. Es necesario considerar que
en esta ecuación se utiliza el radio de giro, el cual crece conforme el ángulo se aproxima
a 90°, sin embargo por las limitantes mencionadas en el bloque F.2, el ángulo no toma el
valor de 90°.Tomando en cuenta que el ángulo es de 90°, únicamente cuando el vehículo
se desplaza en línea recta, se agregó la condición de que si el radio de giro es muy grande
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entonces se considera que el vehículo no está girando, esto se expresa en la ecuación 5.5. Se
incluyen las ecuaciones 4.108 y 4.109, solo que en lugar de av se utiliza av−sel . También se
agregó en este bloque la ecuación 4.135 que se encuentra en el apartado 4.7.3.

av−sel

av si Rg < 3000

0 En otro caso
(5.5)

F.4 El bloque de adherencia de las llantas se añadió a esta parte del simulador para considerar
la posibilidad de que la llanta se derrape. Debido a las características físicas de este vehículo
es muy propenso a derrapar al tomar una curva, por lo que es importante considerarlo (este
fenómeno no es deseable en los vehículos convencionales). Para determinar si el vehículo se
derrapa o no, es necesario conocer la fuerza con la que el vehículo se adhiere al suelo, esta
se calcula por medio de la ecuaciones 5.6 a 5.8.

FArd = µtgNtrd (5.6)

FAri = µtgNtri (5.7)

FAr = FArd + FAri (5.8)

F.5 El bloque comparador permite determinar si el vehículo se derrapa o no, esto se realiza por
medio de la comparación de las fuerzas de adherencia contra las fuerzas producidas por la
dirección en el Roll, esto se calcula con la ecuación 4.133 y las comparación se realiza con la
ecuación 5.9.

FvR =

Fv sin (αv) si FAr < Fv sin (αv)

FAr en caso contrario
(5.9)

Este bloque solo se utiliza una vez en el simulador, por esta razón las salidas son únicamente
las mencionadas en el diagrama.

5.7 simulación del compensador de altura del chasis

La Figura 5.7 muestra el diagrama de bloques que representan el sistema de frenos, las
ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.7.5.
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Figura 5.7: Bloque del compensador de altura del chasis

Los bloques que conforman el diagrama del compensador de altura del chasis son los siguientes:

G.0 Las constantes utilizadas en el bloque del compensador de altura del chasis se enlistan en la
Tabla 5.11.

Literal Valor Unidad

dcsrdP 0.5444 m

dcsriP 0.5444 m

dcs f dP 0.79106 m

dcs f iP 0.79106 m

dcsrdR 0.42178 m

dcsriR 0.42178 m

dcs f dR 0.24684 m

dcs f iR 0.24684 m

Tabla 5.11: Constantes del bloque del compensador de altura del chasis

G.1 El bloque del compensador de la llanta delantera derecha se encuentra conformado por las
ecuaciones 4.142, 4.147 y 4.148.

G.2 El bloque del compensador de la llanta delantera izquierda se encuentra conformado por
las ecuaciones 4.143, 4.145 y 4.150.
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G.3 El bloque del compensador de la llanta trasera derecha se encuentra conformado por las
ecuaciones 4.140, 4.146 y 4.149.

G.4 El bloque del compensador de la llanta trasera izquierda se encuentra conformado por las
ecuaciones 4.141, 4.144 y 4.151.

Este bloque se explicó en el apartado correspondiente al modelo del chasis, sin embargo debido
a las entradas y salidas del mismo, se prefirió diseñar un bloque por separado. Aunque los valores
de varias constantes de la Tabla 5.11 son iguales, se manejaron como señales diferentes ya que
podrían ser diferentes para otros vehículos.

Este bloque solo se utiliza una vez en el simulador, por esta razón las salidas son únicamente
las mencionadas en el diagrama.

5.8 simulación del chasis

La Figura 5.8 muestra el diagrama de bloques que representan el modelo del chasis. Las ecua-
ciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.7.

El modelo del chasis es la parte del simulador donde se unen todos los otros sistemas pre-
viamente modelados, por esta razón es el bloque que contiene más entradas aunque es difícil
indicarlas de manera gráfica. Asi que la Tabla 5.12 las presenta agrupadas según el sistema del
que provienen.

Las entradas se agruparon de la siguiente manera:

S f d Suspensión delantera derecha

S f i Suspensión delantera izquierda

Srd Suspensión trasera derecha

Sri Suspensión trasera izquierda

CFa− f r Sistema de frenado y propulsión

CFdir Sistema de dirección.



5.8 simulación del chasis 123

Figura 5.8: Bloque del modelo del chasis
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S f d S f i

Fd f d β f d Fd f i β f i

Fbs f d ε f d Fbs f i ε f i

Fbi f d δ f d Fbi f i δ f i

(a) Suspensión delantera

Srd Sri

Fdrd αrd Fdri αri

Fbsrd δrd Fbsri δri

Fbird Fbiri

(b) Suspensión trasera

CFa− f r CFdir

Ff r f d Fa FvP

Ff r f i Vmax FvR

Ff rrd

Ff rri

(c) Sistema de freno, propul-
sión y dirección

Tabla 5.12: Entradas del chasis

Los bloques que conforman el diagrama del modelo del chasis son los siguientes:

H.0 Las constantes utilizadas en el bloque del modelo del chasis se enlistan en la Tabla 5.13.

Literal Valor Unidad

Jpitch 88.31 kg

Jroll 135.82 kg

Zoc .601 m

MV 275.35 kg

g 9.81 m/s2

dhsr 0.85101 m

dhir 0.5444 m

dhi f 0.90294 m

dhs f 0.823755 m

dd f 0.79106 m

hhsi 0.21088 m

hhi f 0.40879 m
(a)

Literal Valor Unidad

ddri 0.42178 m

ddrd 0.42178 m

dd f i 0.24684 m

dd f d 0.24684 m

dsri 0.21958 m

dsrd 0.21958 m

ds f i 0.16944 m

ds f d 0.16944 m

hhs f 0.24684 m

hd f 0.42178 m

hdr 0.21958 m

hhsr 0.16944 m
(b)

Tabla 5.13: Constantes del bloque del modelo del chasis

H.1 El bloque de cálculo de las componentes se encuentra conformado por las ecuaciones
contenidas en la Tablas 4.3, 4.4, 4.5 y 4.6.

H.2 El bloque de cálculo de las fuerzas de la suspensión para el Pitch está constituido por las
ecuaciones 4.114 a 4.120.



5.9 simulación del terreno 125

H.3 El bloque de cálculo de las fuerzas de la suspensión para el Roll está constituido por las
ecuaciones 4.122 a 4.126, 4.127, y 4.121.

H.4 En el bloque de cálculo de las fuerzas de la suspensión para la altura está constituido por la
ecuación 4.128.

H.5 En el bloque de momentos de aceleración y freno está conformado por las ecuaciones 4.130

y 4.131.

H.6 En el bloque de momentos de la dirección está compuesto por las ecuaciones 4.134 y 4.136.

H.7 En el bloque de cálculo del Pitch se emplea la ecuación 4.110.

H.8 En el bloque de cálculo del Roll se representa por la ecuación 4.111.

H.9 En el bloque de cálculo de la altura se utiliza la ecuación 4.112.

H.10 En el bloque de cálculo de la aceleración, se utiliza la ecuación 4.113. En este bloque se debe
tener la consideración especial de que la fuerza de frenado solo se aplica cuando se presenta
algún movimiento del vehículo, para esto se hace uso de la ecuación 5.12. Otra condición
que se debe tomar en cuenta es que el vehículo tiene una velocidad tope, este se aplica por
medio de la ecuación 5.10 y la ecuación 5.11 controla la fuerza de propulsión .

Flagvel =

1 si v > vmax

0 en otro caso
(5.10)

Fa =

RtWt si Flagvel = 0

0 en otro caso
(5.11)

Ff r =

Ff f d + Ff f i + Ff rd + Ff ri en otro caso

0 v = 0
(5.12)

H.11 En el bloque de peso del vehículo se encuentra conformado por las ecuaciones 4.137 a 4.139.

Este bloque solo se utiliza una vez en el simulador, por esta razón las salidas son únicamente
las mencionadas en el diagrama.

5.9 simulación del terreno

La Figura 5.9 muestra el diagrama de bloques que representan al simulador del terreno. Las
ecuaciones que modelan este sistema se explicaron en el apartado 4.8.
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Figura 5.9: Bloque del simulador del terreno

Los bloques que conforman el diagrama del simulador del terreno son los siguientes:

I.0 Únicamente se utiliza una constante en el bloque del simulador del terreno, esta se expresa
en la Tabla 5.14.

Literal Valor Unidad

deje 1590.287 mm

Tabla 5.14: Constante del bloque simulador del terreno

I.1 En el bloque de las pistas almacenadas se encuentran las señales que contienen las pistas,
tanto para la llanta derecha como para la llanta izquierda.

I.2 El bloque del convertidor, se encarga de cambiar la velocidad de km/h a m/s.

I.3 El bloque del acumulador de distancia se encarga de realizar el cálculo de la variación de
distancia por medio de la ecuación 4.152 y la sumatoria de la distancia recorrida que se
expresa en la ecuación 4.153.

I.4 Este bloque se encarga de evaluar la función del terreno de la llanta derecha en el instante t.
Esto se logra por medio de la ecuación 4.154.

I.5 Este bloque se encarga de evaluar la función del terreno de la llanta izquierda en el instante
t. Esto se logra por medio de la ecuación 4.155.

I.6 Este bloque se encarga de generar el retardo de la señal para que llegue a las llantas con una
diferencia de teje segundos, para ello se usan las ecuaciones 4.156 y 4.157.

I.7 El bloque del tiempo de simulación calcula la variacion del tiempo de simulacion ∆t.
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5.10 simulador

En este aparatado se muestra cómo se unen todos los bloques del simulador previamente
explicados. Las conexiones se muestran en la Figura 5.10. Los bloques se etiquetaron con la letra
que les corresponde.

Figura 5.10: Simulador del vehículo tipo baja SAE

Al simulador se le dejaron algunas entradas para modificar el comportamiento del vehículo,
estas se expresan en las tablas 5.15 y 5.16.
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Entrada Significado

Kd f d Constante del resorte delantero derecho

Kdrd Constante del resorte trasero derecho

Kd f i Constante del resorte delantero izquierdo

Kdri Constante del resorte trasero izquierdo

fp Fuerza del pedal

gv Posición del volante

Tabla 5.15: Entradas de control A

Entrada Significado

Bd f d Constante de amortiguación delantero derecho

Bdrd Constante de amortiguación trasero derecho

Bd f i Constante de amortiguación delantero izquierdo

Bdri Constante de amortiguación trasero izquierdo

ya Aceleracion del motor

Tabla 5.16: Entradas de control B



6
F L E X I B I L I D A D D E L M O D E L O

El modelo desarrollado anteriormente, en los capítulos 4 y 5, se realizó para un vehículo todo
terreno tipo SAE baja. Sin embargo, a este vehículo se le pueden realizar múltiples cambios para
mejorar el comportamiento del mismo, por esto al modelo se le dió la posibilidad de realizar estos
ajustes. Por otro lado, el modelo puede ser fácilmente utilizado para representar otro vehículo con
la misma mecánica básica, solamente con algunos cambios.

Este capítulo aborda los cambios que se le pueden realizar al modelo y que representa física-
mente cada uno de estos. Todos los cambios explicados en este apartado deben ser realizados en
la tabla de constantes correspondiente al sistema que se está modificando, estas tablas se explican
en el capitulo 5.

Otra cualidad que tiene el modelo es que este fue realizado de manera modular, de tal manera
que si un sistema no tiene las características necesarias, se puede reemplazar únicamente este
modulo.

6.1 flexibilidad del modelo de las llantas

El modelo realizado de las llantas del vehículo permite múltiples ajustes, todos los ajustes
realizados representan cambios físicos en las llantas.

6.1.1 Tipo de llanta

El primer cambio que se puede realizar es el reemplazo de las llantas por otro modelo de
diferente geometría, diferente tamaño y ancho, esto se logra por medio de las constantes que se
explican en la Tabla 6.1.

Literal Descripción Unidad

Dr Diámetro del rin m

Dt Diámetro de la llanta m

an Ancho de la llanta m

Tabla 6.1: Constantes de las dimensiones de la llanta

Las medidas indicadas en la Tabla 6.1 reestructuran completamente la geometría de la llanta, lo
que permite ajustarla a cualquier otro tipo de llanta. Cabe mencionar que si se cambia la geometría
de la llanta, es necesario cambiar el parámetro de la altura inicial del vehículo que se encuentra
en la tabla de constantes de la suspensión, tanto delantera como trasera, y se deben modificar la
constante incluida en la Tabla 6.2 de la suspensión correspondiente.

129
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Literal Descripción Unidad

Zot Altura inicial de la llanta m

Tabla 6.2: Constantes de las dimensiones de la llanta

6.1.2 Presión de inflado

Otro cambio que se puede realizar es la cambiar la presión de inflado de la llanta, esta se
modifica por medio de la constante expresada en la Tabla 6.3.

Literal Descripción Unidad

Pt Presión de inflado de la llanta psi

Tabla 6.3: Constantes de las dimensiones de la llanta

Es necesario recordar que existe un bloque de constantes para cada llanta, por lo tanto se puede
configurar con distintos tipos de llanta o diferentes presiones de inflado en cada llanta.

6.2 flexibilidad del modelo de la suspensión

La suspensión fue modelada para un sistema de doble horquilla y este no puede ser cambi-
ado, a menos que se remplace por completo el modulo. Para ambas suspensiones se pueden
realizar cambios en la geometría del sistema. Estos se ven reflejados en las ecuaciones obtenidas
previamente en 4.2.1 y 4.3.1, usadas para describir la geometría de cada sistema; para cualquier
cambio de geometría será necesario volver a realizar el cálculo de los ángulos de la suspensión
modificada.

6.2.1 Ajuste de la geometría de la suspensión delantera

En la suspensión delantera, la geometría básica del sistema no cambia. Sin embargo, los cambios
que se pueden realizar son: la longitud de los brazos de la suspensión, la distancia de sujeción
del amortiguador en la horquilla inferior y la altura del vehículo con el recorrido máximo de la
suspensión. Estos cambios se pueden realizar mediante las contantes mencionadas en la Tabla 6.4.

Literal Descripción Unidad

Zocd Altura inicial del vehículo m

dt Distancia total del brazo inferior m

dc Distancia media del brazo inferior m

da Distancia del punto de sujeción del amortiguador m

dr Distancia al punto de fricción m

Tabla 6.4: Constantes de la geometría de la suspensión delantera
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Nota importante: Todo cambio en las constantes de la Tabla 6.4, generan cambios en la geometría
del sistema, por lo que se deben considerar estos cambios en las ecuaciones del apartado 4.2.1.

Además de la geometría del sistema, se pueden modificar la masa no suspendida y la masa del
brazo inferior. Estas se ilustran en la Tabla 6.5.

Literal Descripción Unidad

Mt Masa no suspendida kg

Mbi Masa del brazo inferior kg

Tabla 6.5: Constantes de masa de la suspensión delantera

6.2.2 Ajuste del peso de la masa no suspendida trasera

En la suspensión trasera, debido a la geometría particular que presenta, únicamente se puede
cambiar el valor de la masa no suspendida esta se ilustra en la Tabla 6.6.

Literal Descripción Unidad

Mt Masa no suspendida kg

Tabla 6.6: Constantes de la geometría de la suspensión trasera

6.2.3 Ajuste de los amortiguadores

Se pueden ajustar las características físicas del los amortiguadores de ambas suspensiones,
para esto se puede modificar la constante de amortiguamiento o la constante de rigidez de cada
resorte, estas se ilustran en la Tabla 6.7. Se debe recordar que estas dos constantes se presentan
independientemente en cada una de las llantas del vehículo, por lo tanto cada una pueden
presentar diferentes valores.

Literal Descripción Unidad

β f d β f i βrd βri Constante de amortiguamiento kg/s

K f d K f i Krd K f i Constante de rigidez kg/s2

Tabla 6.7: Constantes de la geometría de la suspensión trasera

Donde:
β f d= Constante de amortiguamiento delantera derecha.
β f i= Constante de amortiguamiento delantera izquierda.
βrd= Constante de amortiguamiento trasera derecha.
βri= Constante de amortiguamiento trasera izquierda.
K f d= Constante de rigidez delantera derecha.
K f i= Constante de rigidez delantera izquierda.
Krd= Constante de rigidez trasera derecha.
Kri= Constante de rigidez trasera izquierda.
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6.3 flexibilidad del modelo del sistema de frenado

El sistema de frenos del vehículo puede tener ajustes para simular cambios en el tipo de terreno,
esto se representa por medio de la fricción existente entre la llanta y el suelo. También se pueden
realizar cambios para representar modificaciones físicas del sistema.

6.3.1 Ajustes físicos del sistema del sistema hidráulico

El sistema de frenos usado en el modelo es de tipo hidráulico. Se pueden realizar los sigu-
ientes ajustes en la parte hidráulica del sistema: Se puede ajustan el dinámetro de la bomba que
es activada por el pedal de frenos y el diámetro del cilindro del caliper que sujeta el disco de frenos.

Es necesario recordar que los frenos son independientes en las cuatro llantas porque se pueden
considerar diferente caliper en cada una de ellas. Aunque el modelo permite considerar diferente
bomba para cada llanta, generalmente en el sistema real se activan las llantas con la misma bomba
o se divide el sistema en una bomba para las llantas traseras y otra para las delanteras. La Tabla
6.8 indica las constantes usadas para realizar estos cambios.

Literal Descripción Unidad

Rc Radio del cilindro del caliper m

Rb Radio de la bomba de frenos m

Tabla 6.8: Constantes hidráulicas del sistema de frenos

6.3.2 Ajustes físicos al sistema mecánico

El sistema de frenos tiene los siguientes componentes mecánicos que pueden modificarse: El
pedal de frenos, este se encuentra definido por dos longitudes, la del punto donde se presiona el
pedal al punto donde el pedal gira (dp) y la longitud es del punto de giro al punto se sujeción
de la bomba (db). Aunque el modelo se podría ajustar con un pedal diferente para el freno de
cada llanta generalmente se ocupa un solo pedal para el sistema de frenado, por esto es necesario
modificar el bloque de frenado de cada llanta al mismo tipo de pedal.Otro cambio mecánico que
se puede realizar es el cambio de los discos de freno, esto se realiza por medio del radio de los
mismos. Todas las constantes mencionadas se expresan en la tabla 6.9.

Literal Descripción Unidad

dp Distancia al pedal m

db Distancia a la bomba m

Rd Radio del disco de frenos m

Tabla 6.9: Constantes mecánicas del sistema de frenos
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Literal Valor Unidad

deje Distancia entre ejes mm

Tabla 6.11: Ajuste del bloque que representa al terreno terreno

6.4 flexibilidad del sistema de propulsión

La modificación que se le puede realizar a este sistema es el cambio de la relación usada en la
transmisión fija, esto se logra por medio de la constante r f (relación fija).

6.5 masa del vehiculo

El chasis representa la mayor cantidad de la masa del vehículo, esta se puede modificar de dos
maneras, la primera es un cambio en la cantidad de masa que tiene el vehículo ya sea un aumento
o reducción de la misma; La segunda es un cambio en la distribución de la masa lo cual se ve
reflejado en los momentos inerciales de la misma. Estas constantes se expresan en la Taba 6.10.

Literal Valor Unidad

Jpitch Masa inercial en el ángulo Pitch kg

Jroll Masa inercial en el ángulo Roll kg

MV Masa del vehículo kg

Tabla 6.10: Constantes de masa del chasis

6.6 ajustes en el modelo del terreno

El terreno se puede modificar por medio de una señal, esto se mencionó anteriormente en 5.9.
Sin embargo también existen otras condiciones que se ajustan en el modelo del terreno que no
pertenecen al terreno. El primer cambio que se puede representar en el modelo del terreno es la
distancia entre ejes, esto se debe a que la distancia entre ejes influye en el retraso de la señal de
terreno existente entre ejes . Esta se ilustra en la tabla 6.11.

Otra modificación que se puede realizar es la constante de fricción de las llantas contra el
terreno, este se encuentra en el bloque del freno y se ilustra en la tabla 6.12.

Literal Valor Unidad

µtd Coeficiente de fricción del Terreno con la llanta S/U

Tabla 6.12: Ajuste de la fricción del Terreno
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7
S I M U L A C I Ó N A L A Z O A B I E RT O

Con el objetivo de validar el funcionamiento de todos los sistemas en este apartado se realiza
el análisis dinámico del modelo matemático por medio de simulaciones. Los experimentos se
dividieron de tal manera que se pudieran probar los sistemas independientemente y analizar
cómo afecta cada uno al resto del vehículo.

Los experimentos se realizaron con una combinación de valores en el resorte y amortiguador de
cada llanta, que garantiza que cuando el vehículo se encuentra en reposo los ángulos del Pitch y
Roll del chasis son iguales a cero, estos ángulos se muestran en la figura 7.1. En los experimentos
se realiza el análisis de las siguientes señales del vehículo: El ángulo del Pitch, el ángulo del
Roll, la altura del chasis, el área de contacto de las llantas, las aceleraciones del Pitch y el Roll.
La altura de cada uno de los puntos de sujeción de los amortiguadores y la altura de las llantas,
adicionalmente se grafican las señales de velocidad y de la distancia recorrida en los casos que
son necesarios.

(a) Pitch (b) Roll (c) Yaw

Figura 7.1: Ángulos del chasis

7.1 análisis del automóvil en reposo

Este experimento se realizó con el objetivo de analizar cómo se comporta el vehículo cuando se
encuentra en reposo. El experimento se realizó colocando el coche en las siguientes condiciones
iníciales:

Las llantas se encuentran en contacto con el suelo, pero no presentan ninguna compresión,
es decir, el área de contacto es mínima, tan pequeña que se puede considerar prácticamente
cero.

La suspensión se considera completamente extendida, es decir con el recorrido máximo que
puede presentar físicamente.

137
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La altura del chasis corresponde a la altura necesaria para cumplir las dos primeras condi-
ciones.

Las llantas se encuentran a una presión de 7 psi.

La constante de rigidez (K)de los amortiguadores delanteros es de 5000 y los traseros de
5315.

La constante de amortiguamiento (B) de los amortiguadores es de 2000.

En este experimento el vehículo no se encuentra en movimiento y se estabiliza en una pista
completamente plana. Esta prueba es importante ya que al inicio de cada simulación del modelo
regresa a estas condiciones iniciales y es necesario esperar a que el vehículo llegue al reposo, por
lo que no hay oscilaciones antes de iniciar el recorrido de una pista. A continuacion se muestran
los resultados de esta simulación.

La primera señal que se analizó fue el comportamiento de la altura del chasis, la cual se muestra
en la figura 7.2. El punto de referencia cero corresponde a la altura del chasis en sus condiciones
iniciales y se puede observar que se reduce la altura del chasis conforme el vehículo se estabiliza,
esto se debe a que las llantas y los amortiguadores se comprimen debido al peso del vehículo.
En este caso la altura del chasis se reduce en 123.3mm. En el caso de que se deseara una menor
compresión de los amortiguadores, se deben usar constantes de rigidez (K) más grandes, la
constante(B) no influye y si se deseara que la compresión de las llantas sea menor, se deben inflar
a mayor presión.

Figura 7.2: Altura del chasis en reposo

En la figura 7.3 se muestra la señal del ángulo Pitch. En un inicio el vehículo en condiciones
iniciales tiene un ángulo Pitch de cero. Conforme se comprimen las suspensiones, el ángulo
Pitch cambia por las diferencias de la geometría entre las suspensiones delantera y trasera. Sin
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embargo, al final el vehículo se estabiliza en un ángulo de Pitch igual a cero; esto es porque los
amortiguadores delanteros y traseros tienen diferentes valores de amortiguamiento (K,B).

Figura 7.3: Pitch del vehículo en reposo

En la figura 7.4 se puede observar el cambio en la aceleración angular del Pitch, hasta que el
vehículo llega a reposo. Esto se presenta a los 2.5 segundos, ver figuras 7.2 y7.3.

Figura 7.4: Aceleración angular del Pitch hasta llegar al reposo.

Como la suspensión denlantera derecha y delantera izquierda son iguales, la suspensión trasera
derecha es igual a la suspensión trasera izquierda y el centro de masa está alineado con respecto
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al eje y del vehículo, se espera que el ángulo del Roll y su aceleración angular sean iguales a cero
en todo momento, esto se verificó en la simulación, las señales obtenidas se muestran en la figura
7.5.

(a) Ángulo Roll (b) Aceleración angular del Roll

Figura 7.5: (a)Ángulo de Roll y su (b) aceleración angular en reposo.

Adicionalmente, se analiza el comportamiento de la altura de los puntos de sujeción de cada
uno de los amortiguadores, esto con el objetivo de visualizar la altura del chasis separando el
efecto que produce cada una de las suspensiones. En la figura 7.6 se puede observar cómo las
llantas traseras y las llantas delanteras se comportan de manera diferente, esto también influye en
el ángulo de Pitch.

Figura 7.6: Alturas de los puntos de sujeción de los amortiguadores en reposo.
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De la misma manera que la altura del chasis se reduce debido a la condición inicial del vehículo,
la altura de las llantas cambia. Las llantas en condiciones iniciales se encuentran apenas en
contacto con el suelo sin presentar ninguna compresión, una vez que inicia la simulación debido al
peso del vehículo las llantas se comprimen. La altura ala que se comprimen las llantas se muestra
en la figura 7.7. En esta podemos apreciar que las llantas delanteras se comprimen 5mm y que
las llantas traseras se comprimen 8mm porque cada una de las suspensiones tienen diferente
geometría.

Figura 7.7: Alturas de las llantas en reposo

Debido a la compresión de las llantas el área de contacto aumenta. En condiciones iniciales esta
se considera cero, conforme las llantas se comprimen esta aumenta, la figura 7.8 muestra el área
de contacto de una llanta trasera, la otra llanta trasera se comporta de la misma manera.
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Figura 7.8: Área de contacto de la llanta trasera derecha

La figura 7.9 muestra el área de contacto de una llanta delantera, la otra llanta delantera
se comporta de la misma manera. En las figuras que muestran las distintas áreas de contacto,
podemos observar que en la condición inicial el área de contacto es cero y aumenta conforme las
llantas se comprimen.

Figura 7.9: Área de contacto de la llanta delantera derecha
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Este experimento muestra cómo se estabiliza el vehículo a partir de las condiciones iníciales.
Estas condiciones se seleccionaron porque las fuerzas de las llantas y de las suspensiones son
iguales a cero y se utilizan en todas las simulaciones realizadas en este trabajo. Sin embargo antes
de realizar cualquier prueba se esperan 5 segundos para garantizar que el modelo se estabilice,
por lo tanto, para las siguientes pruebas podemos considerar que el vehículo parte de reposo. Las
condiciones del vehículo en reposo se muestran en la tabla 7.1.

Literal Descripción Valor Unidad

zc Altura del chasis -123.4 mm

θpitch Ángulo Pitch 0 °

ϕroll Ángulo Roll 0 °

θ̈pitch Aceleración angular Pitch 0 °/S

ϕ̈roll Aceleración angular Roll 0 °/S

Act f d Área de contacto de la llanta delantera derecha 104.5 cm2

Act f i Área de contacto de la llanta delantera izquierda 104.5 cm2

Actrd Área de contacto de la llanta trasera derecha 104.2 cm2

Actri Área de contacto de la llanta trasera izquierda 104.2 cm2

∆zcrd Altura del chasis en la llanta trasera derecha -123.4 mm

∆zcri Altura del chasis en la llanta trasera izquierda -123.4 mm

∆zc f d Altura del chasis en la llanta delantera derecha -123.4 mm

∆zc f i Altura del chasis en la llanta delantera izquierda -123.4 mm

∆ztrd Altura de la llanta llanta trasera derecha -4.531 mm

∆ztri Altura de la llanta llanta trasera izquierda -4.531 mm

∆zt f d Altura de la llanta llanta delantera derecha -6.009 mm

∆zt f i Altura de la llanta llanta delantera izquierda -6.009 mm

Tabla 7.1: Condiciones del vehículo en reposo

7.2 experimento de aceleración y frenado

Este experimento se realizó con el objetivo de analizar el comportamiento del vehículo al
momento de frenar y acelerar para el correcto funcionamiento de los sistemas de propulsión y
frenado. Esta simulación se realizó en una pista sin relieve, es decir, completamente plana, esto
garantiza que lo único que influye en el comportamiento de vehículo son las fuerzas generadas al
acelerar o frenar. Al inicio, el vehículo se encuentra en reposo, posteriormente se acelera a fondo
por 140 metros, luego se libera el acelerador y se pisa el freno a fondo. Esto se ilustra en la figura
7.10.
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Figura 7.10: Pista recta sin relieve para la prueba de aceleracion y frenado

Esta simulación se realizó con las condiciones iniciales del vehículo en reposo que se explicaron
en la tabla 7.1. Se utilizaron los mismos valores de constante de rigidez (K), amortiguamiento (B)
y presión de inflado que en el experimento 7.1. A continuación se muestran los resultados de la
simulación realizada.

La figura 7.11 muestra la velocidad del vehículo, en esta gráfica se observa que el vehículo
acelera de manera constante hasta que recorre 140m, después de eso desacelera debido al sistema
de frenado, (como referencia se midió la velocidad máxima Vmax). Así se verifica que los sistemas
funcionan correctamente.

Figura 7.11: Comportamiento de la velocidad del vehículo bajo los efectos de aceleración y frenado

La figura 7.12 muestra la distancia que recorre el vehículo con respecto del tiempo. Se puede
observar en la gráfica la distancia que avanza el vehículo al acelerarar, y posteriormente cuando
se alcanzan los 140 m cambia la forma de la curva hasta que el vehículo se detiene. Para poder
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comparar el resultado obtenido, se midió la distancia a la que se detiene el vehículo. Tomado en
cuenta que el vehículo empieza a frenar a los 140 metros y se detiene hasta los 193.2 m podemos
decir que con una fuerza de 180N en el pedal de freno, a una velocidad de 27.77 km, el vehículo
frena en 53.2 m. Si se quisiera frenar en una menor distancia se debería de aplicar una mayor
fuerza al pedal. Es necesario tomar en cuenta que la fuerza que se le aplica al pedal del freno
es generada por el pie del conductor y por lo tanto no puede exceder la fuerza máxima que un
humano puede ejercer.

Figura 7.12: Comportamiento de la distancia en el caso de aceleración y frenado

La figura 7.13 muestra el comportamiento de la altura del chasis, se puede observar cómo
cuando el vehículo acelera, el chasis desciende y cuando el vehículo frena el chasis, se eleva
ligeramente, estas variaciones son muy pequeñas pero se muestra que el sistema de propulsión y
el sistema de frenado influyen en el comportamiento de la suspensión. A mayores velocidades o
mayor fuerza sobre el pedal de freno, las variaciones en la altura de la suspensión serán mayores.

Figura 7.13: Comportamiento de la altura del chasis en el caso de aceleración y frenado
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A continuación se muestra en la Figura 7.14 la variación del ángulo del Pitch. En esta gráfica se
observa cómo se encuentra estabilizado el vehículo, posteriormente se presenta un decremento en
el ángulo del Pitch debido a la aceleración del vehículo, hasta que se presenta un incremento del
ángulo debido a la fuerza de frenado.

Figura 7.14: Comportamiento del Pitch para el experimento de aceleración y frenado

En la figura 7.15 se puede observar cómo se comporta la aceleración angular del Pitch. Se
generan cambios en la aceleración angular del pitch al momento de empezar a acelerar, cuando se
activa el freno y cuando el vehículo se detiene por completo, en este orden aparecen en la gráfica.

Figura 7.15: Comportamiento de la aceleración del Pitch para el experimento de aceleración y frenado

Como era de esperarse, en este caso con el suelo recto y con la dirección en línea recta, no
deberían presentarse variaciones en el ángulo y aceleración del Roll. Esto se muestra en la figura
7.16.
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(a) Comportamiento del ángulo Roll (b) Comportamiento de la aceleración del
Roll

Figura 7.16: Comportamiento del Roll para el experimento de aceleración y frenado

La altura del chasis no presenta gran cambio, sin embargo sabemos por la inclinación del
Pitch que la altura del chasis en el anclaje de cada amortiguador debió haber cambiado, estas
variaciones se muestran en la figura 7.17. Debido a la configuración de este experimento las
dos llantas traseras se comportan igual, por lo tanto solo se realizaron mediciones en una de
ellas. Como se puede observar, inicialmente el chasis en la parte trasera desciende debido a
fuerza del acelerado. Posteriormente la parte trasera se eleva al momento de aplicar al freno
y regresa a su posición original cuando el vehículo de detiene por completo. En contraste, la
suspensión delantera primero se eleva debido a la fuerza de aceleración y posteriormente se
comprime al momento del frenado, luego regresa a su posición original . Cabe mencionar que las
dos suspensiones delanteras se comportan de la misma manera.

Figura 7.17: Comportamiento de la altura del chasis para cada amortiguador en el caso de aceleración y
frenado
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Otro factor a considerar es la variación de altura de las llantas, estas se muestran en la figura
7.18. De igual manera que la altura del chasis en cada amortiguador, las llantas delanteras se
comportan igual entre sí y presentan la misma secuencia de cambios que las alturas de los
puntos de sujeción del amortiguador correspondiente. Las llantas traseras presentan también una
secuencia de cambios en el mismo orden que la altura del punto de sujeción correspondiente.

Figura 7.18: Comportamiento de las alturas de las llantas en el caso de aceleración y frenado

Por último, se presenta el comportamiento del área de contacto de cada una de las llantas,lo
que se muestra en la figura 7.19. El área de contacto se comporta de igual manera que la altura de
las llantas, tomando en cuenta esto último, únicamente se ilustra el comportamiento del área de
contacto de una llanta delantera y de una llanta trasera. El área de contacto de la llanta delantera
se reduce cuando el vehículo acelera debido a que la llanta se separa ligeramente del suelo y
cuando se activa el freno el área aumenta. En el caso de las llantas traseras, el área de contacto se
comporta de manera contraria cuando el vehículo acelera, el área aumenta y cuando el vehículo
frena el área disminuye.

(a) Área de contacto delantera derecha (b) Área de contacto trasera derecha

Figura 7.19: Comportamiento del área de contacto de las llantas en el caso de aceleración y frenado
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En este experimento se puede observar el funcionamiento de los sistema de propulsión y
frenado, también se observa que efecto presentan estos en el resto del vehículo.

7.3 análisis al momento de tomar una curva

Este experimento se realizó con el objetivo de verificar el funcionamiento del sistema de
dirección y el efecto que produce en el resto del vehículo. Con el objetivo de que el vehículo solo
perciba los efectos producidos por el sistema de dirección se realizó la simulación con una pista
plana a una velocidad constante de 10 km/h. La pista está conformada por una recta de 40 metros
seguidos de una curva de 60m con un radio de giro de 3.9m y al final otra recta de 40m. La pista
se ilustra en la figura 7.20.

Figura 7.20: Pista con curva

El vehículo parte del reposo con las condiciones iníciales que se muestran en la tabla 7.1.
Los amortiguadores delanteros tienen una constante de rigidez K=5315, los traseros tienen
una constante de rigidez K=5000 y todos tienen una constante de amortiguamiento B=2000. A
continuación se muestran los resultados obtenidos de la simulación, la Figura 7.21 muestra que
no hay cambio en la la velocidad durante todo el trayecto.
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Figura 7.21: Comportamiento de la velocidad en el experimento

Se analizó el comportamiento de la altura del chasis, con el objetivo de ver qué efecto presenta
al tomar una curva. En la figura 7.22 podemos observar cómo cambia ligeramente la altura del
chasis en el momento que empieza la curva, sin embargo, este cambio es muy pequeño.

Figura 7.22: Comportamiento de la altura del chasis al tomar una curva

Las fuerzas que se generan al tomar una curva afectan principalmente a los ángulos de
inclinación del vehículo. La figura 7.23 muestra el comportamiento del ángulo Pitch, en esta
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podemos observar cómo cambia el ángulo al momento de tomar la curva y cuándo el vehículo
sale de la curva el ángulo se estabiliza.

Figura 7.23: Comportamiento ángulo Pitch al tomar una curva

El ángulo Roll también se ve afectado por las fuerzas generadas al tomar una curva. En el caso
del Roll, el cambio del ángulo es mayor al que se produce en el Pitch, este se muestra en la Figura
7.24.

Figura 7.24: Comportamiento del ángulo Roll al tomar una curva

Ambos ángulos cambian al tomar una curva. Las fuerzas que producen este cambio son mayores
a mayor velocidad. En este experimento el vehículo viaja a 10 km/h, se puede esperar que a mayor
velocidad el cambio de los ángulos sea mayor. Ya que los ángulos del Pitch y Roll aumentan al
tomar una curva, se esperaría que las aceleraciones angulares de ambos ángulos se comportaran
de manera similar, estas se muestran en la figura 7.25.
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(a) Aceleración angular Pitch (b) Aceleración angular Roll

Figura 7.25: Aceleración angular al tomar una curva

Los cambios generados por la inclinación de los ángulos no se ven reflejados en un cambio
de altura del centro de masa, sin embargo sí afecta la altura de los puntos de anclaje de los
amortiguadores. Estas alturas se muestran en la figura 7.26. Podemos observar que el lado interno
a la curva se comprime y el lado externo se levanta, este efecto es el que puede causar que un
vehículo se vuelque al tomar una curva.

Figura 7.26: Aceleración angular al tomar una curva

De la misma manera que las alturas de los puntos de anclaje de los amortiguadores cambian,
también varia la altura de las llantas, estas se muestran en la figura 7.27.
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Figura 7.27: Aceleración angular al tomar una curva

El cambio en la altura de las llantas se ve reflejado en el área de contacto de las mismas, lo
cual puede afectar el funcionamiento del vehículo, ya que si el área de contacto se vuelve muy
pequeña se podría perder el control del vehículo. El área de contacto de las llantas delanteras se
muestra en la figura 7.28 y el área de contacto de las llantas traseras se muestra en la figura 7.29.

(a) Llanta delantera derecha (b) Llanta delantera izquierda

Figura 7.28: Área de contacto de las llantas delanteras
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(a) Llanta trasera derecha (b) Llanta trasera izquierda

Figura 7.29: Área de contacto de las llantas traseras

En este experimento se verificó el funcionamiento de la dirección al tomar una curva, así como
los efectos que se producen en el resto del vehículo. Cabe mencionar que los efectos que se
producen en el vehículo serán mayores, a mayor velocidad.

7.4 experimento topes cruzados

Con el objetivo de analizar el comportamiento de la suspensión se diseñó una pista con topes
intercalados. Con el propósito de poder analizar únicamente cómo influyen los cambios de terreno
en la suspensión, estas pruebas se realizaron a velocidad constante. La figura 7.30 muestra la pista
en tres dimensiones.

Figura 7.30: Pista de topes cruzados en 3D

La figura 7.31 muéstra los primeros 100 metros de la pista derecha con el detalle de los topes. La
pista es de una distancia total de 200 metros, que continúan con el patrón previamente explicado
en la figura 7.30. La pista de las llantas se compone de la misma manera que la de la llanta
derecha, con un desfase de 5 metros. Por esta razón, se presenta un tope exactamente a la mitad
de los topes del lado derecho.
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Figura 7.31: Pista derecha con detalle de topes cruzados

Las pistas que se usaron se muestran en la figura 7.32.

(a) Pista derecha (b) Pista Izquierda

Figura 7.32: Pista de topes cruzados
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Con el objetivo de ilustrar los resultados obtenidos, se usan los primeros 25 metros de la pista,
y la simulación se realizó con el mismo grupo de amortiguadores del experimento 7.1 a una
velocidad constante de 5km/h. Los primeros 25 metros de las pista se ilustran en la figura 7.33. El
vehículo parte del reposo con las condiciones iniciales ilustradas en la tabla 7.1 y las llantas se
tienen a una presión 7 psi.

Figura 7.33: Pista de topes cruzados 25[m]

En la figura 7.34 se muestra la velocidad del vehículo, que para este experimento se buscó que
fuera constante durante todo el trayecto.

Figura 7.34: Comportamiento de la velocidad en el caso de topes cruzados

La figura 7.35 muestra cómo aumenta la distancia recorrida por el vehículo con respecto del
tiempo. En esta gráfica se agregaron las marcas de cuando aparecen los topes del lado derecho y
los topes del lado izquierdo.
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Figura 7.35: Comportamiento de la distancia en el caso de topes cruzados

La figura 7.36 muestra cómo se comporta la altura del chasis, en esta se puede observar cómo
varia la altura del centro de masa cuando el vehículo pasa sobre un tope. Se obtienen dos picos
por cada tope sin importar de qué lado se presente, el primer pico es debido al eje delantero (eje f )

y el segundo se debe al eje trasero (ejer) . En la figura 7.36 se muestra que el cambio de altura es
generado por el eje delantero y es marcado por el eje trasero. Podemos observar, que el cambio de
altura generado por el eje delantero es de diferente magnitud que el generado por el eje trasero,
esto se debe a las diferencia en la geometría de las suspensiones. El comportamiento de un tope
se repite sin importar de qué lado sea el tope, por lo tanto aparece cuatro veces en la figura 7.36.

Figura 7.36: Comportamiento de la altura del chasis en el caso de topes cruzados

En la figura 7.37 se muestra el comportamiento del Pitch, se puede apreciar cómo cambia el
ángulo cada vez que pasa un tope, primero el ángulo decrece cuando pasa la llanta delantera por el
tope y posteriormente crece cuando pasa la llanta trasera. Igualmente se repite el comportamiento
en cada tope sin importar el lado en el que se encuentre.
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Figura 7.37: Comportamiento del Pitch en el caso de topes cruzados

La figura 7.38 muestra el comportamiento de la aceleración del Pitch, como se puede observar es
muy similar el comportamiento en cada uno de los topes. De la misma manera que el ángulo del
Pitch, la aceleración angular del pitch presenta dos cambios, uno producido por el eje delantero y
el segundo producido por el eje trasero, estos cambios se ilustran en la figura 7.38.

Figura 7.38: Comportamiento de la aceleración del Pitch en el caso de topes cruzados

En la figura 7.39 se puede apreciar el comportamiento del ángulo Roll, en esta se puede observar
cómo se inclina el vehículo al pasar un tope. El vehículo se inclina en un ángulo negativo cuando
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el tope se encuentra del lado derecho (LadoD), y positivo cuando este se encuentra del lado
izquierdo (LadoI). Cada lado presenta dos picos separados, el primero se genera cuando la llanta
delantera pasa sobre el tope y el segundo corresponde a la llanta trasera. Estos se ilustran en la
figura 7.39.

Figura 7.39: Comportamiento del Roll en el caso de topes cruzados

La figura 7.40 muestra el comportamiento de la aceleración angular del Roll. La aceleración del
Roll se comporta de la misma manera en los topes del mismo lado, y se comporta de la misma
manera pero en sentido opuesto en los topes del lado contrario. Como en el caso del ángulo del
Roll, la aceleración angular tiene dos secciones, la primera producida por el eje delantero y la
segunda producida por el eje trasero esto se ilustra en la figura 7.40.

Figura 7.40: Comportamiento de la aceleración del Roll en el caso de topes cruzados
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En la figura 7.41 se muestran los cambios que presenta la altura de los puntos de sujeción de los
amortiguadores. En esta se observa que la altura de cada punto de sujeción presentan dos cambios
diferentes: cuando el tope se encuentra en el mismo lado de las llanta (LadoM) y cuando el tope
se encuentra en el lado contrario (LadoC). A su vez, cada uno de estos presenta dos picos, uno
causado por el eje delantero y el segundo causado por el eje trasero, esto se ilustra en la figura .

Figura 7.41: Comportamiento de las alturas en la sujecion de los amortiguadores en el caso de topes
cruzados

La figura 7.42 muestra el comportamiento de la altura de las llantas. Se observa cómo cambia la
altura de la llanta al recorrer un tope y cómo cambia la altura cuando el vehículo se encuentra
con un tope del lado opuesto. De igual manera que en el caso anterior, en cada lado se presentan
dos picos el primero generado cuando el eje delantero pasa sobre el tope y el segundo cuando el
eje trasero pasa sobre el tope.
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Figura 7.42: Comportamiento de la altura de las llantas en el caso de topes cruzados

La figura 7.43 muestra los cambios en el área de contacto de las llantas delanteras. Se puede
observar cómo cambia el área de contacto conforme se lleva a cabo el trayecto, principalmente los
puntos en donde se comprime la llanta debido a los topes, así como el punto donde se pierde
contacto con el suelo. De la misma manera que en la altura de las llantas, se deben analizar dos
casos: Cuando la llanta pasa sobre el tope y cuando el tope se encuentra en el lado contrario a la
llanta.

En el caso cuando la llanta se encuentre del mismo lado del tope (cuando el eje delantero se
encuentra sobre el tope), se comprime por lo tanto el área de contacto aumenta, al llegar al punto
más alto, la llanta cae y por un instante pierde el contacto con el suelo. Por otro lado, cuando el
eje trasero se encuentra en contacto con el tope la llanta delantera, se levanta y reduce su área de
contacto hasta que la llanta trasera desciende del tope.

Para el caso de que el tope se encuentre del lado contrario a la llanta, (cuando el eje delantero
se encuentra sobre el tope), esta se levanta perdiendo contacto con el suelo. En el caso de que el
eje trasero se encuentre sobre el tope, genera que la llanta reciba mas peso del vehículo y por lo
tanto su área de contacto aumente.
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Figura 7.43: Comportamiento del área de contacto en el caso de topes cruzados

Como en el caso del área de contacto de la llanta delantera, la llanta trasera se debe analizar
en dos casos: cuando el tope se encuentra en el mismo lado que la llanta y cuando el tope se
encuentra del lado contrario. Estas se comportan de manera similar al área de contacto de las
llantas delanteras la grafica de esta se muestra en la figura 7.44.

Figura 7.44: Comportamiento del área de contacto en el caso de topes cruzados

En este experimento se puede corroborar cómo se comporta la suspensión y cómo el trabajo de
esta afecta al chasis y sus diferentes ángulos.
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7.5 análisis de la relación existente entre confort y maniobrabilidad

En la literatura se ha discutido ampliamente que existe un compromiso entre el confort del
pasajero y la maniobrabilidad del vehículo. El conflicto presente entre estas dos funciones princi-
pales de la suspensión, no se ha podido analizar correctamente en los modelos convencionales
que, si bien ofrecen una alternativa para medir el confort del pasajero, no ofrecen un método de
corroborar la maniobrabilidad del vehículo. Por esa razón el modelo propuesto en este trabajo
buscó una manera medible de analizar tanto el confort como la maniobrabilidad del vehículo.

Para realizar un análisis del compromiso existente entre el confort y la maniobrabilidad de un
vehículo que cuenta con una suspensión pasiva. Se realizaron simulaciones con amortiguadores
con diferente rigidez y se varío la constante de amortiguamiento. La rigidez del amortiguador se
considero diferente para la suspensión delantera y la suspensión trasera, de tal manera que se
garantiza que el vehículo se encuentra nivelado (verificando que el ángulo del Pitch sea cero).

7.5.1 Análisis del confort

Para el análisis del confort se consideró la variación de la altura del chasis y la aceleración
presente en el mismo. Las figuras que se muestran a continuación fueron realizadas con amor-
tiguadores delanteros con una rigidez K =5315 y la suspensión trasera con una rigidez K = 5000.
Estas simulaciones se realizaron con los dos primeros topes de la pista de topes cruzados del
experimento 7.4, esta pista se ilustra en la figura 7.30 y se consideró el vehículo a velocidad
constante de 5 km/h .

A continuación se muestra cómo se comporta la altura del chasis cuando se mantiene la misma
rigidez pero varía la constante del amortiguador. El resultado de este experimento se dividió, las
figuras 7.45 y 7.46 la tabla de datos de la gráfica muestra los diferentes valores de la constate (B)
de amortiguación.

La figura 7.45 muestra cómo para valores bajos de amortiguación B, el vehículo presenta
múltiples oscilaciones y de gran amplitud. Conforme el valor de la constante de amortiguamiento
aumenta, la amplitud y número de oscilaciones se reduce hasta un mínimo que se obtiene con una
B = 2000. En contraste en la figura 7.46 se muestra cómo conforme continúan creciendo los valores
de la constante de amortiguamiento B, a valores superiores a 2000, se vuelven a incrementar
las oscilaciones y la amplitud de estas. La diferencia principal que tiene el incremento de las
oscilaciones debido a valores grandes de amortiguamiento en comparación a la prodicida por
valores pequeños, es que las oscilaciones que se producen con valores bajos de amortiguamiento
son un movimiento continuo de la suspensión, y las producidas por los valores altos son generadas
por rebotes del vehículo.
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Figura 7.45: Altura del vehículo para valores bajos de constantes de amortiguación
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Figura 7.46: Altura del vehículo para valores altos de constantes de amortiguación
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Se pueden apreciar dos picos, el primero se presenta cuando la suspensión delantera pasa por el
tope y el segundo se genera cuando la suspensión trasera pasa por el mismo tope. Como se pudo
observar en el espectro de valores de amortiguamiento, el que obtiene el mejor resultado es el
valor de B = 2000, los valores inferiores y superiores presentan oscilaciones de mayor magnitud,
por esto podemos decir que el valor óptimo de amortiguamiento para el confort es el valor de
B = 2000. Se realizaron mediciones de la amplitud del primer pico inferior y del primer pico
superior, generados después de que la llanta trasera pasara por el tope, así como del número de
oscilaciones presentes en cada caso. Estas mediciones se ilustran en la tabla 7.2.

Amortiguamiento B Pico inferior [mm] Pico superior [mm] Oscilaciones

100 47 37.77 3

500 20.9 5.6 2

1000 8.6 0 1

1500 4.8 0 0

1700 4.3 0 0

1800 4.2 0 0

2000 4.2 0 0

2200 5.3 2.6 0

2400 5.5 2.2 1

2600 5.7 1.3 1

5000 2.4 16.3 3

7000 0.7 29.61 5

20000 15.2 61.38 6

Tabla 7.2: Medidas de altura del chasis para múltiples valores de amortiguamiento

7.5.2 Análisis de maniobrabilidad

Por otro lado, es necesario analizar el efecto que presenta la maniobrabilidad del vehículo con los
cambios en la constante de amortiguamiento, para esto se cuenta con el modelado de la llanta, que
indica su área de contacto. El área de contacto tiene una relación directa con la maniobrabilidad,
ya que el correcto contacto de las llantas del vehículo permite el buen funcionamiento de la
dirección y del sistema de frenos. Las figuras 7.47 y 7.48 muestran el comportamiento del área de
contacto de la llanta delantera, cuando el tope se encuentra del mismo lado que la llanta. Con el
objetivo de comprender esto último, es necesario recordar que la pista usada en este experimento
está compuesta por topes que alternan lado, primero se encuentra un tope del lado derecho y
posteriormente uno del lado izquierdo, estas figuras muestran el comportamiento de las llantas
delanteras cuando el tope se encuentra en el mismo lado de la llanta.
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Figura 7.47: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del mismo lado para valores bajos de B
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Figura 7.48: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del mismo lado para valores altos de B
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El comportamiento que se presenta en el intervalo que inicia a los 3.88s y termina a los 4.84s, se
presenta cuando la llanta delantera se encuentra en contacto con el tope, de los 4.84s en adelante
es resultado de que la llanta trasera del mismo lado se encuentre en contacto con el tope.

La figura 7.47 muestra cómo se comporta el área de contacto para valores bajos de la constante
de amortiguación B. Por otro lado, la figura 7.48 muestra cómo se comporta el área de contacto
para valores de amortiguación superiores a los 2000.

Con el objetivo de generar una medida de maniobrabilidad se consideró que el área de contacto
inferior a 10cm2 es insuficiente para el correcto funcionamiento del sistema de frenado, por esa
razón se realizó la medición de los intervalos de tiempo que se encuentran debajo de los 10cm2,
estas se muestran en la tabla 7.3 donde se reporta el valor total del intervalo de tiempo que la
llanta se encuentra debajo del área crítica y el número de intervalos en los que estuvo debajo del
área .

Amortiguamiento B Tiempo del área crítica [s] Número de intervalos

100 0.048 4

500 0.051 4

1000 0.041 4

1500 0.11 2

1700 0.122 1

1800 0.122 1

2000 0.124 1

2200 0.142 1

2400 0.234 2

2600 0.267 2

5000 0.582 2

7000 0.665 6

20000 1.806 12

Tabla 7.3: Tabla de tiempos debajo del área crítica en la llanta delantera del mismo lado del tope para
distintas B

De la misma manera que se obtuvo el comportamiento de la llanta delantera cuando esta pasa
sobre el tope, se graficó el comportamiento de la llanta trasera, este se muestra en las figuras 7.49

y 7.50. De los 3.88s a 4.84s es el comportamiento cuando la llanta delantera del mismo lado pasa
sobre el tope y de los 4.84s en adelante es cuando la llanta trasera pasa sobre el mismo tope.

La figura 7.49 muestra cómo se comporta el área de contacto para valores bajos de la constante
de amortiguación B. Por otro lado, la figura 7.50 muestra cómo se comporta el área de contacto
para valores de amortiguación superiores a los 2000.



170 simulación a lazo abierto

Figura 7.49: Área de contacto de la llanta trasera con el tope del mismo lado para valores bajos de B
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Figura 7.50: Área de contacto de la llanta trasera con el tope del mismo lado para valores altos de B
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De la misma manera que en la llanta delantera, se consideró que un área inferior a los 10cm2 es
insuficiente y se realizaron las mediciones de los tiempos en los que la llanta tiene un área inferior,
estas se muestran en la tabla 7.4.

Amortiguamiento B Tiempo del área crítica [s] Número de intervalos

100 0.38 3

500 0.168 2

1000 0.208 2

1500 0.246 2

1700 0.283 1

1800 0.266 1

2000 0.268 1

2200 0.274 1

2400 0.334 1

2600 0.303 1

5000 0.375 3

7000 0.679 4

20000 1.33 10

Tabla 7.4: Tabla de tiempos debajo del área crítica en la llanta trasera del mismo lado del tope para distintas
B

Como se puede observar en las tablas 7.3 y 7.4, conforme la constante de amortiguamiento,
aumenta el tiempo en que la llanta se encuentra debajo del área critica. Por lo tanto, el vehículo se
vuelve menos maniobrable conforme la constante de amortiguamiento aumenta.

Es necesario analizar qué sucede cuando el tope se encuentra en la llanta del lado contrario.
Es decir, analizar el comportamiento de la llanta derecha cuando el tope se encuentra del lado
izquierdo. Las figuras 7.51 y 7.52 muestran el comportamiento de la llanta delantera derecha
cuando el tope pasa por las llantas izquierdas, después de 7.35s a 8.58s es cuando el tope se
encuentra en la llanta delantera izquierda, posteriormente del instante 8.58s en adelante es cuando
la llanta se encuentra en la llanta trasera izquierda.

Igualmente que en los casos anteriores, los valores de la constante de amortiguamiento se
dividieron en dos graficas. Los valores de amortiguamiento inferiores a 2000 se ilustran en la
figura 7.52 y los superiores se ilustran en la figura 7.52.



7.5 análisis de la relación existente entre confort y maniobrabilidad 173

Figura 7.51: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del lado contrario para valores bajos de B
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Figura 7.52: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del lado contrario para valores bajos de B
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De la misma manera que en los casos anteriores, se realizaron las mediciones del tiempo en el
que el área de contacto se encuentra debajo de los 10cm2, estos se ilustran en la tabla 7.5.

B Tiempo del área crítica [s] Intervalos

100 0.189 4

500 0 1

1000 0.132 1

1500 0.29 1

11700 0.31 1

1800 0.329 1

2000 0.335 1

2200 0.357 1

2400 0.364 1

2600 0.383 1

5000 0.748 2

7000 0.814 2

20000 1.326 6

Tabla 7.5: Tabla de tiempos debajo del área crítica en la llanta delatera del lado contrario del tope para
distintas B

Para completar el análisis del comportamiento del área de contacto cuando el tope se encuentra
del lado contrario, es necesario considerar las llantas traseras, este se ilustra en las figuras 7.51 y
7.52. En estas figuras se observa que, de 7.35s a 8.58s es cuando el tope se encuentra en la llanta
delantera izquierda y despues de 8.58s instante en adelante es cuando se encuentra el tope en la
llanta trasera izquierda.
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Figura 7.53: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del lado contrario para valores bajos de B
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Figura 7.54: Área de contacto de la llanta delantera con el tope del lado contrario para valores bajos de B
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De la misma manera que en los casos anteriores, se realizaron las mediciones del tiempo en el
que el área de contacto se encuentra debajo de los 10cm2, estos se ilustran en la tabla 7.6.

Amortiguamiento B Tiempo del área crítica [s] Número de intervalos

100 0.31 2

500 0 1

1000 0 1

1500 0.013 1

11700 0.068 1

1800 0.086 1

2000 0.108 1

2200 0.128 1

2400 0.169 2

2600 0.224 2

5000 0.39 2

7000 0.453 2

20000 1.426 10

Tabla 7.6: Tabla de tiempos debajo del área crítica en la llanta delatera del lado contrario del tope para
distintas B

Los resultados obtenidos al analizar el comportamiento de las llantas en cada uno de los
posibles casos muestran cómo conforme el valor de amortiguamiento aumenta, la maniobrabilidad
disminuye, lo cual se refleja en reducción del área de contacto.

7.5.3 Compromiso entre confort y maniobrabilidad

En este experimento se realizó el análisis de dos funciones de la suspensión, el confort y la
maniobrabilidad. Para ello se fijó el valor de rigidez del resorte (K) y se varió el valor de la
constante de amortiguamiento (B). Se puede observar en las medidas de la tabla 7.2, que conforme
aumenta el valor de la constante de amortiguamiento (B), se reducen las oscilaciones del chasis, lo
cual es una clara mejora del confort, esto continúa hasta alcanzar el valor de B=2000, después de
esto, conforme aumenta el valor de amortiguamiento aumentan las oscilaciones.

En contraste, para el caso de la maniobrabilidad podemos observar en las tablas, que conforme
la constante de amortiguamiento aumenta, el tiempo en que el vehículo no tiene el correcto
contacto con el terreno también aumenta, lo que a su vez representa una disminución en la
maniobrabilidad y seguridad del vehículo.

Tomando esto en cuenta se pueden determinar dos restricciones en una suspensión pasiva:
La primera es que hay un valor de constante de amortiguamiento máximo, ya que después de
este, el confort y la maniobrabilidad se ven reducidos; la segunda es que se puede observar cómo
conforme el confort aumenta, la maniobrabilidad se reduce, lo cual es la problemática principal



7.6 análisis de la relación entre la constante de rigidez y la constante de amortiguamiento 179

de las suspensiones pasivas.

Este experimento demuestra cómo el modelo es capaz de proporcionar un medio para medir,
tanto confort como maniobrabilidad y representa correctamente el compromiso existente entre
estas dos funciones de la suspensión.

7.6 análisis de la relación entre la constante de rigidez y la constante de

amortiguamiento

En el experimento 7.5 se demostró que existe un compromiso entre el confort y la maniobrabili-
dad del vehículo, para esto se realizó un análisis con una rigidez fija (K) y se varió la constante de
amortiguamiento (B), por ello es necesario determinar si existe alguna relación entre la rigidez y
la constante de amortiguamiento.

Con el objetivo de determinar si existe una relación entre la rigidez y la constante de amor-
tiguamiento, se realizó el siguiente experimento, que consiste en recorrer la pista de topes cruzados
que se ilustra en la Figura 7.30 a una velocidad constante de 5km/h . Se realizaron múltiples
recorridos cambiando la rigidez del amortiguador con cuatro valores diferentes de amortiguamien-
to. Para poder comparar los resultados se realizaron mediciones de las dos condiciones que se
analizaron en el experimento 7.5, la altura de la masa suspendida y el área de contacto de las
llantas. Las Tablas 7.7 y 7.8 muestran las mediciones de las alturas del vehículo para diferentes
constantes de rigidez para los amortiguadores.

AmortiguamientoB Pico inferior [mm] Pico superior [mm] Número de oscilaciones

1700 4.3 0 1

2000 4.2 0 1

2200 4.2 0 0

2500 4.6 1.4 2

(a) Rigidez delantera 5315 y trasera 5000

AmortiguamientoB Pico inferior [mm] Pico superior [mm] Número de oscilaciones

1700 5.9 0 1

2000 5.58 0 1

2200 5.19 1.42 2

2500 5.56 0.9 2

(b) Rigidez delantera 7600 y trasera 7000

Tabla 7.7: Mediciones de altura del vehículo con amortiguador de diferente rigidez I
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AmortiguamientoB Pico inferior [mm] Pico superior [mm] Número de oscilaciones

1700 8.47 0.07 2

2000 8.02 1.34 2

2200 7.72 0.53 2

2500 7.39 1.18 3

(a) Rigidez delantera 12410 y trasera 11000

AmortiguamientoB Pico inferior [mm] Pico superior [mm] Número de oscilaciones

1700 10.94 8.3 2

2000 9.97 6.81 2

2200 9.87 6.67 2

2500 9.32 6.82 3

(b) Rigidez delantera 17300 y trasera 15000

Tabla 7.8: Mediciones de altura del vehículo con amortiguador de diferente rigidez II

Se puede observar en las mediciones expresadas en las tablas 7.7 y 7.8, cómo se presenta el
mismo comportamiento que en el experimento 7.5. Para valores inferiores y superiores a 2000 de la
constante de amortiguamiento B, se presentan oscilaciones de mayor amplitud y en mayor número.

Con esto podemos determinar que no existe una relación entre la rigidez y la constante de
amortiguamiento en cuestiones de confort. Esto se debe a que sin importar qué rigidez presente el
amortiguador, los mejores resultados se presentan en los valores cercanos a B = 200.
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C O N C L U S I O N E S

Se realizó una investigación exhaustiva de los modelos de sistemas automotrices encontrados en
la literatura. Estos se explicaron a mas detalle en el capitulo 2. Esta investigación se realizó con el
objetivo de determinar cuáles son los modelos matemáticos más completos que se han desarrollado
hasta el momento y cuáles son sus características para posteriormente ser comparados con el
modelo desarrollado en este trabajo. Los modelos más completos encontrados en esta investigación
se enlistan en la tabla 8.1.

Sistema Modelo Sección Referencia

Suspensión Modelo de suspensión de carro completo 2.1.1.3 [14]

Frenos Modelo de medio carro del sistema de frenos 2.2.1 [42]

Carro completo El modelo de carro completo 2.5 [29]

Tabla 8.1: Modelos encontrados en la literatura

En el capítulo 4 se explicó a detalle el modelo matemático desarrollado en este trabajo. Las
características que este modelo tiene se enlistan a continuación.

1. Modelo de la suspensión de carro completo que considera: La geometría del sistema, la
altura del chasis, la altura de cada uno de los puntos de sujeción de los amortiguadores, el
ángulo Pitch, el ángulo Roll, y sus respectivas aceleraciones.

2. Modelo de las llantas que considera: La geometría de las llantas, la presión de inflado, la
compresión de las llantas y el área de contacto de las llantas con el suelo.

3. Modelo del sistema de frenos que considera: el pedal, el sistema hidráulico, el sistema de
disco de frenos, La posibilidad que las llantas se bloquen y las interacciones de este sistema
con el resto del vehículo.

4. Modelo del sistema de propulsión que considera: Modelo del motor, modelo del acelerador,
modelo del sistema de trasmisión, tracción de la llanta contra el suelo y las interacciones de
este sistema con el resto del vehículo.

5. Modelado del sistema de dirección que considera: El modelo del volate, sistema de cremallera
piñón, geometría de la dirección y las interacciones de este sistema con el resto del vehículo.

6. Modelado del chasis: en este modelo se consideran las interacciones de todos los sistemas,
este representa el cuerpo del vehículo.

El modelo desarrollado en este trabajo tiene múltiples mejoras con respecto a los encontrados en
la literatura. En la tabla 8.2 se muestra una comparación entre el modelo desarrollado en este
trabajo y el modelo de carro completo desarrollado por Németh [29].

183



184 conclusiones

Sistema Modelo de Németh Modelo desarrollado en este trabajo

Propulsión

Modelo termodinámico y químico de motor Modelado del motor por medio de curvas de comportamiento

Modelado dinámico de la trasmisión Modelado dinámico de la trasmisión

Modelado del acelerador

Frenos

Modelo del sistema de frenos Modelo del sistema de frenos de carro completo

de cuarto de carro lineal Frenos independientes para cada llanta

Modelo del sistema mecánico de los frenos

Suspensión
Modelo de carro completo no lineal Modelo de carro completo no lineal

Modelo de la geometría de las suspensiones

Dirección

Modelado de los ángulos de las llantas Modelado de la geometría de la dirección

con respecto a los ángulos del volante (Torreta, cremallera-piñón, ángulos de las llantas)

Modelado de las fuerzas que se transmiten al chasis

Chasis
Únicamente como parte de la suspensión Modelo completo considerando las fuerzas de los sistemas:

Suspensión, dirección, frenos y propulsión

Llantas
Modelo considerado como resorte Modelo de la geometría de la llanta

usado en la suspensión Se considera la presión de inflado

Tabla 8.2: Comparación entre modelos

Con el trabajo realizado se obtuvo un modelo matemático completo de un vehículo todo terreno,
con muchas mejoras con respecto a los ya existentes en la literatura. La principal mejora que este
modelo presenta es que considera las interacciones existentes entre los diferentes sistemas del
vehículo.

Con el objetivo de generar las señales necesarias para probar el comportamiento del modelo
matemático se diseñó un simulador capaz de representar diferentes pistas o terrenos. Este se
explicó anteriormente a más detalle en las secciones 4.8 y 5.9. Este simulador permite representar
prácticamente cualquier pista, únicamente se requiere generar una señal discreta de la pista. El
simulador de terreno se encuentra vinculado a la velocidad del vehículo, de tal manera que
el terreno se va presentado en las llantas de acuerdo a la velocidad que presenta el vehículo.
También contempla la distancia a la que se encuentran desfasados el eje frontal y el eje trasero.
Este simulador permite representar el suelo como una señal en las llantas, pero esta señal se
presenta de acuerdo a la velocidad del vehículo.

El modelo matemático se programó en el software científico Matlab ®con el objetivo de analizar
su funcionamiento. La metodología seguida para crear el simulador se explicó a detalle en el
capitulo 5. Se realizaron múltiples simulaciones para poner a prueba el modelo matemático, estas
se explican a detalle en el capitulo 7. En estas simulaciones se pueden observar cómo afectan
los sistemas de dirección, propulsión y frenado al comportamiento del vehículo. También, la
importancia de considerar la geometría de la suspensión y cómo esta es muy importante para
determinar el comportamiento del vehículo.
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Se puede realizar un sistema de representación grafica para permitir al usuario controlar la
dirección, freno y propulsión del vehículo porque, aunque en este momento se pueden controlar
estos parámetros del vehículo no se puede hacer en tiempo real ya que el usuario no ve los
cambios presentes en la pista

El modelo presentado en este trabajo fue diseñado con el objetivo de probar diferentes sistemas
de control automotriz, como es el caso de las suspensiones activas, los frenos ABS, dirección
asistida, trasmisión automática, entre otros.

Otro sistema de control automotriz que se podría poner a prueba en este modelo, es el sistema
de inyección electrónica de combustible. Sin embargo para realizar esto, es necesario realizar el
modelo termodinámico y químico del motor de combustión en cuestión.

También se puede realizar diseño de un sistema de frenos ABS ya que este se puede poner a
prueba fácilmente en el modelo, en este tipo de sistemas se controla la presión de los calipers por
medio de pulsos, esto se puede simular en el modelo realizando pulsos a diferentes frecuencias
de la presión ejercida por los frenos.

En resumen, como continuación de este proyecto se pueden realizar los siguientes trabajos:

Modelo termodinámico del motor.

Diseño de un ambiente grafico para el simulador.

Diseño de una suspensión activa.

Diseño de un sistema de dirección asistida.

Diseño de un sistema te transmisión automática.
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Tabla de mediciones de los ángulos de la dirección medidos en SolidWorks.
Las mediciones de los ángulos de la suspensión se realizaron en el software de diseño Solid-

Works. Este software permite agregar cotas para medir las distancias existentes entre los diferentes
componentes de un sistema. Para el caso de la dirección se midieron los ángulos a los que giran
las llantas. El ángulo medido se ilustra en la figura 9.1, en esta el ángulo medido es de 90.01°.

Figura 9.1: Ángulo de la dirección medido en SolidWorks

Para obtener un polinomio que represente el comportamiento de la dirección, se midieron los
ángulos de las llantas durante el recorrido de la cremallera. Cuando la cremallera está centrada
ambos ángulos son de 90°, conforme se desplaza la cremallera las llantas se inclinan en la figura
9.2, podemos observar la inclinación de ambas llantas.
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Figura 9.2: Ángulo de la dirección medido en SolidWorks

Además del ángulo, se midió el desplazamiento correspondiente en la cremallera la distancia
que se midió se muestra en la figura 9.3.

Figura 9.3: Distancia medida en la cremallera

En las tablas 9.1 y 9.2 se muestran las mediciones obtenidas.
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Distancia de la cremallera mm Ángulo de la llanta en °

64.48 135.404

67.06 139.953

67.9 141.456

68.75 142.965

69.56 144.468

70.38 145.977

71.19 147.48

72 148.99

72.8 150.478

73.61 151.995

75.4 153.505

75.19 155.008

75.99 156.525

76.77 158.036

77.56 159.553

78.34 161.063

79.11 162.574

79.87 164.063

80.65 165.58

81.42 167.091

82.19 168.616

82.96 170.133

84.49 173.183

85.25 174.694

86.01 176.198

86.76 177.709

87.51 179.205

88.27 180.723

89.02 182.234

89.78 183.745

90.52 185.234

Tabla 9.1: Medidas del ángulo de la dirección menores a 90°
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Distancia de la cremallera mm Ángulo de la llanta en °

91.28 186.752

91.27 186.731

92.01 188.235

93.53 191.264

94.28 192.79

95.03 194.294

95.79 195.812

96.54 197.309

97.29 198.82

98.04 200.317

98.8 201.828

99.56 203.347

100.32 204.858

101.08 206.369

101.84 207.881

102.61 209.399

103.37 210.904

104.14 212.425

104.92 213.941

105.68 215.431

106.45 216.942

107.23 218.454

108.01 219.973

108.8 221.491

109.59 223.01

110.37 224.515

111.16 226.019

111.95 227.531

113.56 230.569

115.18 233.592

117.63 238.12

Tabla 9.2: Medidas del ángulo de la dirección mayores a 90°
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