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Resumen 

Nota: El español no es la lengua natal del autor. 

El objetivo de esta investigación es el desarrollo de un método numérico que permite 

ahorrar los recursos de la máquina al solucionar el problema de transporte de masa en 

medios complejos infinitos. El enfoque presentado en el trabajo se basa en la construcción 

de condiciones de frontera artificiales (CFAs) locales en el marco de la técnica de escisión 

(o bien, separación; inglés: splitting) por procesos físicos. 

Para construir las CFAs se supone que la región de interés contiene varias heterogeneidades 

y fuentes, mientras que en el dominio exterior la ecuación admite la solución analítica. El 

uso de las técnicas de descomposición de dominio y escisión por coordenadas conduce a las 

CFAs de una alta precisión, que se utilizan para solucionar el problema de advección-

difusión-reacción en un dominio convexo con una frontera artificial suave a trozos. 

Se prueba que los problemas de frontera correspondientes están bien planteados, se 

demuestra que se tiene la convergencia de la solución numérica a la exacta, se presentan 

estimaciones de errores de las soluciones. Los resultados numéricos confirman el estudio 

teórico. 
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Abstract 

The objective of this research is the development of a numerical method that permits to 

save computer resources when solving the mass transportation problem in complex 

inhomogeneous media. The approach presented in the thesis is based on the construction of 

local artificial boundary conditions (ABCs) within the framework of splitting by physical 

processes (also known as time splitting). 

To construct the ABCs it is supposed that the region of interest contains various 

inhomogeneities and sources, while in the exterior domain the problem admits the 

analytical solution. The use of domain decomposition and splitting by coordinates (or 

dimensional splitting) leads to highly accurate ABCs which are used for solving the 

advection-diffusion-reaction equation in an arbitrary convex domain with a piecewise 

smooth artificial boundary. 

It is proved that the corresponding boundary value problems are well-posed; it is 

demonstrated that the numerical solution converges to the exact one; estimates for the 

errors are derived. The results of the numerical experiments confirm the theoretical study. 
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Introducción 

Motivación 

Al estudiar varios problemas de física matemática, generalmente las soluciones en algún 

dominio finito son de interés práctico. Sin embargo, en muchos casos las condiciones sobre 

la frontera de este dominio son desconocidas. 

El enfoque más sencillo es colocar la frontera del dominio lo suficientemente lejos 

para que su influencia en la solución del dominio de interés sea insignificante, y usar allá la 

condición en el infinito (generalmente se impone cero). Obviamente, la desventaja principal 

de este enfoque es lo costoso que resulta, en particular, por el tiempo de cómputo invertido 

en la búsqueda de una solución fuera del dominio de interés. Para disminuir los costos 

computacionales se puede usar la técnica de mallas anidadas cuando la solución se 

recalcula consecuentemente de una malla más burda a otra más fina. Sin embargo, este 

procedimiento causa errores considerables, especialmente al solucionar problemas no 

estacionarios. 

Desde los años 1970’s se han venido desarrollando métodos de construcción de 

condiciones de frontera artificiales (CFAs1) [50, 120]. Al construir las CFAs se supone que 

los parámetros de la ecuación fuera del dominio de interés son constantes y las fuentes 

están ausentes. Esta simplificación permite encontrar la solución analítica (puede ser, 

aproximada) y usarla para construir las condiciones de frontera. 

Los métodos de construcción de las CFAs se pueden clasificar en dos grupos: 

globales y locales. 

Los del primer grupo, llamados globales, conducen a las CFAs exactas, pero éstas 

casi siempre son irrealizables desde el punto de vista numérico. La causa de esto último 

consiste en que las CFAs globales se obtienen mediante transformadas integrales (de 

Fourier, de Laplace) y por eso se representan en forma de una relación integral no local. 

Además, algunos de estos métodos son bastante exigentes en la forma de frontera artificial. 

                                                 
1 En la literatura en inglés frecuentemente se puede encontrar la abreviatura ABCs, Artificial Boundary 

Conditions. 
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Los del segundo grupo, llamados locales, son, al contrario, algorítmicamente más 

sencillos y a veces no son tan exigentes en la forma de la frontera. Sin embargo, para 

muchos problemas la precisión de estos métodos no es aceptable. En esta conexión hay que 

destacar que para las ecuaciones diferenciales que describen varios procesos físicos, en 

particular, para la ecuación de advección-difusión-absorción2, se requieren otras técnicas de 

construcción de las CFAs, a saber, las que tienen en cuenta las características específicas de 

cada uno de los procesos físicos. Por el momento tales CFAs no existen en la literatura. 

Esto determina la actualidad del tema de la tesis. 

Objetivo del trabajo 

El objetivo del trabajo es el desarrollo de un método de construcción de CFAs locales para 

la solución numérica de la ecuación bidimensional de advección-difusión-absorción en un 

dominio convexo arbitrario con una frontera artificial suave a trozos. 

Metas de investigación 

1) Construir familias de operadores diferenciales que se adecuarían al comportamiento 

real de la solución en los puntos de la frontera artificial. 

2) Investigar los casos de buen planteamiento de los problemas de frontera obtenidos 

mediante los métodos del análisis funcional. 

3) Evaluar teóricamente los errores de las soluciones. 

4) Hacer experimentos numéricos para confirmar la funcionalidad del método 

propuesto para valores básicos de los parámetros de la ecuación señalada. 

5) Hacer experimentos numéricos para demostrar la eficacia del enfoque de las CFAs 

para reducir el tiempo de cómputo. 

Divulgación del trabajo 

Los resultados de las investigaciones han sido presentados en congresos internacionales 

específicos sobre el análisis numérico en Dundee, Reino Unido3 (Numerical Analysis 

                                                 
2 A veces esta ecuación se llama ecuación de advección-difusión-absorción o ecuación de transporte de 

masa. 
3 Beca de la Universidad de Dundee. 



 6 

2001), los métodos de descomposición en Cocoyoc, México (Domain Decomposition 14, 

2002) y Berlín, Alemania4 (Domain Decomposition 15, 2003), y los métodos matemáticos 

en geofísica en Novosibirsk, Rusia (Mathematical Methods in Geophysics 2003). Un 

informe técnico fue presentado en el Congreso Internacional en Computación (CIC2002), 

México D.F., México. Sobre el tema de la tesis han sido preparados 9 trabajos. 

Volumen y estructura de la tesis 

El trabajo consta de una introducción, tres capítulos y una conclusión, contiene 140 

páginas, 34 figuras, 18 tablas, una lista de bibliografía de 124 posiciones y un glosario. 

En el primer capítulo se describen los métodos existentes para la construcción de las 

condiciones de frontera artificiales. Se hace su análisis comparativo y se consideran las 

ventajas y desventajas de varios enfoques. 

El segundo capítulo es el principal en el trabajo. Aquí se describe el método 

propuesto de construcción de las CFAs para la solución numérica de la ecuación 

bidimensional de advección-difusión-absorción en un dominio convexo con una frontera 

suave a trozos. 

El tercer capítulo muestra los resultados de los experimentos numéricos que 

confirman la funcionalidad y eficacia del método propuesto. 
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El autor agradece profundamente a su asesor, Prof. Dr. Mikhail Alexandrov, por sus 

sugerencias en el tema y la oportunidad de preparar la tesis. El trabajo se basa 

particularmente en los resultados científicos obtenidos por el Dr. Alexandrov en la 

colaboración con el Prof. Dr. Mikhail Yudin, cuyos consejos valiosos se reconocen con 
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4 Beca de la Universidad Libre de Berlin. 
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Capítulo 1 

ESTADO DEL ARTE 

Este capítulo está dedicado a la sinopsis de métodos existentes de construcción de 

condiciones de frontera artificiales en el marco de solución de varios problemas de física 

matemática. Al describir los métodos se supone que las ecuaciones admiten la solución 

analítica. 

1.1 Métodos de construcción de las CFAs globales 

En el trabajo de Halpern [66] el problema de construcción de condiciones de frontera 

artificiales se considera con respecto a la ecuación de advección-difusión. Usando el 

método de transformadas integrales, la autora halla la solución de la ecuación en el espacio 

dual en forma de combinación lineal de las funciones propias del operador diferencial. 

Luego, haciendo una suposición acerca del comportamiento de la función buscada en el 

infinito y dejando en la solución solamente los componentes que satisfacen esta condición, 

mediante la transformada inversa obtiene la CFA exacta global en forma de relación 

integral entre la función buscada y su derivada sobre la frontera artificial. Esta técnica se 

aplica en muchos trabajos de otros autores, por eso considerémosla más detalladamente. 

Consideremos la ecuación 

 0uP , (1.1) 

donde  axtP . Aquí  tyyxuu n ,...,,, 1 , nRa ,   es el operador 

n -dimensional de Hamilton,   el operador  1n -dimensional de Laplace, R . Sea 
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0x  (el caso de 0x  es idéntico). Aplicando a (1.1) la transformada de Fourier en y  y 

t , obtenemos 

    0ˆ
ˆˆ 2

2

2

 ui
dx

ud

dx

ud
ηηa  . (1.2) 

Aquí η  y   son las variables de la transformada de Fourier en y  y t , respectivamente. La 

solución de la ecuación (1.2) se escribe en la forma 

       xx ebeaxu 21 ,ˆ,ˆ,,ˆ
  ηηη  , (1.3) 

donde   ,11 η  y   ,22 η  son las raíces de la ecuación característica 

   0
22  ηηa  i . (1.4) 

El discriminante de (1.4) es   22441 ηηa   i . Elijamos 0Re  . 

Entonces 0Re 1  , 0Re 2  . Para que û  sea acotada cuando x , es necesario que 

  0,ˆ ηb , de donde se sigue 

     xeaxu 1,ˆ,,ˆ
 ηη  . (1.5) 

Derivando (1.5) con respecto a x , obtenemos 

 0ˆ
ˆ

1  u
dx

ud
 . (1.6) 

Aplicando a (1.6) la transformada inversa de Fourier y poniendo 00  xx , encontramos 

      
 










 



ηηη yη dde,xu

x

u ti

xx  ,ˆ, 010
. (1.7) 

La expresión (1.7) es la condición de frontera artificial exacta no local en el punto 0xx  . 

En otro trabajo de la misma autora [67] se considera una clase más amplia de 

problemas, los así llamados sistemas parabólicos incompletos (inglés: incompletely 
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parabolic systems), es decir, los sistemas hiperbólicos de ecuaciones, en los cuales existen 

perturbaciones parabólicas (pequeñas) de órdenes altos. Un ejemplo de esos sistemas son 

las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido viscoso. Análogamente a la técnica usada en 

[66], aquí también se aplica el método de transformadas integrales, después de que en la 

solución se dejan sólo las funciones propias, cuya combinación rinde el comportamiento 

deseado de la solución en el infinito. 

Los trabajos de Engquist y Majda [37-39] están dedicados a la construcción de las 

CFAs para la solución de varios sistemas de onda. Su enfoque se basa en la representación 

de la solución general en forma de superposición de soluciones parciales y eliminación de 

todas las ondas incidentes5. De tal modo, la solución del problema en el dominio exterior 

está compuesta solamente por las ondas reflejadas, que permite obtener la asintótica 

deseada en el infinito. La eliminación de las ondas incidentes en [37-39] se ejecuta 

exactamente, y como en [66, 67] aquí también se aplica el método de transformadas 

integrales. 

Consideremos un ejemplo. Se tiene la ecuación bidimensional de onda 

 
2

2

2

2

2

2

y

u

x

u

t

u














. (1.8) 

Sea 0x . Denotemos por  ,   y   las variables de la transformada de Fourier en t , x  y 

y , respectivamente. Una solución de (1.8) es 

    yxtietyxu  ,, . (1.9) 

Sustituyendo (1.9) en (1.8), obtenemos la relación 222   , de donde para las ondas 

incidentes encontramos 22   . Aplicando a (1.8) la transformada de Fourier en 

y  y t , obtenemos 

                                                 
5 Ya que las ondas incidentes se puede interpretar como reflexiones (de la frontera) de las ondas reflejadas, 

tales CFAs a veces se llaman no reflejadas (inglés: non-reflecting boundary conditions, NRBC). 
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 0ˆ
ˆ 2

2

2

 u
dx

ud
 , (1.10) 

donde    xuxu  ,ˆˆ  . Sus dos linealmente independientes soluciones son   xi
exu


1ˆ  y 

  xi
exu


2ˆ , el primero de los cuales corresponde a una onda reflejada, mientras el 

segundo corresponde a una incidente. Ya que la condición de frontera exacta en el punto 

00  xx  debe eliminar todas las ondas incidentes, tenemos   0ˆ
02 xxxu . Derivando 

 xu1ˆ  con respecto a x , encontramos 

 0ˆ
ˆ

0









 xxui

dx

ud
 , (1.11) 

o bien, teniendo en cuenta 22   , 

 0ˆ
ˆ

0

22 







 xxui

dx

ud
 . (1.12) 

Esta relación es la condición de frontera artificial exacta para los valores   y   fijos. 

Aplicando a (1.12) la transformada inversa de Fourier, hallamos 

     0,ˆ 0

22

0





 










   dde,xui
x

u yti

xx . (1.13) 

La fórmula (1.13) es la CFA exacta global que elimina todas las ondas incidentes en el 

punto 0xx  . Debido a la presencia del factor 22    bajo el signo de la integral (este 

factor se llama operador seudo-diferencial (inglés: pseudo-differential operator, “DO”), 

comp. con (1.7) y la expresión para     211  ), la condición obtenida no admite 

una representación explícita. 

Gustafsson en [59] considera otro problema hiperbólico, que representa dificultades 

adicionales desde el punto de vista de construcción de las CFAs. Así, a diferencia de 

Engquist y Madja, él no requiere que la condición inicial sea distinta de cero 

exclusivamente dentro del dominio de interés, pero también lo acepta fuera de la frontera 
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artificial. El uso de las transformadas de Laplace en tiempo y de Fourier en espacio 

conduce a una relación heterogénea (a diferencia de (1.12)) entre la función buscada y su 

derivada en el espacio dual, de donde después de la ejecución de las transformadas inversas 

se obtiene la condición de frontera artificial exacta no local. La misma técnica se utiliza por 

Gustafsson en [58], Gustafsson y Sundstrom en [60], Ferm y Gustafsson en [40]. Una 

peculiaridad del trabajo [60] es que la CFA se representa en forma de condición mixta de 

Dirichlet-Neumann (o bien, de Robin); además, la condición sobre el flujo corresponde al 

término difusivo, mientras que la condición sobre la función misma es responsable sólo por 

el proceso de transporte [92]. Esta representación se puede interpretar no rigorosamente 

como la escisión (o bien, separación) por procesos físicos. 

Hay que notar que la desventaja principal de los métodos de construcción de las 

CFAs, que se basan en el uso de la transformada de Fourier en espacio, es que son 

aplicables solamente en el caso de una frontera artificial plana. Sin embargo, en muchas 

situaciones prácticas aparece la necesidad en las CFAs de ser más flexibles desde el punto 

de vista de la forma de frontera artificial. 

En una serie de artículos [108-110, 112] Sofronov propone un método de 

construcción de las CFAs para la solución de la ecuación tridimensional de onda en el caso 

de una frontera artificial esférica. Su enfoque se basa en la aplicación de la transformada de 

Laplace en tiempo junto con la expansión de la solución en una serie de Fourier por 

polinomios esféricos [5] (véase también [99]). Una técnica similar se utiliza por Sofronov 

al construir las CFAs para el problema de modelación del flujo de un fluido no viscoso 

compresible –los resultados de estas investigaciones fueron presentados en [111, 113]. Un 

método parecido proponen en [62-65] Hagstrom y H. Keller, y también Dgaygui y Joly en 

[36]. 

Es necesario destacar que los métodos, propuestos por Hagstrom y H. Keller y 

también por Sofronov, potencialmente son más flexibles desde el punto de vista de la 

geometría del dominio computacional. Sin embargo, ya que en las series de Fourier los 

autores utilizaron las funciones básicas con soporte infinito, sus CFAs son, empero, 

exigentes en la forma de la frontera. En esta conexión, para extender sus enfoques, como 

las funciones básicas en la serie de Fourier se pueden usar, por ejemplo, las wavelets [34]. 
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En los trabajos [53, 80] Givoli y J. Keller construyen las CFAs al solucionar las 

ecuaciones de Laplace y Helmholtz. Su enfoque se basa en la así llamada aplicación 

Dirichlet-a-Neumann (aplicación DaN, inglés: Dirichlet-to-Neumann (DtN) map). Este 

método permite representar la derivada normal de la solución en un punto de la frontera 

artificial por medio de valores de la solución misma, es decir, se tiene la igualdad 

unu M , donde M  es un operador no local, definido sobre la frontera artificial, 

mientras n  denota la normal exterior a la frontera. Por ejemplo, para el problema 

bidimensional 

 Rdefuerafuku  2 , (1.14) 

 



 sobreg

n

u
u  , (1.15) 

 0lim 














iku

r

u
r

r
, (1.16) 

donde R  es una región con una frontera suave  , que es rodeada por una frontera artificial 

esférica S  del radio a , el dominio de interés está entre   y S , el método de la aplicación 

DaN conduce a la condición de frontera de la forma (el sumando de 0m  debe ser 

multiplicado por 21 ) 

 
    

  
    












0

2

0

1

1

,cos
1,

m m

m
ar daum

kaH

kakH

r

ru






. (1.17) 

Aquí 
 1

mH  es la función de Hankel de orden m  (véase, por ejemplo, [11]). La técnica, 

basada en la aplicación DaN, se utiliza también en el trabajo de Givoli y Vigdergauz [55], 

Givoli y J. Keller [54], Harari y Hughes [68], Grote y J. Keller [56, 57], Givoli [51], 

Thompson y Ianculescu [114]. 

Es obvio que los enfoques, usados por Givoli y J. Keller, Harari y Hughes, Grote y 

J. Keller, conducen a las CFAs que son más flexibles desde el punto de vista de la forma de 

frontera artificial. Sin embargo, sus CFAs requieren un tratamiento muy cuidadoso en los 

puntos singulares de la frontera, es decir, en las esquinas, que es una desventaja del método 

de DaN. 
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La realización práctica de las CFAs al solucionar los problemas no estacionarios 

introduce dificultades adicionales en comparación con el caso estacionario. La causa 

principal es la globalidad temporal de la relación integral obtenida (véase, por ejemplo, [38, 

39, 59, 66, 67]), que conduce a la necesidad de guardar en la memoria de la computadora la 

información sobre la solución para todos momentos de tiempo. Sin embargo, existen varias 

clases de problemas, para los cuales se pueden indicar expresiones locales para las 

condiciones de frontera artificiales. En esta conexión mencionemos acerca del trabajo de 

Givoli y Cohen [52], donde se considera la ecuación tridimensional de onda. Los autores 

utilizan la integral de Kirchgoff, es decir, la solución fundamental de esta ecuación (véase, 

por ejemplo, [5]). El aspecto principal es que en el caso de tres dimensiones la integración 

de la función bajo la integral se ejecuta por un dominio finito. Notemos que el enfoque, 

usado por Givoli y Cohen, no es tan exigente en la forma de frontera artificial, como, por 

ejemplo, el método de transformadas integrales [38, 39, 59, 66, 67]. No obstante, este 

enfoque no es aplicable para la construcción de las CFAs al solucionar otros tipos de 

ecuaciones, ya que las últimas tienen otras –¡globales!– soluciones fundamentales. La idea 

del uso de la fórmula de Kirchgoff está en la base de los trabajos de Ting y Miksis [115], de 

Moerloose y de Zutter [35], Mathews y Newhouse [85], Nedelec [91]. 

En una serie de artículos [118-121] Tsynkov, y también en [100] Tsynkov y 

Ryaben’kii construyen las condiciones de frontera artificiales, basándose en el método de 

potenciales de diferencias6. La esencia de su enfoque consiste en lo siguiente. 

Sea la ecuación diferencial 

 
n

IDffu R supp,L . (1.18) 

y sea   una frontera artificial del dominio ID . Consideremos en I

n

E DD \R  el 

problema con coeficientes constantes 

 En Dxxru  22

1,0
~

L , (1.19) 

  ru ,0  (1.20) 

                                                 
6 En la literatura en inglés el método se llama Method of Difference Potentials o Difference Potentials Method 

(DPM). 
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y definamos el operador  


 uTr , que se llama rastra clara (inglés: clear trace) [20] 

(véase también [97, 98]). Introduzcamos en todo nR  el problema auxiliar 

 n

IDggu R supp,
~
L , (1.21) 

  ru ,0 . (1.22) 

La función g  en el lado derecho de (1.21) se elige tal que se cumpla  


 gTr -1~
L . Por lo 

tanto, la construcción de las CFAs se reduce a la búsqueda de la solución del problema 

(1.21)-(1.22), después de que los valores de la función gu -1~
L  sobre   se utilizan en 

calidad de una condición de frontera artificial para el problema (1.18). Una de las 

peculiaridades del método de Tsynkov y Ryaben’kii consiste en que el operador 1~-L  se 

representa en forma de diferencias finitas, que en la etapa de solución numérica permite 

adaptar las CFAs para cada caso concreto de algoritmos numéricos. 

Debe advertirse que el enfoque descrito no es exigente en la geometría del dominio 

computacional. Sin embargo, desde el punto de vista numérico la desventaja de estas CFAs 

es su globalidad; es obvio, empero, que en la práctica aparece la necesidad de usar 

condiciones de frontera artificiales locales. 

1.2 Métodos de construcción de las CFAs locales 

¿Cómo obtener las CFAs locales? El procedimiento más sencillo es usar varias 

aproximaciones para las condiciones globales ya conocidas. Como ya se ha señalado, la 

globalidad de las CFAs exactas está causada por la presencia de un factor adicional en la 

expresión integral, que se llama operador seudo-diferencial (“OD”). Esto no permite 

invertir la integral explícitamente. Dos ejemplos de tales operadores son las expresiones 

    211   y 22    en las fórmulas (1.7) y (1.13), respectivamente. 

Utilizando varias aproximaciones racionales (de Taylor, de Padé) para las 

expresiones del OD en el espacio dual y suponiendo que se cumple 1  (véase las 

fórmulas (1.8)-(1.13)), Engquist y Madja en [38] obtienen una familia infinita de 
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condiciones de frontera artificiales para la ecuación bidimensional de onda. Dos primeros 

miembros de esta secuencia son 

 0
0


















xx

x

u

t

u
 (1.23) 

y 

 0
2

1
0

2

2

2

2

2























xx

tx

u

y

u

t

u
. (1.24) 

La condición de frontera (1.23) corresponde a la aproximación de Taylor de orden cero 

para la expresión 22   , es decir   2222 1   . La condición de 

frontera (1.24) aparece al usar la aproximación de 1er orden –

  4422

2
122 1   . En [38] se presentan dos siguientes miembros de 

la secuencia (1.23), (1.24), que corresponden a las aproximaciones de Padé y Taylor de 2o 

orden. Higdon en [72-75] generalizó las CFAs de Engquist y Madja para el caso, cuando el 

ángulo de incidencia de la onda es distinto de /2. 

El enfoque señalado se utilizó por Gustafsson en [59] y Giles en [49] (solución de 

sistemas hiperbólicos), Jiang y Wong en [77] (ecuaciones hiperbólicas de 2o orden), 

Halpern en [66] (la ecuación de advección-difusión), Jin y Braza en [78], Halpern en [67], 

Tourrette en [116], Johnsen y Lynch en [79] (las ecuaciones de Navier-Stokes), Blaschak y 

Kriegsmann en [33] (las ecuaciones de Maxwell), Kröner en [81] (la ecuación de Euler), 

Hadley en [61], Schmidt y Deuflhard en [101] (las ecuaciones de Schrödinger y Fresnel). 

En el trabajo de Mur [90] en el marco de la solución de un problema de difracción también 

se utiliza el método, propuesto por Engquist y Madja. 

En los trabajos de Harari y Hughes [68] y de Grote y J. Keller [56] se hace el 

análisis de las aplicaciones DaN finitas, a saber: la aplicación original se representa en 

forma de serie, y luego, a partir de una m , los términos apropiados de la expansión se 

ignoran, y por lo tanto posteriormente se considera solamente un número finito de los 

sumandos. Las aplicaciones DaN finitas también se pueden interpretar como 

aproximaciones de las condiciones de frontera artificiales globales originales. 
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Es obvio que las CFAs, construidas por los procedimientos descritos, poseen las 

mismas desventajas, que sus análogos globales. 

Para obtener las CFAs locales Bayliss y Turkel en [29-32] proponen otro enfoque, 

diferente del uso de aproximaciones para el OD. En lugar de esto, la solución del 

problema en el campo lejano7 se representa en forma de serie, después de que se construye 

una familia de operadores diferenciales especiales de tal modo que los primeros m  

términos de la expansión se transformen a cero. Por ejemplo, para la ecuación 

tridimensional de onda 0u , donde   es el operador de d’Alembert, la expansión de la 

solución en el campo lejano en las coordenadas esféricas   ,,r  tiene la forma 

  
 









1

,,
,,,

m
m

m

r

rtu
rtu


 . (1.25) 

Entonces, al definir 

 









 












m

l

m
r

l

rt1

12
B , (1.26) 

tenemos  12  m

m ruB , y por lo tanto la expresión 0
0
RrmuB  es la condición de 

frontera artificial local de orden 12  mr . Una idea similar está en la base de los trabajos de 

Peterson [94] y Mittra et al. [87] (véase también [8, 123]). 

Enfaticemos que aunque el enfoque propuesto por Bayliss y Turkel no utiliza la 

transformada de Fourier en espacio, las CFAs obtenidas en sus trabajos dependen de la 

geometría del dominio computacional. La causa de esto último es que en [29-32] se usan 

las coordenadas esféricas, y por eso la expansión de la forma (1.25) será diferente en el 

caso de, por ejemplo, una dimensión. Además, otra desventaja de tal enfoque es que la 

representación asintótica (1.25) puede ser valida bastante lejos del dominio de interés. 

Una idea original de construcción de las CFAs locales al solucionar los problemas 

de geoelectricidad fue propuesta en una serie de trabajos [23-26] por Yudin, y también por 

Yudin y Alexandrov [1, 2, 27]. En el marco de su enfoque el espacio original 3R  se 

representa en forma de unión de dominios con traslapes. Uno de los dominios –el interior (o 

                                                 
7 En la literatura en inglés se puede encontrar la frase far field. 
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bien, computacional)– es finito y contiene varias heterogeneidades y/o fuentes, mientras los 

otros –el campo lejano– se suponen ser (semi-)infinitos con los parámetros constantes. La 

solución del problema interior se busca numéricamente, las soluciones exteriores se 

calculan analíticamente, el proceso iterativo permite ensamblar las soluciones de los 

dominios inmediatos en los traslapes. Hay que notar que la idea original de descomposición 

de dominio es de la autoría de Schwarz [102] (véase también [22]). 

Es necesario constatar que el enfoque de Yudin tiene menos desventajas. Así, por 

ejemplo, este método no es tal exigente en la forma de frontera artificial como, digamos, 

[37-39, 59, 66]. Sin embargo, en dependencia de los parámetros del problema y también del 

tamaño de los traslapes, a veces el número de iteraciones debe ser bastante grande para 

obtener la solución con una precisión aceptable. 

Un asunto importante es el buen planteamiento de los problemas que aparecen al 

utilizar unos u otros métodos de construcción de las CFAs. Las investigaciones en esta área 

fueron hechas por muchos autores teóricamente y experimentalmente (véase, por ejemplo, 

[29, 37, 53, 57] y muchos trabajos más). En particular, Engquist y Madja en [37] mostraron 

que la condición de frontera (1.23), obtenida por la aproximación de Taylor de 1er orden, 

conduce a un problema bien planteado, mientras el problema con la condición de frontera 

(1.24) está mal planteado. Harari y Hughes en [68] analizan los problemas, que aparecen al 

construir las CFAs locales sobre la base del método de DaN. El problema es que la 

operación de truncamiento de la condición de frontera global puede conducir a un problema 

mal planteado, cuando, por ejemplo, la ecuación tiene varias soluciones o no tiene ninguna. 

En [68] se afirma que la unicidad de la solución se garantiza por la selección del número m  

mayor que la cantidad ka  (véase la fórmula (1.17)). Trefethen y Halpern en [117] estudian 

el asunto sobre varias aproximaciones racionales (de Taylor, de Padé, de Chebyshev) de los 

operadores seudo-diferenciales, y caracterizan la estabilidad de la solución en los términos 

de propiedades algebraicas de los aproximantes (colocación de ceros, polos, etc). 

1.3 Cuestiones relacionadas 

Mencionemos acerca de algunos métodos, relacionados con el problema de construcción de 

las CFAs. 
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A veces condiciones de frontera adecuadas se sugieren por la especifidad misma del 

problema considerado. Así, por ejemplo, al modelar el proceso de propagación de una 

mancha de petróleo por la superficie del mar se utiliza la condición mixta de Dirichlet-

Neumann. Esta condición suficientemente bien describe el comportamiento de la solución 

sobre la frontera, y por eso no hay necesidad de usar métodos más sofisticados [106]. Bajo 

unas restricciones la condición mencionada es aplicable al modelar los procesos de 

propagación de una sustancia en la atmósfera [93, 103, 104, 105, 107] (también [82, 122]). 

Otro enfoque para la construcción de las CFAs puede consistir en la búsqueda de tal 

frontera artificial, en cuyos puntos la solución satisface una condición dada a priori. 

Particularmente, se puede indicar una clase de problemas, para los cuales las derivadas 

normales de las soluciones son iguales a cero en los puntos de la frontera artificial. Éste y 

algunos otros asuntos se discuten en el libro de Oleinik y Radkevich [19]. 

En algunos casos los datos conocidos a priori son las soluciones mismas en los 

puntos de la frontera en momentos de tiempo anteriores. Entonces estas soluciones se 

pueden extrapolar a los siguientes momentos de tiempo para construir las CFAs. La técnica 

mencionada se utiliza al modelar los procesos de contaminación del aire en México D.F. 

[88]. 

Es necesario notar que aunque las soluciones obtenidas con el uso de los métodos 

señalados pueden ser de una precisión alta, estos enfoques son bastante particulares, y por 

lo tanto no son aplicables en la mayoría de los casos. 

1.4 Conclusión del primer capítulo 

En el capítulo se consideraron los enfoques principales para la construcción de condiciones 

de frontera artificiales al solucionar varios problemas de física matemática. Todo lo 

antedicho permite concluir que los métodos existentes poseen muchas restricciones: 

algunos son aplicables solamente en el caso de una frontera artificial plana, otros funcionan 

cuando la frontera es suave, terceros se orientan a un tipo concreto de ecuaciones. Además, 

muchos de los métodos son aproximados, lo que también deja una posibilidad para mejorar. 

Por lo tanto, el problema de construcción de condiciones de frontera artificiales sigue 

siendo un problema de actualidad. 
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Capítulo 2 

EL MÉTODO DE CONSTRUCCIÓN DE LAS 
CONDICIONES DE FRONTERA ARTIFICIALES 

La ecuación de advección-difusión-absorción es una de las ecuaciones básicas de física 

matemática. Esta ecuación es estándar al investigar varios aspectos conectados con los 

problemas de transporte, difusión y absorción de una sustancia en un medio externo (véase, 

por ejemplo, [16, 86]). Más adelante en este capítulo se presenta un método de construcción 

de condiciones de frontera artificiales locales para resolver la ecuación bidimensional de 

advección-difusión-absorción en un conjunto convexo arbitrario con una frontera suave a 

trozos. 

2.1 Planteamiento del problema 

Consideremos la ecuación bidimensional de advección-difusión-absorción 
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, (2.1) 

o bien, 

     f
t








U . (2.2) 

Aquí  tyx ,,   es la función buscada, que caracteriza la densidad de una sustancia en 

un punto  yx,  en un momento de tiempo t ,     tyxvtyxu ,,,,,U  es el campo 

vectorial de velocidades, que determina la dirección de transporte de la sustancia en cada 
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punto del plano 2R ,   0,,  tyx  es el coeficiente de difusión,   0,,  tyx  es el 

coeficiente de absorción,  tyxff ,,  es la función de fuentes y   es el operador 

bidimensional de Hamilton. Se supone que las funciones u  y v  satisfacen la condición de 

continuidad 

 0









y

v

x

u
. (2.3) 

La ecuación (2.1) complementemos con la condición inicial 

  yxgt ,0   (2.4) 

y la condición de frontera en el infinito 

 0  cuando yx, . (2.5) 

La solución del problema (2.1), (2.4), (2.5) se busca en un conjunto convexo   con una 

frontera artificial suave a trozos  . Se supone que los parámetros u , v , y   son 

constantes fuera del dominio  , mientras las fuentes están ausentes, es decir, 0f  en 

\2R . 

2.2 Escisión por procesos físicos 

Desde el punto de vista físico la ecuación (2.1) describe tres procesos diferentes. El 

primero, la propagación de la sustancia por una trayectoria, se describe por la ecuación de 

transporte 
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, (2.6) 

el segundo está conectado con la difusión de la sustancia – 
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, (2.7) 



 21 

el tercero –con su absorción: 

 f
t





3

3 


. (2.8) 

(Sin la perdida de generalidad las fuentes f  se pueden poner sólo en el lado derecho de la 

ecuación (2.8).) En tal planteamiento la solución del i -ésimo problema es la condición 

inicial para el  1i -ésimo, es decir, 

  yxgt ,01  , (2.9) 

      tt tyx ,,102 , (2.10) 

      tt tyx ,,203
. (2.11) 

Demostremos que la solución consecutiva de los problemas (2.6), (2.9), (2.7), (2.10) y 

(2.8), (2.11) es equivalente a la solución del problema original (2.1), (2.4), (2.5). Para 

simplicidad supongamos que la solución se busca en todo el plano 2R  y que las funciones 

u , v ,   y   son constantes, mientras 0f . 

Consideremos las integrales de Fourier 

 

   
 








   ddet yxi,, , 

   
 








   ddeGg yxi, . 

(2.12) 

Entonces la solución exacta del problema (2.1), (2.4), (2.5) tiene la forma 

          
 








   ddeG tvtyutxi 22

, . (2.13) 

Si para las funciones 1 , 2 , 3  también se tienen las representaciones del tipo (2.12), 

entonces para sus componentes Fourier 1 , 2 , 3  se tienen las expresiones 
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    tvuieGt  1 , (2.14) 

      tet
22

12

  , (2.15) 

     tet   23 . (2.16) 

Aquí   y   son fijos. Poniendo en (2.14) t  y sustituyendo  1  en (2.15), hallamos 

     
22

2

 eeG vui . Luego, sustituyendo  2  en (2.16), obtenemos 

         eeeG vui 22

3
, (2.17) 

de donde 

          
 








   ddeG vyuxi 22

,3 . (2.18) 

Se puede ver que cuando t , las expresiones (2.13) y (2.18) son idénticas. 

Observación 2.1. En la realidad las funciones u , v ,   y   no son constantes, también la 

situación se complica debido a la presencia de fuentes f , y por eso el algoritmo de escisión 

no da la solución exacta cuando ntt  , Nn . Por lo tanto, al solucionar los problemas 

numéricamente, el paso temporal   debe ser bastante pequeño. Su valor concreto se 

determina experimentalmente. 

El método de escisión por procesos físicos se usa ampliamente para resolver varios 

problemas de dinámica de fluidos y gases (véase, por ejemplo, [7, 9, 21]), meteorología y 

oceanología [13, 14, 17, 18], etc. Sin embargo, por el momento este enfoque no se ha usado 

en los trabajos, dedicados al problema de construcción de las CFAs. Más adelante se 

consideran dos problemas: la sección 2.3 está dedicada a la construcción de condiciones de 
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frontera artificiales para la solución de la ecuación de transporte, mientras que en la sección 

2.4 se presenta un método de construcción de las CFAs para el problema de difusión1. 

2.3 Advección 

Consideremos la ecuación de transporte (para generalidad vamos a suponer que las fuentes 

f  son distintos de cero en el lado derecho) 
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o bien, en la forma vectorial, 

   f
t





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
U . (2.20) 

Aquí  tyx ,,   es la función buscada,     tyxvtyxu ,,,,,U  es el campo de 

velocidades, mientras  tyxff ,,  denota las fuentes. Se supone que para los 

componentes del campo U  se cumple la condición de continuidad 

 0
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Ecuación (2.19) complementemos con la condición inicial 

  yxgt ,0   (2.22) 

y la condición de frontera en el infinito 

 0  cuando yx, . (2.23) 

                                                 
1 Es obvio que al solucionar la ecuación de absorción (2.8) no hay necesidad en condiciones de frontera. 

Realmente, a diferencia de los procesos de transporte y difusión, la absorción de sustancia es un proceso 

espacialmente local, lo que significa que la ecuación (2.8) no contiene derivadas espaciales. Por eso más 

adelante el problema correspondiente no se considera. 
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La solución del problema (2.19), (2.22), (2.23) se busca en el dominio convexo 2R  

con la frontera  . 

2.3.1 Descomposición de dominio 

Representemos el plano original 2R  en forma de unión de un dominio interior y exterior 

ID  y ED , respectivamente, es decir, 

 EI DD 2R , (2.24) 

donde 

 

ID , 

 \2
def

RED . 

(2.25) 

Aquí   . Sea el campo U  constante fuera del dominio de interés   y sea 0f  

en ED . Denotemos   IDyxI  , ,   IDyxI gg  , , 
 

 








yxsi

yxsif
f I

,0,

,,
, 

  EDyxE  , ,   EDyxE gg  ,  y reescribamos la ecuación (2.19) y la condición inicial 

(2.22) para cada uno de los dominios. Tenemos: 

 
   

I
III f

y

v

x

u

t














 
, (2.26) 

  yxgItI ,0  , (2.27) 

y 

 0














y
v

x
u

t

EEE 
, (2.28) 

  yxgEtE ,0  . (2.29) 
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Denotemos por nU  la proyección del vector U  sobre la normal exterior n  a la frontera 

ID  del dominio ID . Entonces se tiene la representación 

 


 III DDD  , (2.30) 

donde 

 

  0,
def




nII DyxD U , 

  0,
def




nII DyxD U . 

(2.31) 

Para solucionar el problema interior (2.26), (2.27) es necesario imponer una condición de 

frontera para la función I  sólo sobre la parte 


 ID , ya que sobre 


 ID  la solución se 

determina por el método de características (véase, por ejemplo, [6, 83, 106]). 

2.3.2 Imponiendo la condición de frontera para el problema interior 

Sea R  fijo. Sea también ,ED  un subdominio del dominio ED , definido por la fórmula 

(Fig. 2-1) 

        ,0,,
def

,  tvtyutxDyxD EE . (2.32) 

Entonces la solución del problema exterior (2.28), (2.29) en el dominio ,ED  cuando t  

es 

          
   tDyxEtDyxE EE

vtyutxgtyx ,,,, ,,
,,, , (2.33) 

Ya que   es arbitrario, de la continuidad de la solución del problema (2.19), (2.22), (2.23) 

sobre la frontera 


 ID , es decir, de la igualdad 

  
 

 
  




II DyxIDyxE tyxtyx
,,

,,,,  , (2.34) 
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Fig. 2-1.  Hacia la definición del subdominio ,ED . Aquí  ,E3,1, DP  ,  ,E2, DP  . 

con cuenta de ,EI DD 


 obtenemos 

    
  


IDyxE vtyutxgtyx

,
,,, , (2.35) 

Aquí  tyx ,,  es una función de frontera, que determina el comportamiento de la función 

I  sobre 


 ID . La expresión (2.35) es la condición de frontera artificial exacta local para 

el problema (2.26), (2.27). 

2.3.3 Buen planteamiento del problema interior 

El buen planteamiento del problema de advección se demuestra en la base del concepto de 

solución generalizada (véase, por ejemplo, [12]). Todas las normas construidas abajo son 

resultados del autor. 

Pongamos 

      vtyutxgtyxtyx I  ,,,,,
def

 . (2.36) 

Entonces      vtyutxgtyxtyxI  ,,,,,  . Sustituyendo esta expresión en (2.26), 

(2.27) y (2.35), obtendremos el problema 
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   




f

y

v

x

u

t















, (2.37) 

 00 t , (2.38) 

  
 

0,,
,


 IDyx

tyx , (2.39) 

donde 

 
       

y

vtyutxvg

x

vtyutxug

t

vtyutxg
ff I
















,,,
 . (2.40) 

Debido a la definición (2.36), los problemas (2.26), (2.27), (2.35) y (2.37)-(2.39) son 

idénticos. 

Sea  TDI ,0 , donde 0T , y sea  2L  el espacio de Hilbert de funciones, 

definidas sobre  , con el producto escalar 

      


 dtyxqtyxpqp ,,,,,  (2.41) 

y la norma   21
, ppp  . Consideremos un conjunto M  de funciones continuamente 

diferenciables  tyx ,, , definidas sobre  , que satisfacen la condición (2.38) y tienen la 

norma finita 

 
22

2

1



IDTH

 . (2.42) 

Aquí ],0[ TDI  , III DDD   , 0  es fijo, mientras 
T

  y  ID
  se 

determinan por las fórmulas 

  

ID

IT
dDTyx

2
,, , (2.43) 
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  











T

D

ID

I

I

dtDd
0

2
 . (2.44) 

Introduzcamos sobre M  el producto escalar 

       


IDTH
qpqpqp ,,

2

1
,  , (2.45) 

donde 

      

ID

IT
dDTyxqTyxpqp ,,,,, , (2.46) 

       











T

D

ID

I

I
dtDdtyxqtyxpqp

0

,,,,, , (2.47) 

y denotemos por  H  el espacio de Hilbert  
H

M , . 

Definición 2.1. Una función   del espacio  H  se llama solución generalizada del 

problema (2.37)-(2.39), si satisface la identidad 

         ,,, ft  U  (2.48) 

para cualquier función  H  (véase, por ejemplo, [12]). 

En (2.48)  
t

  denota la derivada parcial con respecto a la variable t . La fórmula (2.48) fue 

obtenida por la multiplicación de la ecuación (2.37) por la función   y la integración por el 

dominio  . 

Teorema 2.1. El problema (2.26), (2.27), (2.35) está bien planteado en el sentido de 

existencia, unicidad y estabilidad de la solución. 

Para la demostración del teorema es necesario y suficiente mostrar que el problema (2.37)-

(2.39) tiene la única solución generalizada  tyx ,, , que depende continuamente de los 

datos iniciales. 



 29 

Demostración. Existencia de solución. Denotemos por  ,ia , donde 2,1i , i-ésimo 

sumando en la expresión (2.48). Entonces  ,ia  son funcionales lineales acotados en el 

espacio  H  con respecto a la variable  . Realmente, si 

Umax , entonces 

     tta ,,1 , (T.1) 

        yxa ,,2 U , (T.2) 

donde  
x

  y  
y

  son las derivadas parciales en x  y y , respectivamente. Por 

consiguiente, de acuerdo con el teorema de Riesz (véase, por ejemplo, [10, 12]), para cada 

 ,ia  existe el único elemento  Hpi  tal que   H  

   2,1,,,  ipa
Hii  . (T.3) 

La correspondencia ip  permite considerar los operadores lineales     HHi :L  

y escribir iip L , 2,1i . Si   2Lf , entonces el lado derecho de (2.48) 

(denotémosla por  ,3 fa ) también es un funcional lineal acotado (con respecto a  ) – 

     fffa  ,,3 , (T.4) 

y, por consiguiente,   HR!  tal que   H  se cumple 

  HRfa  ,,3  . (T.5) 

Por lo tanto, la expresión (2.48) es representable en la forma 

    HH
R  ,, L . (T.6) 

Aquí 



2

1i

iLL . 

Se tiene el siguiente lema. 
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Lema 2.1. Sea      HRH:L . Entonces el operador inverso 

     HHR:1L  existe y es acotado. 

Demostración. Es suficiente mostrar que   Hp  

    
HH

pppp ,, L . (L.1) 

Realmente, si se cumple (L.1), entonces de 0pL  se sigue que 0p , es decir, 

 0ker L , y, por eso (véase, por ejemplo, [12]), para L  existe el operador inverso 1L , 

y además 

 
      

 
 

1
,

,
supsupsup

21

1 
 H

H

Hp
HH

H

Hp
H

H

-

HRq
H

-

pp

pp

pp

p

q

q

LL

L
L , (L.2) 

es decir, 1L  es acotado. (Aquí pq L .) 

Sea  Hp . Entonces se tienen las estimaciones 

   22

1
2

1
,,

2

1
,

T

D

I pdDTyxpppa

I

  , (L.3) 

 
2

0

2

2
22

1
, 







    I

I

D

T

D

In pdtDdpppa


U . (L.4) 

Aquí 0 . Para obtener (L.4) se utilizó el teorema de divergencia (véase, por ejemplo, 

[11]), la condición de continuidad (2.21) y la condición de frontera (2.39). Por 

consiguiente, eligiendo en (2.42)   menor que  , obtendremos 

      
HDTH

ppppppappapp
I

,
2

1
,,,

22

21  
L . (L.5) 

El lema está probado.              

Sean 1-L  el operador, inverso a L , y 1~-L  una extensión de 1-L  sobre todo el espacio 

 H  tal que ELL 1~- . Debido al lema 2.1, 1-L  existe y es acotado, y, por consiguiente, 
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existe y es acotada la extensión 1~-L . El operador  *1~-L , adjunto a 1~-L , es único y tiene la 

misma norma que 1~-L . Por eso,   Hp L  la igualdad 

           
H

-

H

-

HHH
pRpRRp ,

~~
,,,,

*11 LLL    (T.7) 

se cumple si y sólo si   R- *1~
L . La existencia de solución está probada. 

Unicidad de solución. Supongamos que existen dos soluciones: 1  y 2 . Entonces 

para la diferencia 21  w  el problema (2.37)-(2.39) tiene la forma 

 
   

0














y

vw

x

uw

t

w
, (T.8) 

 00 tw , (T.9) 

  
 

0,,
,


 IDyx

tyxw . (T.10) 

En su turno, la expresión (2.48) cuando w  se escribirá como 

   0
2

1
,,

2

1

0

22   




T

D

In

D

I

II

dtDdwdDTyxw U . (T.11) 

Ya que los dos sumandos en el lado izquierdo son positivos, (T.11) se cumple si y sólo si 

0w , de donde 21   . La unicidad de solución está probada. 

Estabilidad de solución. Sean 1  y 2  dos soluciones generalizadas, que 

corresponden a dos datos iniciales diferentes  1,1, fg  y  2,2 , fg , respectivamente, 

donde 2,1g  son las condiciones iniciales, mientras 2,1,f  son los lados derechos (o bien, las 

fuentes). Consideremos la función 21   . Sustituyéndola en (2.48) y poniendo 

  , obtenemos 

 


 fg
IDT

 

2

0

22

2

1

22

1
. (T.12) 
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Aquí  

ID

IdDyxgg
2

0
, , 2,1,  fff  , 21 ggg  . Por consiguiente, existen 

dos constantes   ,0,  tales que se cumple 

  
0

22

22

1
gf

IDT



  

  , (T.13) 

donde 

 


IDT
 .2 (T.14) 

Ya que cada sumando en el lado izquierdo no es mayor que la expresión en el lado derecho, 

se tienen las estimaciones 

 

 
0

2 gf
T

  


, 

 
0

2
gf

ID



  

  . 

(T.15) 

Por consiguiente, 

  
0

2
2 gf

IDT



  















  , (T.16) 

de donde encontramos 

  
0

2

2
2 gf 


  
















. (T.17) 

La estabilidad de solución y el teorema están probados.          

                                                 
2 Así, por ejemplo, se pueden tomar 

  
0

*

2 gf

T






 
 , 

 
0

*

2 gf

ID






 



.  
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Observación 2.2. Ya que la solución del problema exterior (2.28), (2.29) no depende del 

comportamiento de la función  yxg ,  en el campo lejano, el método propuesto de 

construcción de las CFAs para el problema de advección (2.26), (2.27), (2.35) es aplicable 

incluso si la condición (2.23) no se tiene. 

2.4 Difusión 

Consideremos la ecuación de difusión (para generalidad vamos a suponer que las fuentes 

f  son distintas de cero en el lado derecho) 

 f
yyxxt






































 






. (2.49) 

Aquí  tyx ,,   es la función buscada,   0,,  tyx  es el coeficiente de difusión y 

 tyxff ,,  denota las fuentes. La ecuación (2.49) complementemos con la condición 

inicial 

  yxgt ,0   (2.50) 

y la condición de frontera en el infinito 

 0  cuando yx, . (2.51) 

Se requiere hallar la solución del problema (2.49)-(2.51) en el dominio convexo 2R , 

acotado por la frontera  . 

2.4.1 Descomposición de dominio 

Representemos el plano original 2R  en forma de unión de un dominio interior y exterior 

ID  y ED , respectivamente, es decir, 

 EI DD 2R , (2.52) 

donde 



 34 

 

ID , 

 \2
def

RED . 

(2.53) 

Aquí   . Se supone que el coeficiente de difusión   es constante fuera del 

dominio  , y también que las fuentes f  están ausentes en ED . Reescribamos la ecuación 

(2.49) para el dominio ED  en la forma 

 0



E

E

t



, (2.54) 

donde   EDyxE  ,  y   es el operador bidimensional de Laplace. También, 

  yxgEtE ,0  , (2.55) 

donde   EDyxE gg  , , y 

 0E  cuando yx, . (2.56) 

Para encontrar la única solución del problema exterior (2.54)-(2.56), es necesario imponer 

una condición de frontera sobre  . Escribamos 

  tyxE ,,  , (2.57) 

donde  tyx ,,  es una función, definida sobre el conjunto  . Aplicando a (2.54), (2.56) y 

(2.57) la transformada de Laplace en tiempo y teniendo en cuenta la condición (2.55), 

obtendremos el problema 

 Egs   , (2.58) 

 0  cuando yx, , (2.59) 

  syx ,,  . (2.60) 
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Aquí Cs  es la variable de la transformada de Laplace, mientras  syx ,,  y 

 syx ,,  son las imágenes de las funciones E  y  , respectivamente. 

Reescribamos la ecuación (2.58) en la forma 

   Eyx gAAs   , (2.61) 

donde 22 xAx  , 22 yAy  . De acuerdo con la técnica de escisión por coordenadas 

(véase, por ejemplo, [18, 82, 95, 122]) en lugar de (2.61) se puede escribir 

   Eyx g , (2.62) 

donde  ,sxx   y  ,syy   son las representaciones formales de los operadores 

de (2.61), que actúan en   en las direcciones x  y y , respectivamente. Consideremos el 

conjunto   yy
def

yR  y fijemos una línea coordinada *yy  , donde 

yR
*y . Se tiene 

 

 yyy RRR  , 



yy RR  , 

(2.63) 

donde 

 

   yxxy ,:
def

xyy RRR , 

  xyy RRR  xyxy ,
def

, 

(2.64) 

donde   xx
def

xR . Por lo tanto, según si la línea *yy   cruza el conjunto 

  o no, la función   *,,
yy

syx


  puede ser hallada por una de las siguientes dos fórmulas. 
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Caso primero. Sea  yR
*y . Entonces existe (por lo menos uno)   xR 21, xxx  tal que 

  *, yx  (Fig. 2-2). 

 

Fig. 2-2.  Una línea coordinada 
*yy   cruza el conjunto  . 

Sea 2xx   (el caso 1xx   es análogo). Entonces la solución de la ecuación 

 
 
xExxx gAs  , (2.65) 

donde     *
2 ,

,,,
yyxxx syxsx



  ,     *
2 ,

,
yyxxExE yxgxg




 , tiene la forma 

       xkxk

x esxMesxMsx 21 ,,, 21

  , (2.66) 

donde sk 2,1  y 

 

 
 

  1

12

1
1

1
, Cdxexg

kk
sxM xk

xE 


 



, 

 
 

  2

21

2
2

1
, Cdxexg

kk
sxM xk

xE 


 



. 

(2.67) 
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Teniendo en cuenta las condiciones de frontera   0,  sxx
 cuando x  y 

   syxsx xxx ,,, *

22
 

  (son las fórmulas (2.59) y (2.60), respectivamente), hallamos 

 

01 C , 

 
      

  ,,,

1

22

2

1212

*

2

12

2

xk

xx

xk

xE

xkkxk

xE

esyx

dxexgedxexg
kk

C












   

(2.68) 

de donde 

 

 
 

    

 
      

   
.,,

1
,

22

2

1212

2

2211

*

2

12

12

xxk

xx

xk

xE

xkkxk

xE

xk

xk

xE

xkxk

xE

xk

x

esyx

dxexgedxexg
kk

e

dxexgedxexge
kk

sx





























 
(2.69) 

Caso segundo. Sea ahora *yy   una línea coordinada, que no cruza el conjunto  . 

Consideremos la ecuación 

 
 
xExxx gAs  , (2.70) 

donde     *,
,,,

yyxx syxsx


 
xR

,     *,
,

yyxExE yxgxg





xR
. Su solución se escribe 

en la forma 

       xkxk

x esxMesxMsx 21 ,,, 21

  , (2.71) 

 

 
 

  1

12

1
1

1
, Cdxexg

kk
sxM xk

xE 


 



, 

 
 

  2

21

2
2

1
, Cdxexg

kk
sxM xk

xE 


 



. 

(2.72) 
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La condición de frontera (2.59) resulta 021 CC , y, por consiguiente, para  sxx ,  se 

puede escribir 

  
 

    
 


 dxexgedxexge

kk
sx xk

xE

xkxk

xE

xk

x
2211

12

1
,


. (2.73) 

Similarmente pueden ser obtenidas las fórmulas para  syy ,  y  syy , . 

2.4.2 Una familia de soluciones aproximadas del problema exterior 

Regresemos a la fórmula (2.69). Construyamos una partición 

  qqqqq NNN ,,,,,, 110

def

1   para el semi-intervalo  ,2x , 20 xq  , y en cada 

segmento   11,  NN qq , NN , aproximemos la función  xg
xE


 por una función 

trazadora (inglés: spline) de 3o orden (véase, por ejemplo, [15]) 

    
       NNNN

qqxxE cxcxcxcxg
NN 01

2

2

3

3,1





. (2.74) 

Sustituyendo (2.74) en (2.69), encontramos 

 

 
            

              

   
.,,

32

32
,,

~

22

22

2

*

2

2

2301

2

2

3

3

2

2301

2

2

3

3
3,

xxk

xxk

xx

NNNNNN

NNNNNN

x

esyx

e
s

cxc

s

cxcxcxc

s

cxc

s

cxcxcxc
Nsx


















 

















 
(2.75) 

Consideremos ahora la expresión (2.73). De manera análoga, sea 

  qqqqq NNN ,,,,,, 11

def

2   una partición del intervalo   , . Para cada 

  21,  NN qq , ZN , escribamos 

    
       NNNN

qqxxE cxcxcxcxg
NN 01

2

2

3

3,1





. (2.76) 

Entonces 
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  
            

2

2301

2

2

3

3
3,

32
,,

~

s

cxc

s

cxcxcxc
Nsx

NNNNNN

x





 

. (2.77) 

Mediante las tablas de la transformada de Laplace (véase, por ejemplo, [11]) en el caso de 

 yR
*y  hallamos 

 

              

        

    

    .,,

2
32

2

32,,~

22

2

2

*
2

*

2

1

0

2
23

2
01

2

2

3

3

2301

2

2

3

3,3,

xxk

t

xx

NN

xx

NNNN

NNNNNN

yyxxE

esyx

d
xx

erfccxc

t

xx
erfccxcxcxc

tcxccxcxcxctyx
























 















 






L










 (2.78) 

Aquí   



z

z dzezerfc
22


, mientras 1L  denota la transformada inversa de Laplace. Si 

 yR
*y , entonces 

                tcxccxcxcxctyx NNNNNN

yyxE 2301

2

2

3

3,3, 32,,~
* 




xR
. (2.79) 

Es significativo que las soluciones (2.78) y (2.79) no dependen de los coeficientes de la 

función trazadora (y, por consiguiente, de las particiones 1  y 2  tampoco). Realmente, 

notando que 
    NN cxc 2332   es aproximadamente la segunda derivada de la función 

 xg
xE


 (respectivamente, de  xg

xE


) en el segmento  NN qq ,1 , y también teniendo en 

cuenta (2.74) (respectivamente, (2.76)), se pueden reescribir las expresiones (2.78) y (2.79) 

en la forma 
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   
 

 

 

    22

2

2

*
2

,,

2

2

,,~

*

2

1

0

2

2

2

2

2

2

,3,

xxk

t

xx
xE

xxxE

xE

xEyyxxE

esyx

d
xx

erfc
x

xg

t

xx
erfcxg

x

xg
txgtyx
































 



















 










L










 (2.80) 

y 

    
 

2

2

,3, *,,~

x

xg
txgtyx xE

xEyyxE












xR
. (2.81) 

respectivamente. 

Hasta ahora ha sido hallada una solución aproximada del problema exterior (2.54)-

(2.57) en la dirección x  para una línea coordinada arbitraria *yy  , donde yR
*y . 

Incrementando el orden de la función trazadora de tres a cinco, respectivamente 

encontramos 

 

   
   

 

 

 
 

    22

2

2

2

*
2

,,

2

2

2

2
,,~

*

2

1

0

2

4

4

2

0

2

2

2

2

4
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2

2

2

,5,

xxk

t

xx
xE

t

xx
xE

xxxE

xExE

xEyyxxE

esyx

dt
xx

erfc
x

xg

d
xx

erfc
x

xg

t

xx
erfcxg

x

xgt

x

xg
txgtyx




































 



















 



















 

















L















 
(2.82) 

y 

    
   

4

42
2

2

2

,5,
2

,,~
*

x

xgt

x

xg
txgtyx xExE

xEyyxE

















xR
. (2.83) 
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Generalmente, para una 3d  impar se pueden escribir 

 

 
  

 

   
 

 
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m

m
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m

m
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d
m

txx
erfc

x
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t

xx
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m

t

x

xg
tyx











































 



















 








 



L











 (2.84) 

y 

  
  








 



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*

d

m

m

m

xE

m

m

yyxdE
m

t

x

xg
tyx 

xR
. (2.85) 

Empleando otra vez la técnica de escisión por coordenadas, finalmente encontramos la 

solución en las dos direcciones en la forma 

        yxgtyxtyxtyx EdyEdxEdE ,,,,,,, ,,,,,   , (2.86) 

donde 

  
   

 



















.,,,~

,,,,~,,,~

,,
*

,,

*

,,,,
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*

*
1

*
2

yR

y

R

R

x

ysityx

ysityxtyx
tyx

yyxdE

yyxxdEyyxxdE

dxE




  (2.87) 

Aquí   *
2 ,, ,,~

yyxxdE tyx


  y   *,, ,,~
yyxdE tyx

 xR
  se calculan por las fórmulas (2.84) y 

(2.85), respectivamente,   *
1,, ,,~

yyxxdE tyx


  es análoga a   *
2 ,, ,,~

yyxxdE tyx


 , mientras 

que la expresión para  tyxdyE ,,,,  puede ser obtenida de  tyxdxE ,,,,  por el cambio de 

las variables espaciales. Por ejemplo, cuando 3d ,  xR
*

Ax  y  yR
*

Ay , tenemos 
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cuando 5d ,  xR
*

Bx  y  yR
*

By , se cumple (Fig. 2-3) 
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 (2.89) 

 

Fig. 2-3.  Las soluciones 
**,

,
yyxx

dE


  del problema exterior se calculan 

según si las líneas coordinadas 
*xx  , 

*yy   cruzan el conjunto  . 

La expresión (2.86) representa una familia infinita de soluciones aproximadas del problema 

exterior (2.54)-(2.57). 
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2.4.3 Imponiendo las condiciones de frontera para el problema interior 

Consideremos el problema interior 

 I
III f

yyxxt






































 






, (2.90) 

  yxgItI ,0  , (2.91) 

  tyx
IDI ,,  . (2.92) 

Aquí   IDyxI  , , 
 

 








yxsi

yxsif
f I

,0,

,,
,   IDyxI gg  , , ID  denota una frontera 

del dominio ID , mientras  tyx ,,  es una función de frontera para I , definida sobre 

ID . Sea  Ntttt ,,,, 210

def

  una partición del segmento temporal  T,0 , 00 t , 

TtN  , 0T . 

Se tiene el siguiente teorema. 

Teorema 2.2. Sean (2.49)-(2.53), 2R  un dominio convexo con una frontera  , 

 tyx ,,   y  tyxf ,,  el coeficiente de difusión y la función de fuentes, 

respectivamente, definidos en el dominio   . Sean también Const  y 0f  en 

\2R . Entonces para cualquier 3d  impar, para un momento fijo de tiempo nt , 

existe un dominio convexo Q  con una frontera S , tan que la solución aproximada 

 tyxdE ,,,  del problema (2.49)-(2.51) en ntt   sobre S  (y, generalmente hablando, más 

adelante al infinito) no es influencida por   y f  de  . 

Demostración. Demos una estimación cualitativa para el tamaño del dominio Q  (y, por 

consiguiente, para la colocación de S ), basándose en el análisis de dimensiones y el 

 -teorema (véase, por ejemplo, [3]). De acuerdo con lo último, cualquier ley física, 

expresada por una función   de p  cantidades dimensionales – 
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   0...,,,, 321 pvvvv , (T.1) 

– es representable en forma de relación entre qp   combinaciones adimensionales (los así 

llamados  -grupos) de estas cantidades, es decir, 

   0...,,,, 321 qp . (T.2) 

Aquí q  es el número de cantidades fundamentales (tales como masa, tiempo, etc.). 

Para la función   que expresa la conexión entre el tamaño l  del área de 

propagación de la sustancia   bajo la influencia de la difusión   por el tiempo nt , 

tenemos: lv 1 , 2v , 3v , ntv 4 . Para las dimensiones de estas cantidades se 

tiene: 

   Ll  ,   2 ML ,   12  TL ,   Ttn  . (T.3) 

Aquí L  denota longitud, T  tiempo, y M  masa. Como cantidades fundamentales, elijamos, 

por ejemplo, l ,   y nt . Entonces 4p , 3q , y, por consiguiente, de acuerdo con el 

 -teorema existe el único  134  qp  grupo adimensional de la forma 

 
  2

1 ktl n  , (T.4) 

donde  2 , 0 , R ,   , mientras k  es un número no negativo real. Esto 

conduce a 

 nt
k

l 
1

 . (T.5) 

Ya que  tyx ,,   en  , hay que usar el máximo de l , i.e., 
   

n
Ttyx

t
k

l 
1

max
,0,,

max


 , y 

por eso la parte regular (o bien, suave) de la frontera S  del dominio Q  puede ser obtenida 

como 
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       max

2
def

,,, nlyxyxyxSreg  R . (T.6) 

Aquí n  es la normal exterior a   en el punto   yx, , que pasa por toda la parte regular 

de la frontera. Si   no tiene singularidades (i.e., esquinas), entonces se puede definir 

regSS   y terminar la prueba. Si no, hay que hacer una construcción adicional. Sea is  un 

punto singular de  . Poniendo 

 
 

 yxnla
isyx

i ,lim
0,

max

def


 ,     

 
 yxnlb

isyx
i ,lim

0,
max

def


 , (T.7) 

obtenemos la parte singular de S  en la forma (Fig. 2-4) 

  ii

M

i
ising,

M

i
sing baSS ,

11

def



  . (T.8) 

Aquí M  es el número de singularidades sobre  . Finalmente escribamos 

 singreg SSS  . (T.9) 

La convexidad del dominio Q  se sigue de la construcción (Т.6)-(Т.9), ya que el conjunto 

  es convexo.               

 

Fig. 2-4.  Hacia la construcción de la parte singular de la frontera S . 

Observación 2.3. Notemos que   desapareció en la fórmula (Т.4) ( 0 ), como debe 

haber hecho. Realmente, intuitivamente parece que la cantidad l  no debe depender de la 

sustancia   misma (y de las fuentes f  tampoco, ya que      ntf  ), y por lo tanto l  

se determina solamente por el coeficiente de difusión   y tiempo nt . 
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Observación 2.4. Generalmente, para la frontera S  se puede proponer otra definición, 

diferente de las fórmulas (T.6)-(T.9). Entonces el dominio Q  puede ser un conjunto 

arbitrario (no necesariamente convexo). 

El teorema 2.2 permite calcular la solución aproximada  tyxdE ,,,  del problema (2.49)-

(2.51) sobre S  en ntt   como si   fuera constante y 0f  en  . Por consiguiente, 

    nttSyxdxE tyx
 ,,,, *,,  puede ser calculada por (2.85) en lugar de (2.84), aun cuando la 

línea coordinada *yy   cruza el conjunto  . Más general, en las dos direcciones, se tiene 

el siguiente corolario. 

Corolario 2.1. Sean (2.52) y (2.53), donde QDI  , SDI  . Sea también 3d  un 

número impar, nt  fijo. Entonces la solución aproximada  tyxdE ,,,  del problema 

(2.49)-(2.51) puede ser calculada sobre ID  por la fórmula (comp. con (2.85)-(2.86)) 

    

 

    nInI ttDyx

d

m
m

m

m

mm
m

ttDyxdE yxg
y

g

x

g

m

t
tyx 





 

























  ,,

21

0
2

2

2

2

,,, ,
!

,,  . (2.93) 

El requerimiento de continuidad de la solución del problema (2.49)-(2.51) sobre la frontera 

ID , es decir, la igualdad         II DyxIDyxdE tyxtyx   ,,, ,,,,  , conduce a una familia 

infinita de condiciones de frontera artificiales locales para el problema (2.90)-(2.92) de la 

forma 

      

 

    II Dyx

d
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t
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,,,,  , (2.94) 

o bien, 

      

 

    II Dyx

d

m
m

m

m

mm
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,,,,  . (2.95) 
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2.4.4 Buen planteamiento del problema interior 

Similarmente al problema de advección, el buen planteamiento del problema de difusión se 

demuestra con el uso del concepto de solución generalizada (véase, por ejemplo, [12]). 

Todas las normas construidas abajo y los resultados correspondientes son originales. 

Denotemos  
 

 yxg
y

g

x

g

m

t
tyx

d

m
m

m

m

mm
m ,

!
,,

21

1
2

2

2

2


















 





  y pongamos 

      tyxtyxtyx I ,,,,,,
def

  . (2.96) 

De aquí, despejando la función  tyxI ,,  y sustituyéndola en (2.90)-(2.92), obtenemos el 

problema 

 








f

yyxxt









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




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













, (2.97) 

 00 t , (2.98) 

     0,, ,  IDyxtyx , (2.99) 

donde 

 




















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















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yyxxt
ff I








 . (2.100) 

Debido a la definición (2.96), los problemas (2.90)-(2.92) y (2.97)-(2.99) son equivalentes. 

Sea  TDI ,0 , donde 0T , y sea  2L  el espacio de Hilbert de funciones, 

definidas sobre  , con el producto escalar 

      


 dtyxqtyxpqp ,,,,,  (2.101) 

y la norma   21
, ppp  . Consideremos un conjunto M  de funciones  tyx ,,  dos veces 

continuamente diferenciables, definidas sobre  , que satisfacen la condición (2.98) y 

tienen la norma finita 
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222

2

1
yxTH

  . (2.102) 

Aquí ],0[ TDI  , III DDD   ,  
x

  y  
y

  son las derivadas parciales en x  y y , 

respectivamente, 0  es fijo, mientras 
T

  se determina como 

  

ID

IT
dDTyx

2
,, . (2.103) 

Introduzcamos sobre M  el producto escalar 

        yyxxTH
qpqpqpqp ,,,

2

1
,   , (2.104) 

donde 

      

ID

IT
dDTyxqTyxpqp ,,,,, , (2.105) 

y denotemos por  H  el espacio de Hilbert  
H

M , . 

Definición 2.2. Una función   del espacio  H  se llama solución generalizada del 

problema (2.97)-(2.99), si ella satisface la identidad 

          ,,,, fyyxxt   (2.106) 

para cualquier función  H  (véase, por ejemplo, [12]). 

Aquí  
t

  es la derivada parcial en tiempo. La fórmula (2.106) fue obtenida por la 

multiplicación de la ecuación (2.97) por la función   y la integración por partes por el área 

  con la condición de frontera (2.99). 

Teorema 2.3. Para cualquier 3d  impar el problema (2.90)-(2.92) con la función de 

frontera  tyx ,, , calculada por la fórmula (2.95), está bien planteado. 
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Para probar el teorema es necesario y suficiente mostrar que existe la única solución 

generalizada del problema (2.97)-(2.99), que depende continuamente de los datos iniciales. 

Demostración. Existencia de solución. Denotemos por  ,ia , 3,2,1i , i-ésimo 

sumando en la expresión (2.106). Entonces  ,ia  son funcionales lineales acotados en el 

espacio  H  con respecto a  . Realmente, si 


 max , entonces 

     tta ,,1 , (Т.1) 

    xxxxa  ,,2 . (Т.2) 

El caso de  ,3a  se demuestra analógicamente. Por consiguiente, de acuerdo con el 

teorema de Riesz (véase, por ejemplo, [10, 12]), para cada  ,ia  existe el único 

elemento  Hpi  tal que   H  

   3,2,1,,,  ipa
Hii  . (Т.3) 

Consideremos los operadores lineales     HHi :L  y escribamos iip L , 

3,2,1i . Si   2Lf , entonces el lado derecho de (2.106) (denotémosla por 

 ,4 fa ) es un funcional lineal acotado con respecto a la variable   – 

     fffa  ,,4 , (Т.4) 

y, por eso,   HR!  tal que   H  se tiene 

  HRfa  ,,4  . (Т.5) 

De tal modo, la expresión (2.106) es representable en la forma 

    HH
R  ,, L . (Т.6) 
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Aquí 



3

1i

iLL . 

Se cumple el siguiente lema. 

Lema 2.2. Sea      HRH:L . Entonces el operador inverso 

     HHR:1L  existe y es acotado. 

Demostración. Así mismo como para el lema 2.1 de la sección 2.3.3, es suficiente mostrar 

que   Hp  

    
HH

pppp ,, L . (L.1) 

Sea  Hp . Entonces se tienen las estimaciones 

   22

1
2

1
,,

2

1
,

T

D

I pdDTyxpppa

I

  , (L.2) 

 
2
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2

2 , x
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D

I pdtdD
x

p
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I

 











   , (L.3) 

 
2

0

2

3 , y

T

D

I pdtdD
y

p
ppa

I

 



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






   . (L.4) 

Aquí 0 . Pongamos en la definición (2.102)   menor que  . Entonces 

    
HyxT

i

iH
pppppppapp ,

2

1
,,

222
3

1




L . (L.5) 

El lema está probado.              

Sean 1-L  el operador, inverso a L , y 1~-L  una extensión de 1-L  sobre todo  H , 

ELL 1~- . Por el lema 2.2, 1-L  existe y es acotado. Por consiguiente, existe y es acotada la 

extensión 1~-L . El operador adjunto  *1~-L  es único y tiene la misma norma. Por lo tanto, 

  Hp L  la igualdad 
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           
H

-

H

-

HHH
pRpRRp ,

~~
,,,,

*11 LLL    (Т.7) 

se cumple si y sólo si   R- *1~
L . La existencia de solución está probada. 

Unicidad de solución. Supongamos que existen dos soluciones: 1  y 2 . Entonces 

para su diferencia 21  w  el problema (2.97)-(2.99) es 

 0
















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


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


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w

yx

w

xt

w
 , (Т.8) 

 00 tw , (Т.9) 

     0,, ,  IDyxtyxw , (Т.10) 

y la expresión (2.106) para w  se escribe como 

   0,,
2
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0

2

0

2

2 
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
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T

D

I

T

D

I

D

I
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dtdD
y

w
dtdD

x

w
dDTyxw  . (Т.11) 

Ya que todos los sumandos en el lado izquierdo son positivos, (Т.11) se cumple si y sólo si 

0w , de donde 21   . La unicidad de solución está probada. 

Estabilidad de solución. Sean 1  y 2  dos soluciones generalizadas, que 

corresponden a dos datos iniciales diferentes  1,1, fg  y  2,2 , fg , respectivamente, 

donde 2,1g  son las condiciones iniciales, mientras 2,1,f  son los lados derechos (fuentes). 

Consideremos la función 21   . Sustituyéndola en (2.106) y poniendo   , 

obtenemos 

    fgyxT


2

0

222

2

1

2

1
. (T.12) 

Aquí  

ID

IdDyxgg
2

0
, , 2,1,  fff  , 21 ggg  . Ya que el lado izquierdo 

de (T.12) está acotado, existen dos constantes   ,0,  tales que 
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    
0

222

2

1
gfyxT

  


, (T.13) 

donde 

  yxT
 


.3 (T.14) 

Ya que cada sumando en el lado izquierdo de (T.13) no es mayor que la expresión en el 

lado derecho, se tienen las estimaciones 
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, 
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
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y





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(T.15) 

Por consiguiente, 

    
0

2
2 gfyxT




  















, (T.16) 

de donde obtenemos 

  
0

2

2
2 gf 


  

















. (T.17) 

La estabilidad de solución y el teorema están probados.          

                                                 
3 Así, se pueden elegir 

  
0

*

2 gf

T






 
 , 

 
 

0

*
,max

gf

yx






 
 .  
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2.4.5 Algunas estimaciones y observaciones 

Estimemos qué tan lejos de   debe colocarse la frontera ID  del dominio ID . Siguiendo 

la fórmula (T.5) del Teorema 2.2, se puede escribir 
   


k

l
Ttyx

1
max

,0,,
max


 , donde   es un 

paso temporal utilizado en los cálculos numéricos. Por consiguiente, la frontera ID  puede 

ser obtenida por (T.6)-(T.9). El coeficiente de proporcionalidad k  puede ser hallado 

empíricamente. 

Consideremos el asunto acerca del error sobre la frontera ID . Sustituyendo (2.94) 

en (2.54), tenemos 
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(2.107) 

Denotemos 
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 . (2.108) 

Si existen dos constantes 1K , 2K  tales que 11 Kc  , 22 Kc   para cualquier 3d  

impar, entonces, debido a nenn nn 2!   (la fórmula de Stirling, véase, por ejemplo, 

[11]), el primer sumando en (2.108) tiende a cero cuando d  tiende al infinito. Notando 

también que 
 

1
!1






t

m

m

e
m

t 
, obtenemos la estimación 

  12 2 

teK  . (2.109) 

Observación 2.5. Como se sigue de la fórmula (2.95), cuando t  tiende al infinito, la 

función      IDyxI tyx ,,, , que contradice la asintótica temporal del proceso difusivo. 

Sin embargo, para un t  fijo       tDyxI I
tyx ,,,,  puede ser reconocida como una 

solución de la ecuación difusiva discretizada en tiempo, que fue obtenida por el método de 

Runge-Kutta de orden   21d  (véase, por ejemplo, [95, 122]). Realmente, para 3d  la 

fórmula (2.95) es simplemente el método de Euler (o el Runge-Kutta de orden uno): 

   gn I

n

I

n

I

n

I  01 ,0,  N ; (2.110) 

para 5d  tenemos el método de punto medio (o el Runge-Kutta de orden dos): 

  yxp
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I ,,
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
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el caso 9d  corresponde al método de Runge-Kutta de orden cuatro 
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 (2.118) 

etc. Por lo tanto, para cada 3d  impar el uso de las condiciones de frontera (2.95) es 

admisible con cualquier paso temporal   (desde luego, el esquema computacional 

debe ser estable). 

Observación 2.6. Basándonos en los hechos que las CFAs (2.35) y (2.95) son exactas (esto 

es cierto para la advección en los casos continuo y discreto, y es cierto para la difusión en el 

caso discreto –véase la observación 2.5), podemos hacer la siguiente importante conclusión, 

a saber: la solución del problema escindido converge a la solución del problema no 

escindido. 

Realmente, en la sección 2.2 se demuestra la convergencia de la técnica de escisión 

para los problemas de Cauchy, es decir, sin tener en cuenta las CFAs. Con esto, ya que las 

CFAs construidas son exactas, los problemas de Cauchy se reformulan exactamente a los 

problemas de frontera sin introducir errores en las soluciones. Por lo tanto, debido a lo que 

1) los problemas de Cauchy son equivalentes a los de frontera, y 2) la solución de los 

problemas de Cauchy escindidos converge a la solución del problema de Cauchy no 

escindido, concluimos que la solución de los problemas de frontera escindidos converge a 

la solución del problema de frontera no escindido. 
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Observación 2.7. La realización numérica de las condiciones de frontera (2.95) conduce a 

la necesidad de usar diferencias finitas izquierdas o derechas para calcular las derivadas 

espaciales sobre la frontera artificial. Es conocido que los esquemas de diferencias finitas 

apropiados son incondicionalmente inestables, ya que para ellos no se cumple la condición 

necesaria de von Neumann (véase, por ejemplo, [6, 95]). Para superar esta dificultad, se 

sugiere extrapolar la función g  más allá de la frontera. Debido a esto, las diferencias finitas 

centrales pueden ser utilizadas, y por lo tanto el esquema de diferencias finitas puede llegar 

a ser estable. 

Sea *yy   una línea coordinada, mientras xR10 , xx  tales que 

   IDyx *

0 , ,     IDyx *

1, . (2.119) 

Continuemos g  exponencialmente, es decir, 

  xgg exp0 . (2.120) 

Aquí  *

00 , yxgg  , 0 . De (2.119) y (2.120) encontramos 
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donde   0

*

11 , gyxgg  , 01 xxx  , y, por consiguiente, para Np  y xpx   

tenemos 

 p

p

p
g

g
g

1

1

0



  . (2.122) 

Una ventaja de la extrapolación exponencial es que para el esquema de diferencias finitas 

apropiado se cumple la condición de von Neumann, y por eso se puede esperar que el 

esquema será estable. 

Hay que enfatizar que la aproximación exponencial no es la única posibilidad. Así, 

por ejemplo, se puede buscar la función g  más allá de la frontera en la forma 
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  q

qxxxgg   ...exp 2

210
, (2.123) 

donde Nq . Sin embargo, esto requiere más puntos ix  en la extrapolación. Otro método 

puede consistir en el empleo del aparato de continuación analítica de la función g  más allá 

de ID  [124]; no obstante, esa técnica es mucho más complicada en comparación con la 

extrapolación (2.122). 

Observación 2.8. En el marco del enfoque de descomposición de dominio se puede usar 

otro método para construir las condiciones de frontera artificiales al solucionar el problema 

(2.49)-(2.51). Sean dadas dos funciones de frontera,   tyx ,,0  y   tyx ,,0 , para los 

problemas (2.54)-(2.57) y (2.90)-(2.92), respectivamente. Entonces para una 3d  impar 

dada, en un momento fijo de tiempo nt  las funciones dE ,  y I  pueden ser 

encontradas iterativamente por la solución de los problemas exterior e interior (2.54)-(2.57) 

y (2.90)-(2.92), respectivamente, con la corrección de las funciones de frontera en cada 

paso de iteración por las fórmulas 
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i

dE

i tyxtyx 

 ,,
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, ,,,,  , 

        nttyx

i

I

i tyxtyx 

 ,,

1 ,,,,  . 

(2.124) 

Aquí Ni  es el número de iteración. El procedimiento iterativo se requiere para ensamblar 

las soluciones en el traslape EI DD  . El enfoque señalado es una modificación del método 

alternado de Schwarz (véase [102], también [22]); esa técnica fue aplicada para construir 

las CFAs en los trabajos [1, 23-28, 41, 45]. Sin embargo, el método dado posee algunas 

desventajas, a saber: según el tamaño del traslape EI DD   y el parámetro   en  , para 

obtener una precisión tolerable a veces el número de iteraciones debe ser bastante grande. 

Además, junto con el problema interior aparece la necesidad de considerar el problema 

exterior, cuya solución, generalmente hablando, no es de interés práctico. 
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2.5 Conclusión del segundo capítulo 

En el capítulo fue presentado un método de construcción de condiciones de frontera 

artificiales locales para la solución numérica de la ecuación bidimensional de advección-

difusión-absorción en un dominio convexo. Se mostró que las CFAs obtenidas conducen a 

problemas bien planteados, se investigaron los asuntos de precisión, se presentaron las 

estimaciones de los errores. En comparación con las condiciones de frontera artificiales, 

presentadas en los trabajos de otros autores, éstas poseen las siguientes ventajas: 

 la expresión para la condición de frontera en el problema de advección es la CFA 

exacta local, que admite la posibilidad de solución exacta de la ecuación de 

transporte sin crecer la complejidad del algoritmo numérico; 

 la realización numérica de las condiciones de frontera para solucionar el problema 

general de advección-difusión-absorción sobre la base de la técnica de escisión por 

procesos físicos conduce a la solución exacta de la ecuación en el marco del esquema 

de diferencias finitas apropiado (véase la observación 2.5); 

 el uso de las condiciones de frontera artificiales obtenidas es aceptable al solucionar 

la ecuación de advección-difusión-absorción en un conjunto bidimensional arbitrario 

convexo con una frontera artificial suave a trozos. 
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Capítulo 3 

EXPERIMENTOS NUMÉRICOS 

En este capítulo se analizan resultados de los experimentos numéricos para la solución de la 

ecuación bidimensional de advección-difusión-absorción con el uso del método de 

construcción de las CFAs, presentado en el capítulo anterior. El objetivo de los 

experimentos fue confirmar las estimaciones teóricas de los errores de las soluciones y 

demostrar la eficacia del enfoque de las condiciones de frontera artificiales desde el punto 

de vista del ahorro de recursos de la máquina. 

3.1 Comentarios generales 

En todos los experimentos los conjuntos   y ID  fueron 

 

  10,10, 2  yxyx R , 

  5.15.0,5.15.0, 2  yxyxDI R . 

(3.1) 

Los experimentos fueron hechos para tres pasos temporales   003.0,004.0,005.0num , el 

tiempo de modelación fue 12T . Todas las soluciones numéricas se compararon con las 

“exactas”, calculadas en el dominio    3,23,2 S . Tal práctica de comparación es 

típica en la literatura (véase, por ejemplo, [59, 66]). Los espaciamientos de las mallas 

fueron 05.0 yx , la condición inicial fue cero, las fuentes se calcularon por la 

fórmula 
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         1.04cos135.04cos11cos6.0,,

4
1273.02 3

  yxtettyxf t  ,   

     6.0,1.085.0,35.0, yx . 

(3.2) 

Tal función refleja el comportamiento de las fuentes usadas en la modelación [66]. 

Los experimentos se hicieron para los siguientes tres problemas: 

1. el problema puro de advección; 

2. el problema puro de difusión; 

3. el problema general de advección-difusión-absorción. 

Al solucionar los primeros dos problemas, el paso temporal para la solución “exacta” fue 

  001.0exact ; al solucionar el problema general, el paso temporal  exact  fue igual a 

 num . Para cada uno de los problemas los experimentos se pueden clasificar en tres grupos: 

I. el primer grupo correspondió a los valores constantes de los parámetros; 

II. en el segundo grupo los parámetros dependieron de las coordenadas espaciales; 

III. en el tercer grupo los problemas se solucionaron con valores fijos de los parámetros 

en los dominios con tamaños crecientes    3,23,2 0glb,D , 

   6,56,5 1glb,D ,    9,89,8 2glb,D ,    12,1112,113 glb,D  y 

   15,1415,14 4glb,D  sin CFAs. 

El objetivo de los experimentos de los primeros dos grupos fue confirmar la funcionalidad 

de las CFAs, obtenidas en el capítulo anterior. Los experimentos del tercer grupo fueron 

hechos para justificar la importancia práctica del enfoque de las CFAs desde el punto de 

vista del ahorro de recursos de la máquina. 

3.2 Advección 

Al solucionar el problema de advección 
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  yxgt ,0  , (3.4) 
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  
 

 
   


II DyxDyx

vtyutxgtyx
,,

,,,  (3.5) 

la discretización del operador diferencial de la ecuación (3.3) fue implementada sobre la 

base del esquema explícito “contraviento” (inglés: upwind differencing) de la forma [95] 
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(3.6) 

Aquí  jiusignp , ,  jivsignq , ,  jiji yxuu ,,  ,  jiji yxvv ,,  ,  nji

n

ji tyx ,,,   , 

 nji

n

ji tyxff ,,,  ,   es el paso temporal, mientras x  y y  son los pasos espaciales. 

Sobre la frontera del dominio ID  la función 1

,

n

ji  se calculó por la fórmula (3.5). Para el 

campo de velocidades se cumplió la condición de continuidad 

 0
1,,,1,









 

y

vv

x

uu jijijiji
. (3.7) 

Transformemos la ecuación (3.3) a una forma adimensional, basándonos en el 

 -teorema (véase [3], también la Pág. 43 de la tesis). De acuerdo con lo último, la 

ecuación (3.3), expresada como una función   de 4p  cantidades dimensionales – 

   0,,, tlU , (3.8) 

– es representable en forma de relación entre qp   combinaciones adimensionales (o bien, 

 -grupos) de estas cantidades, es decir, 

   0...,,,, 321 qp . (3.9) 

Aquí   2LM ,   TLU ,   Ll   y   Tt  , donde M , L  y T  denotan masa, 

longitud y tiempo, respectivamente. En calidad de cantidades fundamentales elijamos, por 
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ejemplo,  , l  y t . Entonces 3q , y por lo tanto, existe el único ( 134  qp ) grupo 

adimensional 
l

t
U1 . Por consiguiente, podemos reescribir (3.3) en la forma 

 0








l

t
U . (3.10) 

Definamos 

  vu ,maxU ,  maxt ,  yx lll ,min , (3.11) 

donde xl  y yl  denotan tamaños lineales del dominio   en las direcciones x  y y , 

respectivamente. El esquema (3.6) es condicionalmente estable cuando 003.01   y 

aproxima el problema (3.3)-(3.5) con 1er orden por tiempo y por espacio. 

En cada momento de tiempo las soluciones numérica y “exacta” se compararon en 

la norma  2L : 
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Además, se calcularon los valores promedios de los errores en la norma   TL ,02  : 
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 . (3.13) 

Aquí  numn

ji,  y  exactn

ji,  son los valores de las soluciones numérica y “exacta”, 

respectivamente, en un punto  ji yx ,  en un momento de tiempo ktt  , 21 JI , 

 numTN  . 

3.2.1 Grupo I. Valores constantes del campo de velocidades 

En este grupo de experimentos la ecuación (3.3) se solucionó con valores constantes del 

campo de velocidades  vu,U . El parámetro U  fue  48.0,6.0 ,  4.0,5.0 ,  32.0,4.0 , 
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 24.0,3.0 ,  16.0,2.0 ,  08.0,1.0 ,  008.0,01.0 ,  0008.0,001.0  y  00008.0,0001.0 . 

Tales valores del campo de velocidades corresponden a los prácticos [104]; con esto se 

cumple 003.01  . 

Como un ejemplo, en la Fig. 3-1 se muestran gráficos de la variación del error 


  

en tiempo para el campo de velocidades  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U  con 

  005.0num . 

    

Fig. 3-1.  Gráficos de la variación del error 


  en tiempo. 

 24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U , 
  005.0num . 

Es fácil verificar que cuando  24.0,3.0U  (o bien, cuando la advección es grande), el 

error 


  repite en general el comportamiento de la función  tyxf ,,  en tiempo. Cuando 

 0008.0,001.0U  (es decir, cuando la advección es muy pequeña), el error crece durante 

todo el tiempo de modelación, ya que debido a la (cuasi-)ausencia del transporte la cantidad 


  se acumula en el dominio de interés y no se mueve a la frontera y después fuera de  . 
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En la tabla 3.1 se presentan los errores promedios 
 T,0

  para cada uno de los 

experimentos1. Los mismos datos para   005.0num  se presentan en la Fig. 3-2. Se ve que 

cuando U  es menor que algún crítico *U , la función 
 T,0

  crece monótonamente al 

crecer el módulo del campo de velocidades debido a la discretización temporal del 

problema, pero cuando *UU  , el error se transporta (o bien, “se empuja”) fuera del 

dominio de interés debido al proceso de advección mismo tan rápido que descere al crecer 

el módulo del campo U . 

Tabla 3.1.  Advección, grupo I. Los errores promedios 
 T,0

 . 

U = (u, v) (num) = 0.005 (num) = 0.004 (num) = 0.003 

 48.0,6.0  410315.7     

 4.0,5.0  410791.7     

 32.0,4.0  410557.8     

 24.0,3.0  410844.9   410377.7   410914.4   

 16.0,2.0  310188.1     

 08.0,1.0  310204.1     

 008.0,01.0  410737.1     

 0008.0,001.0  610521.2   610890.1   610260.1   

 00008.0,0001.0  810618.2     

                                                 
1 Para claridad los errores 

 T,0
 , que corresponden a los pasos temporales 

  004.0num  y 

  003.0num , se presentan sólo para algunos valores del campo U . 
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Fig. 3-2.  Gráfico de la dependencia del error promedio 
 T,0

  

con respecto al módulo del campo de velocidades U . 
  005.0num . 

En la Fig. 3-3 se muestran gráficos de la dependencia del error 
 T,0

  con respecto 

al paso temporal  num  para  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U . 

    

Fig. 3-3.  Gráficos de la dependencia del error promedio 
 T,0

  

con respecto al paso temporal 
 num .  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U . 
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Como se sigue de la figura, la extrapolación de las curvas al punto    exactnum    resulta el 

valor cero del error 
 T,0

 , que confirma que la fórmula (3.5) produce la condición de 

frontera artificial exacta. 

3.2.2 Grupo II. Valores variables del campo de velocidades 

Este grupo de experimentos repite el anterior, con tal diferencia que en lugar del campo 

constante de velocidades se consideraron las funciones de la forma 

  
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yxsi

yxsi
yx

V

UV
U  (3.14) 

Aquí el campo V  tenía los mismos valores que U  en el grupo I, mientras el retrato del 

campo  yx,varvar UU   se presenta en la Fig. 3-4. 

 

Fig. 3-4.  Retrato del campo de velocidades 
varU  en el dominio  . 

En la tabla 3.2 se resumen los errores promedios, calculados por la fórmula (3.13), 

para   005.0num . Se puede ver que los resultados son casi idénticos a los que fueron 

obtenidos en el primer grupo de experimentos (véase la tabla 3.1). Esto significa que la 

condición de frontera (3.5) toma bien variaciones del campo de velocidades U  en el 
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dominio  . En otras palabras, los errores de las soluciones no son sensibles a variaciones 

del parámetro U . 

Tabla 3.2.  Advección, grupo II. 

Los errores promedios 
 T,0

 . 

V = (u, v)  

 48.0,6.0  410300.7   

 4.0,5.0  410769.7   

 32.0,4.0  410523.8   

 24.0,3.0  410786.9   

 16.0,2.0  310176.1   

 08.0,1.0  310181.1   

 008.0,01.0  410684.1   

 0008.0,001.0  610441.2   

 00008.0,0001.0  810541.2   

3.2.3 Grupo III. Ahorro de los recursos 

Este grupo de experimentos fue hecho para el campo de velocidades 

  var008.0,01.0 UU  , donde varU  está definido en la sección anterior, con el paso 

temporal 005.0 . El problema (3.3)-(3.5) se solucionó en el dominio 

   5.1,5.05.1,5.0 ID  con CFAs y en los dominios con tamaños crecientes 

   iiiiD iglb, 33,3233,32  , 4...,,1,0i , sin CFAs. En la tabla 3.3 se 

resumen las relaciones entre los tiempos iglb,T  y IT , requisitos para hacer un paso temporal 

para solucionar el problema de advección en los dominios iglb,D  y ID , respectivamente. 

Los mismos datos se muestran en la Fig. 3-5 (la primera columna de la tabla y el primer 

punto del gráfico corresponden a la relación II TT  para II DD ). 
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Tabla 3.3.  Advección, grupo III. Las relaciones Iiglb, TT . 

Dglb, i / DI 1.0 2.5 5.5 8.5 11.5 14.5 

Tglb, i / TI 1.0000 2.3030 6.4848 11.9696 19.6363 30.4545 

 

Fig. 3-5.  Gráfico de la dependencia de la relación Iiglb, TT  con respecto a la relación Iiglb, DD . 

  var008.0,01.0 UU  , 005.0 . 

Se ve que el comportamiento de la curva es de un carácter cuadrático con respecto al 

tamaño lineal del dominio iglb,D . Obviamente, si en lugar de ID  se considera un dominio, 

por ejemplo, cien veces más grande que ID , entonces esto conducirá a un tiempo de 

cómputo no aceptable. Por lo tanto, el uso del enfoque de las CFAs en el marco del 

problema de advección es absolutamente justificado. 

3.3 Difusión 

Al solucionar el problema de difusión 
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  yxgt ,0  , (3.16) 
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la discretización del operador diferencial de la ecuación (3.15) fue implementada sobre la 

base del esquema explícito Delantero Tiempo Centrado Espacio, DTCE (inglés: Forward 

Time Centred Space, FTCS) de la forma [95] 
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(3.18) 

Aquí x  y y  son los pasos espaciales,   es el paso temporal,  jiji yx ,,   , 

 nji

n

ji tyx ,,,    y  nji

n

ji tyxff ,,,  . Los experimentos se hicieron para tres condiciones 

de frontera, que corresponden a los valores 7,5,3d . Para calcular las derivadas 

espaciales de los órdenes 2, 4 y 6 en las condiciones (3.17), se aplicó la extrapolación 

exponencial discreta (véase la fórmula (2.122)) 

 p

p

p
g

g
g

1

1

0



   (3.19) 

y se usaron las diferencias finitas centrales  1;2;1  ,  1;4;6;4;1   y 

 1;6;15;20;15;6;1   en x  y y , respectivamente (véase, por ejemplo, [11]). 

Para la solución “exacta” sobre la frontera S  del dominio S  se utilizó la CFA, que 

corresponde a 7d . 

Transformemos la ecuación (3.15) a una forma adimensional. Por el  -teorema, 

para la ecuación (3.15), implícitamente expresada en la forma 

   0,,, tl , (3.20) 
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existe el único grupo adimensional lt*

1   , y por lo tanto, tenemos 

 0
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 . (3.21) 

Sean 

   max*  ,  maxt ,  yx lll ,min , (3.22) 

donde xl  y yl  denotan tamaños lineales del dominio   en las direcciones x  y y , 

respectivamente. Los esquemas computacionales son condicionalmente estables cuando 

01581.0105.2 4

1    y aproximan el problema con segundo orden por espacio y 

primer por tiempo. 

En cada momento de tiempo las soluciones numérica y “exacta” se compararon en 

la norma del espacio  IDL 2 , es decir, 
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Además, se calcularon los errores promedios en la norma   TDL I ,02  : 
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,
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,,0
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 . (3.24) 

Aquí  num

dZ ,  y 
 exact

Z  son los valores de las soluciones numérica y “exacta”, 

respectivamente, en un punto  
ji ZZ yx  ,  de la frontera ID  en un momento de tiempo 

ktt  ,  ji ZZZ  ,  es el multiíndice que pasa por todos los puntos del conjunto ID , y 

 num
TN  . 
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3.3.1 Grupo I. Valores constantes del coeficiente de difusión 

En este grupo de experimentos la ecuación (3.15) se consideró con los siguientes valores 

constantes del parámetro de difusión  : 0.05, 0.01, 0.005, 0.001, 0.0005 y 0.0001. Los 

valores señalados corresponden a los datos reales (véase, por ejemplo, [76]). Con esto se 

cumple 01581.0105.2 4

1   . 

En la Fig. 3-6 se presentan los gráficos de la variación de los errores dDI ,  en 

tiempo con el coeficiente de difusión 05.0  para los tres valores señalados del 

parámetro d  y   005.0num . Se ve que para todos los d ’s se tiene el crecimiento del 

error, causado por una inexactitud de la extrapolación (3.19). Por lo tanto, esta 

aproximación puede ser utilizada solamente para un tiempo de modelación pequeño, 

cuando el error se encuentra en los límites aceptables. 

La tabla 3.4 resume los errores promedios   dTDI ,,0  para cada uno de los 

experimentos2. La Fig. 3-7 presenta la dependencia de los errores con respecto al 

coeficiente de difusión cuando   005.0num . 

 

Fig. 3-7.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios   dTDI ,,0  

con respecto al coeficiente de difusión   para 7,5,3d . 
  005.0num . 

                                                 
2 Para claridad los errores   dTDI ,,0 , que corresponden a los pasos temporales 

  004.0num  y 

  003.0num , se presentan sólo para algunos valores del coeficiente  . 
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Fig. 3-6.  Gráficos de la variación de los errores dDI ,  en tiempo para 7,5,3d . 05.0 , 
  005.0num . 
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Tabla 3.4.  Difusión, grupo I. Los errores promedios   dTDI ,,0 . 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001  

d = 3 
210239.1   310027.1   410295.1   810115.1   1110295.5   0 

(
n

u
m

)  
=

 0
.0

0
5
 

d = 5 
210218.1   310027.1   410313.1   910181.9   1110672.4   0 

d = 7 
210220.1   310027.1   410313.1   910179.9   1110671.4   0 

d = 3 
210237.1        

(
n

u
m

)  
=

 0
.0

0
4
 

d = 5 
210221.1        

d = 7 
210222.1        

d = 3 
210235.1        

(
n

u
m

)  
=

 0
.0

0
3
 

d = 5 
210223.1        

d = 7 
210223.1        
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Se puede ver que el beneficio en la precisión es insignificativo al crecer el orden de la 

condición de frontera. También, de la Fig. 3-7 se sigue que cuando 01.0  la 

dependencia es de un carácter polinomial, como se afirma por la estimación (2.108). 

Obviamente, una contribución adicional al error se introduce por la inexactitud de la 

aproximación (3.19). Para 01.0  esta inexactitud llega a ser esencial y la dependencia se 

cambia a una cuasi-lineal (Fig. 3-7). Esto significa que en el caso del problema puro 

difusivo con valores grandes del parámetro   una extrapolación más precisa que (3.19) 

debe ser utilizada para calcular las derivadas en las condiciones de frontera (3.17). 

Fig. 3-8 muestra los gráficos de la dependencia de los errores   dTDI ,,0  con 

respecto al paso temporal  num  para 05.0 . 

 

Fig. 3-8.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios   dTDI ,,0  

con respecto al paso temporal 
 num  para 7,5,3d . 05.0 . 

Como se sigue de la figura, el error es prácticamente constante (o bien, cuasi-constante), 

que contradice la estimación (2.108). Esto también confirma que la influencia de la 

inexactitud de la aproximación (3.19) es esencial, y se requiere una extrapolación más 

cuidadosa para calcular las derivadas espaciales en las condiciones (3.17). 
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3.3.2 Grupo II. Valores variables del coeficiente de difusión 

Este grupo de experimentos repite el anterior, con tal diferencia que como el coeficiente de 

difusión se consideraron las funciones de la forma 

  
   

 








,,,

,,,1
,

var

yxsi

yxsi
yx




  (3.25) 

donde 

  0001.0,0005.0,001.0,005.0,01.0,05.0 . (3.26) 

El retrato de la función         26cos14cos1,var yxyx    se muestra en la Fig. 3-9. 

 

Fig. 3-9.  Retrato de la función 
var  en el dominio  . 

En la tabla 3.5 se resumen los datos sobre los errores promedios, calculados por la 

fórmula (3.24), para   005.0num . Se puede ver que los resultados prácticamente no se 

diferencian de los que fueron obtenidos antes (véase la tabla 3.4). Esto permite concluir que 

las condiciones de frontera (3.17) toman bastante bien las variaciones del parámetro   en 

el dominio  . Además, este hecho confirma la afirmación del teorema 2.2. 



 

 76 

Tabla 3.5.  Difusión, grupo II. Los errores promedios   dTDI ,,0 . 

 d = 3 d = 5 d = 7 

0.05 210320.1   210299.1   210300.1   

0.01 310230.1   310228.1   310229.1   

0.005 410686.1   410706.1   410706.1   

0.001 810619.1   810322.1   810321.1   

0.0005 1110531.8   1110519.7   1110517.7   

0.0001 0 0 0 

3.3.3 Grupo III. Ahorro de los recursos 

En este grupo de experimentos el coeficiente de difusión   se definió por la fórmula (3.25) 

con 05.0 , el paso temporal fue 005.0 . El problema (3.15)-(3.17) se solucionó en el 

dominio    5.1,5.05.1,5.0 ID  con CFAs y en los dominios con tamaños crecientes 

   iiiiD iglb, 33,3233,32  , 4...,,1,0i , sin CFAs. La tabla 3.6 resume las 

relaciones entre los tiempos iglb,T  y IT , requisitos para hacer un paso temporal para 

solucionar el problema de difusión en los dominios iglb,D  y ID , respectivamente. También 

estos datos se presentan en la Fig. 3-10 (la primera columna de la tabla y el primer punto 

del gráfico corresponden a la relación II TT  para II DD ). 

Tabla 3.6.  Difusión, grupo III. Las relaciones Iiglb, TT . 

Dglb, i / DI 1.0 2.5 5.5 8.5 11.5 14.5 

Tglb, i / TI 1.0000 1.6052 4.3421 7.0789 11.6842 17.0789 
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Fig. 3-10.  Gráfico de la dependencia de la relación Iiglb, TT  

con respecto a la relación Iiglb, DD .  va r05.005.0   ,  005.0 .  

Se puede ver que la dependencia es de un carácter cuadrático con respecto al tamaño lineal 

del dominio iglb,D . Es obvio que el uso de un dominio, por ejemplo, cien veces más grande 

que ID , conducirá a un tiempo de cómputo no aceptable. Esto justifica la importancia del 

enfoque de las CFAs para el problema de difusión. 

3.4 Advección-difusión-absorción 

Al solucionar el problema general de advección-difusión-absorción la discretización de los 

términos advectivo y difusivo del operador diferencial de la ecuación 
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 (3.27) 

fue implementada sobre la base de los esquemas “contraviento” y Delantero Tiempo 

Centrado Espacio 
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(3.29) 

respectivamente. Para la absorción se empleó n

ji

n

jiabs ,,  L . 

Se consideró el caso cuando la difusión es insignificante fuera del dominio ID  en 

comparación con la advección, que es valido en muchas situaciones reales (véase, por 

ejemplo, [32, 76], también [69-71, 96]). 

La solución “exacta” se calculó por el esquema no escindido 

 
       exactn

jiabsdifadv

exactn
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exactn

ji ,,

1

,  LLL  , (3.30) 
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sobre la frontera ID  fue impuesta la CFA difusiva que corresponde a 9d  (véase la 

fórmula (2.95)) 
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Para las derivadas espaciales de órdenes 2, 4, 6 y 8 se usaron las diferencias finitas 

centrales  1;2;1  ,  1;4;6;4;1  ,  1;6;15;20;15;6;1   y 

 1;8;28;56;70;56;28;8;1  , respectivamente [11]. Sobre la parte 

afluente de la frontera S  del dominio S  fue impuesta la CFA advectiva (2.35) con 

absorción 

 
         11

, 1,1   n

ji
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ji envynuxg . (3.33) 

La solución numérica se calculó como sigue. Sobre todo, para minimizar el error 

que ocurre debido a la escisión por procesos físicos, el término absorbente fue incluido en 
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una de las ecuaciones (3.28), (3.29). (Eso se podía hacer porque este término no contiene 

derivadas espaciales, y por lo tanto, no tuvimos que construir CFAs para el proceso de 

absorción.) Sin embargo, es importante en cuál ecuación, (3.28) o (3.29), incluimos la 

absorción. 

Primero incluyamos n

jiadv ,L  en (3.28). Entonces obtendremos (empezamos de la 

difusión) 
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(3.34) 

Comparando (3.34) y (3.30), se puede ver que debido a la escisión ocurre un error 

  difabsadv LLLE  . Si OL dif  y advL  es arbitrario (aquí O  es el operador cero), 

entonces OE  ; si OL adv  y difL  es arbitrario, entonces difabs LLE  , que puede introducir 

un error significante en la solución. 

Similarmente, incluyamos ahora n

jiadv ,L  en (3.29) (aquí empezamos de la 

advección) 
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(3.35) 

El error es   advabsdif LLLE  . Si OL dif  y advL  es arbitrario, entonces advabs LLE  ; si 

OL adv  y difL  es arbitrario, entonces OE  . 

Por lo tanto, la solución numérica fue calculada dos veces, por el esquema (3.34) y 

por el esquema (3.35), y después se eligió el menor error. Las fuentes fueron calculadas 

simplemente por la fórmula 
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En los experimentos se verificaron las primeras tres CFAs difusivas que 

corresponden a 7,5,3d . Para poder emplear diferencias centrales, para cada 7,5,3d  

el dominio ID  fue extendido para   21d  nodos y el problema de advección se solucionó 

en el dominio   21d

ID  (Fig. 3-11). Sobre la parte afluente de la frontera   21 d

ID  (los puntos 

negros en la Fig. 3-11) fue impuesta la CFA (2.35) con absorción. 

 

Fig. 3-11.  Extensiones del dominio ID  para varios nodos de la malla. 

Siempre tuvimos 17.0 . 

Las soluciones numérica y “exacta” se compararon en las normas de los espacios 

 2L  y   TL ,02  . 

3.4.1 Grupo I. Valores constantes de los parámetros 

Los experimentos fueron hechos en dos series. En la primera serie se fijó el campo de 

velocidades U  y se varió el coeficiente  ; en la segunda, al contrario, se fijó   y se varió 

U . 
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Fig. 3-12a .  Gráficos de la variación de los errores 
d,

  en tiempo para 7,5,3d .  24.0,3.0U , 05.0 , 
  005.0num . 
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Fig. 3-12b .  Gráficos de la variación de los errores 
d,

  en tiempo para 7,5,3d .  0008.0,001.0U , 05.0 , 
  005.0num . 
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En la Fig. 3-12a, b se muestran gráficos de la variación de los errores 
d,

  en tiempo 

para 7,5,3d , con 05.0 ,   005.0num ,  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U , 

respectivamente. Se ve que cuando  24.0,3.0U  (es decir, cuando la advección es 

bastante grande), los errores 
d,

  repiten el comportamiento de la función  tyxf ,,  en 

tiempo. Sin embargo, cuando  0008.0,001.0U  (o bien, cuando domina la difusión), los 

errores, que corresponden a los menores CFAs ( 5,3d ), logran el estado estable después 

de un tiempo bastante largo de modelación. Pero con la CFA más cuidadosa ( 7d ) se 

obtiene la solución más precisa, y por lo tanto el gráfico del error 
7,

  es casi idéntico al 

comportamiento de las fuentes  tyxf ,, . Estos resultados indican la importancia de usar 

las CFAs difusivas de órdenes altos al solucionar el problema general de advección-

difusión-absorción en el caso de velocidades pequeñas. 

La tabla 3.7 resume los errores promedios 
  dT ,,0

  para la primera serie de los 

experimentos. Para el campo de velocidades se fijó  008.0,01.0U , el paso temporal fue 

  005.0num 3. Los mismos datos se presentan en la Fig. 3-13. Como se sigue de la figura, 

cuando la advección es dominante (a saber, cuando 001.0 ), el esquema (3.34) (o bien, 

el esquema “adv”) produce mejores resultados que el esquema (3.35) (el “diff”); pero 

cuando la difusión llega a ser dominante ( 005.0 ), entonces el esquema (3.35) es 

preferible que (3.34). Este hecho confirma las observaciones, dadas en la Sección 3.4 al 

describir los cálculos de la solución numérica. 

La Fig. 3-14 muestra la dependencia de los errores mínimos con respecto al 

coeficiente de difusión. Se puede ver que el beneficio en la precisión al crecer el orden d  

de la CFA difusiva se tiene cuando   es bastante grande; cuando la difusión es pequeña, 

no importa cuál condición de frontera se utiliza. 

                                                 
3 Para que no complicar la tabla, omitimos los errores que corresponden a los pasos 

  004.0num  y 
  003.0num . 
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Tabla 3.7.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 , primera serie. 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001  

d = 3 
510036.9   410837.1   410110.2   410791.1   410288.1   510798.3   

es
q
u
em

a 

“a
d
v
” 

d = 5 
410138.1   410837.1   410110.2   410791.1   410288.1   510798.3   

d = 7 
410058.1   410837.1   410110.2   410791.1   410288.1   510798.3   

d = 3 
510501.8   510788.8   410248.1   410962.1   410072.2   410092.2   

es
q
u
em

a 

“d
if

f”
 

d = 5 
510276.3   510788.8   410248.1   410962.1   410072.2   410092.2   

d = 7 
510932.2   510788.8   410248.1   410962.1   410072.2   410092.2   
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Fig. 3-13.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios 
  dT ,,0

  

con respecto al coeficiente de difusión   para 7,5,3d .  008.0,01.0U ,   005.0num . 
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Fig. 3-14.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios mínimos 
  dT ,,0

  

con respecto al coeficiente de difusión   para 7,5,3d .  008.0,01.0U ,   005.0num . 

En la tabla 3.8 se presentan los errores promedios 
  dT ,,0

  para la segunda serie de 

los experimentos. Para la difusión se fijó 05.0 , el paso temporal fue   005.0num 4. 

Los mismos datos se muestran en la Fig. 3-15. Es fácil ver que cuando la advección es 

dominante (    08.0,1.0, vu ), los menores errores se producen por el esquema (3.34) (el 

“adv”); cuando la advección es dominada (    08.0,1.0, vu ), entonces el esquema (3.35) 

produce mejores resultados que (3.34). Esto confirma las observaciones de la Sección 3.4 

sobre los cálculos de la solución numérica. 

En la Fig. 3-16 se muestra la dependencia de los errores mínimos con respecto al 

módulo del campo U . Se ve que el beneficio en la precisión se logra cuando U  es bastante 

pequeño; cuando la advección es grande, no importa cuál CFA difusiva se utiliza. 

                                                 
4 Para que no complicar la tabla, omitimos los errores que corresponden a los pasos 

  004.0num  y 
  003.0num . 
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Tabla 3.8.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 ,  segunda serie. 

U = (u, v) d = 3 d = 5 d = 7 d = 3 d = 5 d = 7 

 48.0,6.0  410993.4   410993.4   410993.4   410278.5   410278.5   410278.5   

 4.0,5.0  410056.5   410056.5   410056.5   410359.5   410360.5   410360.5   

 32.0,4.0  410993.4   410994.4   410994.4   410306.5   410308.5   410308.5   

 24.0,3.0  410685.4   410691.4   410691.4   410986.4   410995.4   410994.4   

 16.0,2.0  410952.3   410985.3   410980.3   410179.4   410218.4   410212.4   

 08.0,1.0  410526.2   410648.2   410627.2   410527.2   410626.2   410607.2   

 008.0,01.0  510036.9   410138.1   410058.1   510501.8   510276.3   510932.2   

 0008.0,001.0  510615.8   410090.1   510981.9   510729.8   510396.1   610203.3   

 00008.0,0001.0  510608.8   410088.1   510950.9   510790.8   510369.1   610397.1   

 esquema “adv” esquema “diff” 
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Fig. 3-15.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios 
  dT ,,0

  

con respecto al módulo del campo de velocidades U  para 7,5,3d . 05.0 ,   005.0num . 
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Fig. 3-16.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios mínimos 
  dT ,,0

  

con respecto al módulo del campo de velocidades U  para 7,5,3d . 05.0 ,   005.0num . 

La Fig. 3-17 presenta gráficos de la dependencia de los errores 
  dT ,,0

  con 

respecto al paso temporal  num  para  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U , 05.0 . 

    

Fig. 3-17.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios 
  dT ,,0

  

con respecto al paso temporal 
 num .  24.0,3.0U  y  0008.0,001.0U , 05.0 . 
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Tabla 3.9.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 , primera serie. 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001 

CFA 1 
210766.3   210931.3   110765.1   110542.1   110015.1   210323.4   

CFA 2 
210534.1   210086.2   110001.1   210995.9   210687.9   210788.2   

CFA 3 
210036.1   210209.1   210992.9   210871.9   210509.7   210721.2   

Tabla 3.10.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 ,  segunda serie. 

U = (u, v) CFA 1 CFA 2 CFA 3 

 48.0,6.0  210982.9   210980.9   210980.9   

 4.0,5.0  110002.1   110002.1   110001.1   

 32.0,4.0  210523.8   210507.8   210507.8   

 24.0,3.0  210098.7   210902.6   210893.6   

 16.0,2.0  210012.5   210898.4   210842.4   

 08.0,1.0  210754.4   210650.4   210601.4   

 008.0,01.0  210766.3   210534.1   210036.1   

 0008.0,001.0  210752.2   310064.5   410953.9   

 00008.0,0001.0  210263.1   410876.3   510654.7   
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Como se sigue de la figura, los errores decrecen al decrecer la cantidad  num . Esto, junto 

con el hecho que los errores 
d,

  repiten el comportamiento de las fuentes (o bien, que las 

soluciones numéricas no divergen de las “exactas”, véase la Fig. 3-12a, b), confirma que las 

soluciones numéricas convergen a las “exactas” cuando el paso temporal tiende a cero 

(véase las observaciones 2.5 y 2.6). 

En las tablas 3.9, 3.10 se muestran los errores que aparecen al usar el método, 

propuesto en [66]. Comparando estos datos con los de las tablas 3.7, 3.8, se ve que el 

método desarrollado en la tesis permite obtener la solución de una precisión más alta. 

3.4.2 Grupo II. Valores variables de los parámetros 

Este grupo de experimentos repite el anterior, y como los parámetros U  y   se 

consideraron las funciones determinadas por las fórmulas (3.14), (3.25). 

Las tablas 3.11, 3.12 resumen los resultados de estos experimentos (   005.0num ). 

Se ve que los errores son casi iguales a los que fueron obtenidos antes (véase las tablas 

3.7, 3.8, respectivamente). Esto significa que las CFAs propuestas toman bien las 

variaciones de los parámetros U  y   en el dominio de interés  . 
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Tabla 3.11.  Problema general, grupo II. Los errores promedios 
  dT ,,0

 , primera serie. 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001  

d = 3 
510212.8   410742.1   410075.2   410876.1   410463.1   510693.4   

es
q
u
em

a 

“a
d
v
” 

d = 5 
410061.1   410743.1   410075.2   410876.1   410463.1   510693.4   

d = 7 
510701.9   410743.1   410075.2   410876.1   410463.1   510693.4   

d = 3 
510795.8   510684.7   410122.1   410947.1   410018.2   410064.2   

es
q
u
em

a 

“d
if

f”
 

d = 5 
510880.2   510686.7   410122.1   410947.1   410018.2   410064.2   

d = 7 
510446.2   510686.7   410122.1   410947.1   410018.2   410064.2   
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Tabla 3.12.  Problema general, grupo II. Los errores promedios 
  dT ,,0

 ,  segunda serie. 

V = (u, v) d = 3 d = 5 d = 7 d = 3 d = 5 d = 7 

 48.0,6.0  410034.5   410034.5   410034.5   410277.5   410278.5   410277.5   

 4.0,5.0  410005.5   410006.5   410006.5   410247.5   410248.5   410247.5   

 32.0,4.0  410835.4   410837.4   410837.4   410062.5   410065.5   410064.5   

 24.0,3.0  410425.4   410435.4   410434.4   410613.4   410625.4   410623.4   

 16.0,2.0  410636.3   410681.3   410674.3   410725.3   410775.3   410768.3   

 08.0,1.0  410258.2   410408.2   410382.2   410150.2   410263.2   410241.2   

 008.0,01.0  510212.8   410061.1   510701.9   510795.8   510880.2   510446.2   

 0008.0,001.0  510957.7   410016.1   510115.9   510235.9   510464.1   610790.2   

 00008.0,0001.0  510962.7   410014.1   510080.9   510304.9   510449.1   610467.1   

 esquema “adv” esquema “diff” 
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3.4.3 Grupo III. Ahorro de los recursos 

Este grupo de experimentos fue hecho para el campo   var008.0,01.0 UU   y el 

coeficiente var05.005.0   , con el paso temporal 005.0 . El problema se solucionó 

en el dominio    5.1,5.05.1,5.0 ID  con CFAs y en los dominios con tamaños 

crecientes    iiiiD iglb, 33,3233,32  , 4...,,1,0i , sin CFAs. En la 

tabla 3.13 se presentan las relaciones entre los tiempos iglb,T  y IT , requisitos para hacer un 

paso temporal para solucionar el problema general en los dominios iglb,D  y ID , 

respectivamente. Estos datos se muestran también en la Fig. 3-18 (la primera columna de la 

tabla y el primer punto del gráfico corresponden a la relación II TT  para II DD ). 

Tabla 3.13.  Problema general, grupo III. Las relaciones Iiglb, TT . 

Dglb, i / DI 1.0 2.5 5.5 8.5 11.5 14.5 

Tglb, i / TI 1.0000 2.3200 5.1600 9.2800 14.4000 24.9600 

 

Fig. 3-18.  Gráfico de la dependencia de la relación Iiglb, TT  

con respecto a la relación Iiglb, DD .   var008.0,01.0 UU  , 
var05.005.0   , 005.0 . 

Se puede ver que la dependencia es de un carácter cuadrático con respecto al tamaño lineal 

del dominio iglb,D . Si en lugar de ID  consideramos un dominio, digamos, cien veces más 
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grande que ID , esto conducirá a un tiempo de cómputo no aceptable. Este hecho justifica la 

importancia del enfoque de las CFAs para el problema general de advección-difusión-

absorción. 

3.5 Dominio convexo no cuadrado 

Estos experimentos son similares a los anteriores, a excepción que como el dominio   se 

consideró el conjunto mostrado en la Fig. 3-19, y el soporte de las fuentes fue 

   75.0,25.075.0,25.0   en lugar de    6.0,1.085.0,35.0  . 

    

Fig. 3-19.  El dominio no cuadrado   (las representaciones continua y discreta). 

En las tablas 3.14-3.17 se presentan los resultados de estos experimentos 

(   005.0num ). De las Fig. 3-20, 3-21 se sigue que las dependencias son casi idénticas a 

las que se presentan en las Fig. 3-14, 3-16, respectivamente. (Cuando 3d , los gráficos 

son un poco diferentes debido a la inexactitud de la CFA difusiva indicada.) Este hecho 

confirma la funcionalidad de las CFAs construidas al solucionar el problema general de 

advección-difusión-absorción en un dominio convexo no cuadrado. 
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Tabla 3.14.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 , primera serie. 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001  

d = 3 
410761.4   410003.2   410126.2   410790.1   410288.1   510798.3   

es
q
u
em

a 

“a
d
v
” 

d = 5 
410575.1   410883.1   410103.2   410790.1   410288.1   510798.3   

d = 7 
410115.1   410880.1   410103.2   410790.1   410288.1   510798.3   

d = 3 
410492.5   410584.1   410310.1   410962.1   410073.2   410092.2   

es
q
u
em

a 

“d
if

f”
 

d = 5 
510522.6   510837.8   410248.1   410962.1   410073.2   410092.2   

d = 7 
510925.2   510833.8   410248.1   410962.1   410073.2   410092.2   
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Tabla 3.15.  Problema general, grupo I. Los errores promedios 
  dT ,,0

 ,  segunda serie. 

U = (u, v) d = 3 d = 5 d = 7 d = 3 d = 5 d = 7 

 48.0,6.0  410269.5   410011.5   410027.5   410480.5   410309.5   410328.5   

 4.0,5.0  410849.5   410102.5   410128.5   410025.6   410421.5   410453.5   

 32.0,4.0  410089.7   410075.5   410116.5   410200.7   410406.5   410457.5   

 24.0,3.0  410773.9   410815.4   410862.4   410824.9   410128.5   410190.5   

 16.0,2.0  310465.1   410185.4   410153.4   310475.1   410414.4   410385.4   

 08.0,1.0  310858.1   410983.2   410733.2   310895.1   410032.3   410680.2   

 008.0,01.0  410761.4   410575.1   410115.1   410492.5   510522.6   510925.2   

 0008.0,001.0  410052.4   410556.1   410015.1   410799.4   510004.6   610725.5   

 00008.0,0001.0  410097.4   410559.1   410007.1   410842.4   510069.6   610485.5   

 esquema “adv” esquema “diff” 
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Fig. 3-20.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios mínimos 
  dT ,,0

  

con respecto al coeficiente de difusión   para 7,5,3d .  008.0,01.0U ,   005.0num . 

 

Fig. 3-21.  Gráficos de la dependencia de los errores promedios mínimos 
  dT ,,0

  

con respecto al módulo del campo de velocidades U  para 7,5,3d . 05.0 ,   005.0num . 
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Fig. 3-22.  Retrato del campo de velocidades 
varU  en el dominio  . 

 

Fig. 3-23.  Retrato de la función 
var  en el dominio  . 
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Tabla 3.16.  Problema general, grupo II. Los errores promedios 
  dT ,,0

 , primera serie. 

 0.05 0.01 0.005 0.001 0.0005 0.0001  

d = 3 
410754.4   410953.1   410081.2   410835.1   410365.1   510326.4   

es
q
u
em

a 

“a
d
v
” 

d = 5 
410557.1   410834.1   410058.2   410835.1   410365.1   510326.4   

d = 7 
410090.1   410831.1   410058.2   410835.1   410365.1   510326.4   

d = 3 
410485.5   410575.1   410289.1   410960.1   410087.2   410121.2   

es
q
u
em

a 

“d
if

f”
 

d = 5 
510490.6   510618.8   410225.1   410960.1   410087.2   410121.2   

d = 7 
510833.2   510613.8   410225.1   410960.1   410087.2   410121.2   
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Tabla 3.17.  Problema general, grupo II. Los errores promedios 
  dT ,,0

 ,  segunda serie. 

V = (u, v) d = 3 d = 5 d = 7 d = 3 d = 5 d = 7 

 48.0,6.0  410117.5   410862.4   410879.4   410620.5   410444.5   410462.5   

 4.0,5.0  410676.5   410929.4   410957.4   410125.6   410530.5   410560.5   

 32.0,4.0  410902.6   410878.4   410924.4   410232.7   410474.5   410524.5   

 24.0,3.0  410583.9   410603.4   410660.4   410769.9   410140.5   410204.5   

 16.0,2.0  310444.1   410987.3   410968.3   310460.1   410366.4   410345.4   

 08.0,1.0  310836.1   410863.2   410618.2   310874.1   410965.2   410620.2   

 008.0,01.0  410754.4   410557.1   410090.1   410485.5   510490.6   510833.2   

 0008.0,001.0  410068.4   410541.1   510949.9   410811.4   510022.6   610691.5   

 00008.0,0001.0  410113.4   410544.1   510868.9   410855.4   510089.6   610502.5   

 esquema “adv” esquema “diff” 
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3.6 Experimentos con datos reales 

En esta sección se presentan resultados de los experimentos numéricos para el problema 

general de advección-difusión-absorción5, considerado con valores reales de los parámetros 

U ,   y  . Se modeló el proceso de propagación de una sustancia contaminante en la 

atmósfera de la Ciudad de México (véase la Fig. 3-24). 

 

Fig. 3-24.  El mapa de la Ciudad de México con calles principales. 

Se conoce que las principales fuentes contaminantes del aire en ciudades grandes 

son el tráfico y las empresas industriales. Debido a la ausencia de los datos sobre las 

empresas contaminantes en la Ciudad de México, como fuentes se consideró el tráfico en 

las calles principales6. 

                                                 
5 Se verificó la menor condición de frontera difusiva 3d . 
6 Hay que notar que ya que la ecuación de advección-difusión-absorción es lineal, debido al principio de 

superposición las empresas se pueden tener en cuenta por separado del tráfico. 

N 
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Para el campo de velocidades se emplearon los datos de observación, obtenidos de 

los archivos de la RAMA (Red Automática de Monitoreo Atmosférico) del Gobierno del 

D.F. Se modeló la situación del día 1 de Enero del 1996. De acuerdo con los datos de la 

RAMA, la velocidad promedia del viento fue entre 1.6 m/s (por la noche, entre las 0 y 8 

horas, y entre las 20 y 24 horas) y 2.7 m/s (por la tarde, entre las 8 y 20 horas), con la 

dirección 170°. En el oeste de la cuidad se observó una circulación (véase la Fig. 3-25) 

(comp. con [16, 104, 105]). 

 

Fig. 3-25.  El retrato del campo de velocidades sobre el mapa de la ciudad. 

La difusión fue 0.1 m2/s. La absorción en las zonas “verdes” (Chapultepec, Bosque de 

Aragón y la Cd. Universitaria, véase la Fig. 3-24) fue 0.9 s-1, en las demás –0.3 s-1. Como 

las fuentes de contaminación se consideró sólo el tráfico en las calles principales 

Av. Insurgentes, Paseo de la Reforma, Eje Central, Circuito Interior y Av. Aquiles Serdán –

los datos promedios fueron obtenidos de los archivos de la RAMA; ellos se presentan en la 

tabla 3.18. Aparte del tráfico, se tuvo en cuenta el aeropuerto Juárez Internacional. 
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Tabla 3.18.  La distribución de las fuentes (% con respecto al máximo). 

Tiempo (h) Insurgentes Reforma Eje Central C. Interior Serdán 

0-6 0.1198 0.0993 0.1214 0.1480 0.0281 

6-10 0.7929 0.7259 0.6400 0.6737 0.3743 

10-18 0.9266 1.0000 0.7379 0.7798 0.3715 

18-22 0.7923 0.9168 0.6409 0.6027 0.3486 

22-24 0.3443 0.4256 0.2865 0.3125 0.1574 

En las Fig. 3-26a-d se muestra el proceso de propagación de la sustancia para cuatro 

momentos de tiempo t = 2, 8, 14 y 20 horas. Las horas t = 8 y 20 corresponden a los saltos 

del tráfico en la ciudad, las horas t = 2 y 14 son tiempo del tráfico estable por la noche y 

por la tarde, respectivamente. 

En la Fig. 3-27 se presentan los datos de observación promedios para la 

contaminación en el día 1 de Enero del año 1996. 

Las Fig. 3-28a-d corresponden al proceso de propagación de la sustancia cuando el 

proceso de difusión es dominante. 

En las Fig. 3-29, 3-30 se presentan gráficos de variación de los errores entre las 

soluciones numérica y “exacta” en tiempo para los casos de predominio de advección y 

difusión, respectivamente. Es fácil verificar que el comportamiento de los errores repite el 

comportamiento de las fuentes en tiempo. Con esto, los saltos de los errores en los 

momentos de tiempo t = 8 y 20 horas corresponden al cambio del parámetro de advección. 
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Fig. 3-26a .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la advección, t = 2 horas. 
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Fig. 3-26b .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la advección, t = 8 horas. 
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Fig. 3-26 c .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la advección, t = 14 horas. 
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Fig. 3-26d .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la advección, t = 20 horas. 
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Fig. 3-27.  El proceso de propagación de la sustancia. Los datos de observación. 
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Fig. 3-28a .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la difusión, t = 2 horas. 
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Fig. 3-28b .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la difusión, t = 8 horas. 
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Fig. 3-28 c .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la difusión, t = 14 horas. 
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Fig. 3-28d .  El proceso de propagación de la sustancia. Predominio de la difusión, t = 20 horas. 
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Fig. 3-29.  Gráfico de la variación del error 


  en tiempo. Predominio de la advección. 

 

Fig. 3-30.  Gráfico de la variación del error 


  en tiempo. Predominio de la difusión. 

Basándonos en los datos de modelación podemos hacer las siguientes conclusiones: 

1. Se puede ver que en el caso de predominio de viento (la Fig. 3-26) la sustancia se 

propaga aproximadamente al oeste. Cualitativamente estos resultados coinciden con los 

datos de observación (la Fig. 3-27). Esto significa que la contribución del tráfico es 

dominante en comparación con las empresas industriales, que es en consonancia con la 
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situación en algunas otras megalópolis, en particular, en Santiago de Chili (la 

contribución del tráfico es 85-90 %) y Moscú (80-85 %). 

2. Comparando los niveles de contaminación, presentados en las Fig. 3-26 y Fig. 3-28, se 

ve que debido al predominio de viento la sustancia contaminante se transporta de la 

ciudad. Sin embargo, si durante un periodo largo el proceso de difusión es dominante, 

entonces aparecen dos fuertes máximos: el primero está dentro del circuito interior, y el 

segundo está en el sector Nva. Sta. Maria (véase la Fig. 3-24, PL58). En este caso la 

situación ecológica puede llegar a ser dramática para la salud de la gente. 

3. Usando el enfoque de condiciones de frontera artificiales, se puede esencialmente 

reducir el tiempo de cómputo, que permite: 

 modelar varias distribuciones del tráfico en la ciudad en modo de tiempo real (una 

herramienta para especialistas en la urbanística); 

 solucionar problemas inversos con respecto a los parámetros del modelo en modo 

de tiempo real (una herramienta para los físicos). 

3.7 Conclusión del tercer capítulo 

En el capítulo se presentaron los resultados de los experimentos numéricos para confirmar 

la funcionalidad del método de construcción de condiciones de frontera artificiales, 

propuesto en el trabajo. Todo lo antedicho permite hacer las siguientes conclusiones: 

1) En el marco del problema puro de advección el uso de la condición de frontera 

(2.35) 

 conduce a la solución exacta; 

 toma bien las variaciones del campo de velocidades en el dominio de interés  . 

2) En el marco del problema puro de difusión el uso de las condiciones de frontera 

(2.95) 

 requiere una extrapolación de la función más allá de la frontera artificial; la 

extrapolación exponencial permite obtener las soluciones con una precisión 

tolerable cuando el tiempo de modelación es pequeño; 

 toma bien las variaciones del coeficiente de difusión en el dominio de interés  . 

3) En el marco del problema general de advección-difusión-absorción el uso de las 

condiciones de frontera (2.35), (2.95) 
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 conduce a la solución de una alta precisión; 

 toma bien las variaciones de los parámetros de la ecuación en el dominio de 

interés  . 

La solución consecutiva del problema escindido converge a la solución del 

problema original cuando el paso temporal tiende a cero. 

4) En todos los problemas el uso del enfoque de las CFAs permite esencialmente 

reducir el tiempo de cómputo. 
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Conclusión 

En la tesis ha sido presentado un método de construcción de condiciones de frontera 

artificiales locales para la solución numérica de la ecuación bidimensional de advección-

difusión-absorción. 

Novedad científica 

1) El uso de la técnica de escisión por procesos físicos permite tener en cuenta las 

características específicas de los procesos de advección, difusión y absorción y 

considerar el problema de construcción de las CFAs para cada una de las ecuaciones 

separadamente. 

2) El uso de la técnica de descomposición de dominio permite obtener las CFAs  

representables en una forma diferencial (o bien, local), tanto por tiempo como por 

espacio, es decir, aptas para los cálculos numéricos. 

3) El uso del método de escisión por coordenadas permite obtener las CFAs aplicables 

para un dominio convexo con una frontera artificial suave a trozos. 

Importancia práctica 

1) El método presentado puede ser usado para dar solución a los problemas prácticos 

de transporte de masa, en particular, los problemas de la contaminación del aire en 

grandes ciudades industriales [16, 84, 86, 89, 93, 104, 105, 107, 122], especialmente 

la modelación del flujo de fluidos y gases en medios complejos [16, 21, 106], etc. 

2) El uso del enfoque de las CFAs permite esencialmente reducir el tiempo de 

cómputo, que es necesario para resolver los problemas inversos en el modo de 

diálogo [4, 124]. 

Comentarios de conclusión 

1) La propiedad de convexidad del dominio de interés es una ventaja del método 

propuesto en comparación con varios otros métodos, presentados en la literatura. 

Sin embargo, es conocido que al solucionar muchos problemas prácticos aparece la 
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necesidad de considerar dominios de una forma más complicada. En estos casos, 

para poder emplear el método propuesto, el dominio de interés se rodea por un 

dominio convexo, y por lo tanto, las CFAs construidas pueden aplicarse para la 

solución del problema en el dominio de interés. Claro que con esto se supone que 

fuera del dominio los parámetros de la ecuación son tales que el problema admite la 

solución analítica. 

2) Aunque en el trabajo se consideró el caso bidimensional, el método puede ser 

investigado al solucionar el problema tridimensional. Para esto se requiere la 

integración de la función   con respecto a la tercera coordenada. En otras palabras, 

se considera la ecuación verticalmente integrada [105, 107]. 

3) Al construir las CFAs para el problema de difusión se utilizan los trazadores de 

órdenes impares. Sin embargo, en lugar de éstos se pueden usar los trazadores de 

órdenes pares; con esto, la CFA de 3d  será igual a la CFA de 2d , la CFA de 

5d  será la misma que la CFA de 4d , etc. En otras palabras, la propiedad 

“par/impar” no influye en la construcción de las CFAs. 
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Glosario 

Aplicación biyectiva. Una aplicación 21: DD P  inyectiva y suryectiva. 

Aplicación inyectiva. Una aplicación 21: DD P  de un conjunto 1D  en un conjunto 2D  

tal que 121, Dxx  , 21 xx   se cumple    21 xx PP  . 

Aplicación suryectiva. Una aplicación 21: DD P  de un conjunto 1D  sobre un conjunto 

2D  tal que 2Dy  1Dx  tal que  xy P . 

Aproximación de Padé. Para una función  tf  de variable real t  una aproximación de la 

forma      n

n

m

mmn tbtbtataatR  ...1... 110 . Aquí  0, Nnm , Rii ba , . 

Condición de von Neumann. Una condición necesaria para estabilidad de un esquema de 

diferencias finitas (véase esquema de diferencias estable):   1T . Aquí    denota 

el espectro del operador T . El último se llama operador de transición. 

Convolución de funciones. En el caso unidimensional es una función 

      

b

a

dxxygxfy . 

Espacio completo. Un espacio métrico M  se llama espacio completo, si cada secuencia 

fundamental  nx  de M  converge y el límite pertenece al espacio M . 

Espacio de Banach. Un espacio completo normado (generalmente, se denota por la letra 

B ). 

Espacio de Hilbert. Un espacio completo euclidiano o unitario (generalmente, se denota 

por la letra H ). 

Espacio euclidiano. Un espacio lineal L  se llama espacio euclidiano, si sobre el conjunto 

de sus elementos está introducida una función real   , , que satisface los axiomas: 
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1)   0, xx ,   00,  xxx ; 2)    xyyx ,,  ; 3)    xyyx ,,   , R ; 

4)      zyzxzyx ,,,  . La función   ,  se llama producto escalar. En caso de 

C  el axioma 2) se define en la forma    xyyx ,,   y el espacio L  se llama espacio 

unitario. 

Espacio lineal. Un conjunto de elementos L  se llama espacio lineal, si para sus elementos 

están introducidas las operaciones de adición (“+”) y multiplicación (“*”) tales que se 

cumplen los siguientes axiomas: 1) xyyx  ; 2)    zyxzyx  ; 3) L0  

tal que xx  0  Lx ; 4) Lx    Lx !  tal que   0 xx ; 5)    xx   ; 

6) xx *1 ; 7)    yxyxyx   . Los escalares   y   son números 

reales o complejos. 

Espacio métrico. Un conjunto de elementos M  se llama espacio métrico, si sobre M  está 

introducida una función real   , , que satisface los axiomas: 1)   0, yx , 

  yxyx  0, ; 2)    xyyx ,,   ; 3)      yzzxyx ,,,   . La función 

  ,  se llama métrica. 

Espacio normado. Un espacio lineal L  se llama espacio normado, si sobre el conjunto de 

sus elementos está introducida una función real  , que satisface los axiomas: 1) 0x , 

00  xx ; 2) xx   , CR o ; 3) yxyx  . La función   se 

llama norma. 

Espacio unitario. Véase espacio euclidiano. 

Espectro de operador. Para un problema  L  (1), donde L  es un operador, el 

conjunto de todos los valores C  tales que se cumple (1) y 0 . 

Esquema de diferencias estable. Sea hhh fL  un problema en diferencias. El esquema 

se llama estable, si el problema tiene la única solución h

f  y se cumple la desigualdad 

hh

f fM . Aquí M  es una constante. Si la desigualdad se cumple para cualquier 

0h , entonces el esquema se llama absolutamente estable; si no –condicionalmente 
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estable. En el caso no estacionario el problema hhh fL  es representable en la forma 

nnn hf  T1 , donde el operador T  se llama operador de transición. 

Esquema de diferencias, orden de aproximación. Sean fL  (1) un problema 

diferencial y hhh fL  (2) un problema en diferencias. El esquema (2) aproxima el 

problema (1) con orden k , si existen 0M  y 0* h  tales que *hh   se cumple la 

desigualdad   kh

h

h hMf L . Aquí  
h

  denota un operador, que para cada elemento 

  pone en correspondencia un elemento h . 

Funcional. Véase operador. 

Funcion de Dirac. La función (generalizada)   tal que   0x  ( 0x ),   1
n

dxx
R

 . 

Integral de Fourier. Para una función  tf  de variable real t  la representación de la 

forma    




 


 dectf ti

2

1
, donde    





 dtetfc ti




2

1
, 12 i . La función 

 c  es la transformada de Fourier de la función  tf . 

Integral de Kirchgoff. Para un problema de onda fL  la solución ** f . Aquí 

*  es la solución fundamental, mientras el signo “*” denota la convolución. 

Métrica. Véase espacio métrico. 

Norma. Véase espacio normado. 

Núcleo de operador. Para un operador YX: P  el núcleo es un conjunto A  de 

elementos del espacio lineal X  tal que   0AP . Aquí Y  también es un espacio lineal. 

Núcleo se denota por medio de Pker . 

Operador. Una aplicación P  de un conjunto D  de un espacio métrico X  en un espacio 

métrico Y  (se escribe Y: DP ), tal que para cada elemento Dx  por una cierta regla 
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se pone en correspondencia el único elemento Yy . Si RY  o CY , entonces el 

operador P  se llama funcional. 

Operador adjunto. Para un operador P  el operador adjunto *P  se determina de la 

igualdad    yxyx *PP ,,  . 

Operador continuo. Un operador Y: DP  se llama continuo sobre el conjunto D , si él 

es continuo en cada punto Dx . El operador P  se llama continuo en un punto Dx 0 , si 

0  0  tal que       0Y , xx PP  Dx ,    0X , xx . Aquí   ,Y  y 

  ,X  son las métricas de los espacios Y  y X , respectivamente. 

Operador de d’Alembert. El operador lineal diferencial  . Se determina por medio del 

operador de Laplace como 





2

2

t
 . 

Operador de Hamilton. El operador lineal diferencial   (nabla). En el caso bidimensional 

se determina en la forma j
y

i
x 







 . 

Operador de Laplace. El operador lineal diferencial   (delta). Se determina por medio 

del operador de Hamilton como  , donde ”“   denota el producto escalar. 

Operador de transición. Véase esquema de diferencias estable. 

Operador acotado. Un operador YX: P  tal que la cantidad 
x

x

x

P
P

X

sup


  es finita. 

La cantidad señalada se llama norma del operador P . 

Operador lineal. Un operador Y: DP  tal que Dyx  ,  y CR o,    se cumple 

     yxyx PPP   . 



 

 138 

Problema bien planteado. Un problema diferencial fL  se llama bien planteado, si 

tiene la única solución * , que depende continuamente de la función del lado derecho f  

(de las “fuentes”). 

Producto escalar. Véase espacio euclidiano. 

Secuencia fundamental. Una secuencia  nx  de un espacio métrico M  tal que 0  

N  tal que    mn xx ,  Nmn  , . Aquí   ,  es la métrica del espacio M . 

Solución fundamental. Para un problema diferencial fL  la solución *  tal que se 

cumple  *L , donde   es la función de Dirac. 

Transformada de Fourier. La transformada integral, que para cada función  tf  de 

variable real t  pone en correspondencia la función    




 dtetfF ti




2

1
 de variable 

real  , donde 12 i . La función  F  se llama transformada de Fourier de la función 

 tf . La función  tf  debe ser absolutamente integrable, es decir,   




dttf . 

Transformada de Laplace. La transformada integral, que para cada función  tf  de 

variable real t  pone en correspondencia la función    



0

dtetfsF st  de variable 

compleja s . La integral se llama integral de Laplace, mientras la función  sF  es 

transformada de Laplace (o bien, imagen) de la función  tf . La última se llama original. 

Las condiciones sobre el original son: 1)   RfD ,   0tf  0t ; 2)  RCf  ; 

3) ,M  tales que   tMetf  . 
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