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Resumen

El aprendizaje de maquina o aprendizaje automético es una rama de las ciencias de la compu-
tacién cuyo objeto de estudio son el conjunto de métodos y algoritmos que utilizan informacién o
datos para mejorar el desempeno de alguna tarea o realizar predicciones precisas acerca de algin
fenémeno. Estos métodos han sido ocupados con éxito en una gran variedad de aplicaciones, como
reconocimiento de voz, motores de busqueda, vision artificial, deteccion de rostros, diagnostico
meédico, deteccion de fraudes, entre otros.

Uno de los métodos de aprendizaje mas utilizados son las Maquinas de Soporte Vectorial (SVM,
por sus siglas en inglés). Este método es utilizado principalmente en tareas de clasificacion y
su popularidad se debe en gran medida a que genera un modelo compacto, ademas de tener un
fuerte sustento tedrico y una elevada efectividad en la préctica. Sin embargo, este método tiene la
desventaja de que su fase de entrenamiento es computacionalmente costosa, ya que su complejidad
temporal es O(m?) y consume O(m?) espacio de memoria (siendo m el niimero de objetos en la
muestra de entrenamiento), por lo que aplicarlo a conjuntos de datos grandes es problemético en
la préctica.

En este trabajo se propone un método para disminuir el tamano del conjunto de datos que recibe
el método de SVM, con el fin de disminuir su tiempo de entrenamiento. Este método se basa en
el algoritmo de aprendizaje de méquina llamado k-medoides (k-medoids en inglés), que es una
variante del método de aprendizaje de maquina llamado k-medias (k-means en inglés). El método
propuesto incorpora las estadisticas de los grupos formados por el algoritmo de k-medoides en el
esquema de las méquinas de soporte vectorial de manera tal que el problema de optimizacion sigue
siendo convexo.

El método propuesto sera validado usando conjuntos de datos disponibles publicamente. Al aplicar
este nuevo método se espera que el tiempo de entrenamiento de las SVM mejore, procurando que
el error de generalizaciéon no aumente drésticamente.
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Abstract

Machine learning is a branch of computer science that studies methods and algorithms that use
information or data to improve performance or to make accurate predictions about some pheno-
menon. These methods have been successfully deployed in a variety of applications such as speech
recognition, search engines, computer vision, face detection, medical diagnosis, fraud detection,
among others.

Oune of the most commonly used learning algorithm is Support Vector Machines (SVM). This
algorithm is used mainly for classification tasks and its popularity is due largely because it has
a strong theoretical support and high effectiveness in practice. Moreover, the models produced
by SVM learning algorithms are very compact, which make them very efficient once they are
deployed. However, this algorithm has the disadvantage that its training phase is computationally
expensive, consuming about O(m?) time and O(m?) memory space, so applying it to large data
sets is problematic in practice.

In this work we propose a method to reduce the size of the data set received by the SVM algorithm,
in order to reduce the training time. This method is based on the machine learning algorithm called
k-medoids, which is a variant of the machine learning algorithm called k-means. The proposed
method incorporates the statistics of the clusters formed by the algorithm k-medoids in the SVM
scheme so that the optimization problem remains convex.

The proposed method will be validated using public data sets. By applying this new method it is
expected that the training time of SVM improves, ensuring that the generalization error does not
increase drastically.
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Notacion

Simbolo Significado
R Conjunto de los nameros reales
RN Conjunto de los vectores de N dimensiones formados por niimeros reales
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k
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i=1
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S xS Conjunto de parejas ordenadas (s1, s2) tal que s1,$2 € S
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bek El ntimero b pertenece al conjunto de los nimeros reales
D] Valor absoluto del namero b
m
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Vv Disyuncioén logica
w Vector arbitrario
w; i-ésimo componente del vector w
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xE
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Capitulo 1

Introduccion

A pesar de que no existe consenso en la definicién de aprendizaje de maquina, varias definiciones
se han propuesto. En palabras de Murphy:

"We define machine learning as a set of methods that can automatically detect patterns in data,
and then use the uncovered patterns to predict future data, or to perform other kinds of decision
making under uncertainty". [1]

"Definimos al aprendizaje de méquina como un conjunto de métodos que pueden detectar patrones
en datos de manera automatica, para luego utilizar los patrones descubiertos para predecir datos
futuros o ejecutar algin tipo de toma de decisién bajo incertidumbre".

Mohri, Rostamizadeh y Talwalkar definen al aprendizaje de maquina de la siguiente manera:

"Machine learning can be broadly defined as computational methods using experience to improve
performance or to make accurate predictions". [2]

”Aprendizaje de maquina puede definirse de manera general como métodos computacionales que
utilizan la experiencia para mejorar el rendimiento o para realizar predicciones precisas".

Otra definicién por Shalev-Shwartz y Ben-David es la siguiente:
"The term machine learning refers to the automated detection of meaningful patterns in data". [3]

”El término aprendizaje de maquina se refiere a la deteccion automatica de patrones significativos
en datos".

El término comun que se puede observar en las definiciones presentadas es que el aprendizaje de ma-
quina trata acerca del desarrollo de métodos y algoritmos que extraen conocimiento e informacion
a partir de datos de forma automaética, con el fin de descubrir estructuras o patrones subyacentes
y utilizar éstos para construir un modelo general y preciso capaz de realizar predicciones en datos
no observados con anterioridad.
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1.1. Definiciones y terminologia

A continuacién se presentan algunas definiciones y categorias dentro del aprendizaje de maquina,
prestando especial énfasis al aprendizaje supervisado y no supervisado, debido a la importancia de
éstos en el presente trabajo.

= Objeto: También llamado ejemplo, instancia o patrén. Regularmente denotado como x; =
(i1, Ti2, ..., xin ). Se refiere a un elemento de un conjunto de datos que puede ser utilizado
para entrenamiento o evaluacién. Se denotard al conjunto de todos los posibles objetos o
instancias como X. X también es llamado en ocasiones como el espacio de entrada.

= Conjunto de datos (Data set): Coleccién de datos usualmente representados en una tabla o
una matriz, donde cada fila corresponde a un objeto o instancia y cada columna un atributo
o caracteristica.

= Atributos: También conocidos como caracteristicas, son representadas usualmente como un
vector asociado a un objeto. Comtinmente son mediciones tomadas del mundo real asociadas
al objeto que las representa. Un atributo puede ser numérico, categorico (por ejemplo un
color) o incluso un valor logico (verdadero o falso). Dado un objeto x; = (x;1, ;2, ..., TiN ), €l
valor de cada x;1, x;2, ..., x;n €s un atributo del objeto x;.

= Dimension: La dimensién de un objeto es el nimero de atributos asociados a éste. Dado un
objeto x; = (i1, T2, ..., TiN ), la dimension del objeto x; es N.

= Etiqueta: Valor o categoria asignada a un objeto. Regularmente denotado como y;, asociado
al objeto x;. Al conjunto de todas los posibles etiquetas se le denota como ) y también es
llamado espacio objetivo.

= Muestra de entrenamiento: También llamado conjunto de entrenamiento, son los objetos
utilizados para entrenar un método de aprendizaje.

= Muestra de validacion: También llamado conjunto de validacién, son los objetos utilizados
para ajustar los pardmetros de un método de aprendizaje. Los métodos de aprendizaje usual-
mente tienen uno o mas pardmetros, y la muestra de validaciéon es utilizada para seleccionar
valores apropiados para éstos parametros.

= Muestra de prueba: También llamado conjunto de prueba, son los objetos utilizados para
evaluar el desempenio de un método de aprendizaje. Esta muestra regularmente no es accesible
al método de aprendizaje durante la etapa de entrenamiento. Consiste en una coleccién de
objetos para los que el método de aprendizaje ya entrenado debe predecir sus etiquetas basado
en sus atributos. Estas predicciones luego son comparadas con las etiquetas de cada objeto
de la muestra de prueba para medir el desempeno del método de aprendizaje.

Dependiendo del tipo de datos disponible, asi como del orden y la manera en que estos datos ingre-
sen al método de aprendizaje correspondiente, los métodos utilizados en aprendizaje de maquina
se pueden clasificar dentro de las siguientes categorias: [2]

= Aprendizaje supervisado (Supervised learning)
= Aprendizaje no supervisado (Unsupervised learning)

= Aprendizaje semi-supervisado (Semi-supervised learning)
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= Aprendizaje en linea (On-line learning)

= Aprendizaje activo (Active learning)

Estas categorias solamente son algunas de las mas comunes y la lista no pretende abarcar todas las
categorias posibles, sino introducir dos de las categorias mas importantes: Aprendizaje supervisado
y aprendizaje no supervisado. Para esta tesis en particular es importante definir cada una de ellas
va que el método de SVM pertenece a la categoria de aprendizaje supervisado y el método de
k-medoides pertenece a la categoria de aprendizaje no supervisado.

Los métodos de aprendizaje supervisado se caracterizan por recibir una muestra de entrenamiento
donde los objetos tienen una etiqueta asociada a ellos. El objetivo principal de este tipo de métodos
es crear un modelo a partir de los datos de entrenamiento que pueda ser utilizado para predecir
la etiqueta de nuevos objetos (diferentes a los del conjunto de entrenamiento), es decir, el método
debe de ser capaz de generalizar. Algunos de los problemas mas comunes en este tipo de escenario
son problemas de clasificacién, donde se utiliza la muestra de entrenamiento para construir un
modelo capaz de predecir la etiqueta de un nuevo objeto, que sélo puede ser categdrica como por
ejemplo A B,C, etc. 6 1,2,3, etc. En problemas de clasificacion, a la etiqueta también se le conoce
como la clase del objeto. Una alta precisiéon al clasificar correctamente; comprensibilidad, que se
refiere a la capacidad de un humano para entender el modelo de clasificacién generado; y el generar
un modelo compacto, son los objetivos principales para la tarea de clasificacion [3].

Los métodos de aprendizaje no supervisado se caracterizan por recibir una muestra de entrena-
miento donde los objetos no tienen una etiqueta asociada a ellos [25] [28]. Este tipo de métodos
tiene como objetivo encontrar la estructura subyacente de los datos que reciben como entrada.
Algunos de los problemas mas comunes de este tipo son problemas de agrupamiento (clustering).
Este tipo de problemas son parecidos a los problemas de clasificaciéon, ya que asignan a cada objeto
a un grupo (cluster) en particular, con la gran diferencia de que en problemas de clasificacion se
cuenta con la informacion de a que clase pertenece cada objeto de la muestra de entrenamiento,
mientras que en problemas de agrupamiento se debe descubrir a que grupo pertenece cada objeto
del conjunto de entrada, basandose normalmente en medidas de similitud o diferencia entre cada
uno de ellos.

Las maquinas de soporte vectorial son un método de clasificacion binaria que utilizan como modelo
un hiperplano de separaciéon 6ptima para clasificar. Los objetos del conjunto de datos de entrena-
miento que determinan el hiperplano de separacion 6ptima se denominan vectores de soporte (SV,
por sus siglas en inglés) y se obtienen solucionando un problema de optimizaciéon de programacion
cuadratica (QPP, por sus siglas en inglés) [6].

1.2. Motivacion

La informacioén ha pasado de ser escasa a superabundante. Cuando el proyecto Sloan Digital Sky
Survey comenzé a trabajar en el ano 2000, su telescopio recolecté mas datos en sus primeras
semanas de trabajo que todos los que habian sido recolectados en la historia de la astronomia.
En 2010, su archivo contenia aproximadamente 140 terabytes de informacién. El Gran Telescopio
para Sondeos Sinépticos en Chile recolectard la misma cantidad de datos cada cinco dias. Wal-
Mart maneja mas de un millén de transacciones por hora, alimentado a sus bases de datos, que se
estiman en mas de 2.5 petabytes. La red social Facebook contiene mas de 40 mil millones de fotos

[4].
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El uso de sensores electronicos en sistemas de seguridad, automoviles, sistemas de control industrial
v la inclusién de sistemas como teléfonos inteligentes, agendas personales, sistemas de posiciona-
miento global, computadoras, etc. en nuestra vida diaria dieron como resultado una generacion
masiva de informaciéon. De acuerdo a un estudio presentado por la firma IDC en junio de 2011 [7]
la cantidad de datos generados se estima superior a 1,8 zettabytes.

Todos los ejemplos mencionados indican que se cuenta con una cantidad enorme de datos digitales
que crece cada dia mas ripido. Estos datos nos brindan la oportunidad de encontrar tendencias
en los negocios, prevenir enfermedades, combatir el crimen, entre algunas otras. Para que esto sea
posible, es necesario encontrar y utilizar métodos que generen conocimiento o informacion util a
partir de éstos datos.

Las maquinas de soporte vectorial han sido utilizadas con éxito en muchas aplicaciones, tales como
visién artificial [8], deteccion de rostros [9], calificacion de crédito [10], bioinforméatica [11] y el
filtrado de spam [12], entre otros. El modelo producido por las maquinas de soporte vectorial es
compacto, geométricamente interpretable y su rendimiento por lo general supera la precisiéon de
clasificaciéon de otros métodos. A pesar de éstas caracteristicas, las maquinas de soporte vectorial
tienen un problema notorio: la fase de entrenamiento consume O(m?) tiempo y O(m?) espacio de
memoria [13] [14] [39] (siendo m el ntimero de objetos de la muestra de entrenamiento). Esto vuelve
problemaético el uso de las maquinas de soporte vectorial con conjuntos de datos de gran tamano.

En resumen, desarrollar un método que permita entrenar a las maquinas de soporte vectorial de
manera més rapida pero sin afectar de manera dréstica su error de generalizacion ha sido lo que
ha motivado este trabajo.

1.3. Hipdtesis

Es posible entrenar a las maquinas de soporte vectorial sin utilizar una muestra de entrenamiento
por completo, utilizando un método de aprendizaje no supervisado que procese de manera antici-
pada la muestra de entrenamiento, sin afectar de gran manera el error de generalizacion del modelo
entregado.

1.4. Objetivos

1.4.1. Objetivo general

Desarrollar un método de reducciéon de datos para mejorar el tiempo de entrenamiento de las
maquinas de soporte vectorial. Este método permitira utilizar las maquinas de soporte vectorial en
conjuntos de datos grandes sin tener una pérdida apreciable en la precision de la clasificacion. El
método por desarrollar tendra como base un método de aprendizaje de maquina no supervisado.
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1.4.2. Objetivos particulares

= Desarrollar un esquema que integre el nimero de grupos entregados por el método de agru-
pamiento, la fraccion de objetos asignados a cada grupo y la varianza de cada grupo dentro
del planteamiento de maquinas de soporte vectorial.

= Implementar el método desarrollado.

= Probar la eficiencia del método desarrollado utilizando conjuntos de datos publicos disponi-
bles.

1.5. Contribuciones
Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

= Se propone un esquema de reducciéon de datos para acelerar el entrenamiento de las SVM.

= Se presenta una generalizaciéon del método de SVM utilizando la distancia de Mahalanobis.
La distancia euclidiana corresponde a un caso donde la matriz de covarianza es igual a la
matriz identidad.

1.6. Organizacién del documento

El resto de esta tesis esta organizada de la siguiente manera:

Capitulo 2. Marco tedrico: maquinas de soporte vectorial. En este capitulo se presenta
el método de méquinas de soporte vectorial para clasificaciéon binaria. Se inicia presentado el
caso separable, para después introducir el caso no separable y finalmente presentar el método
de maquinas de soporte vectorial con ponderacién. Se describe la formulacion matemética del
problema y su relacién con problemas de optimizacién convexa.

Capitulo 3. Marco tedrico: k-medoides. En este capitulo se presentan los método de agrupa-
miento k-medias y k-medoides. El capitulo comienza presentando el planteamiento general de un
problema de agrupamiento. Después, se presenta el algoritmo de k-medias junto con algunas de
sus limitaciones e inconvenientes. El capitulo termina presentado el algoritmo de k-medoides.

Capitulo 4. Trabajos relacionados. En este capitulo se describen algunas propuestas presen-
tadas por otros autores para disminuir el tiempo de entrenamiento de las méquinas de soporte
vectorial, cubriendo con mayor detalle los métodos de reduccién de datos, ya que el método pro-
puesto en esta tesis cae en esta categoria.

Capitulo 5. Propuesta. Este capitulo presenta el método propuesto, describiendo el algoritmo
y explicando la manera en que se integrara la informacién del método de agrupamiento dentro del
esquema de SVM.

Capitulo 6. Resultados experimentales. En este capitulo se describe la forma en que se realizo
la experimentacién y evaluacién del método propuesto, se presentan los resultados obtenidos y la
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comparaciéon con otros métodos.

Capitulo 7. Conclusiones y trabajo futuro. Este capitulo presenta las conclusiones obtenidas
con base en los estudios realizados y los resultados obtenidos. Finalmente, se presenta una posible
linea de trabajo a seguir en el futuro, como continuacién de esta tesis.



Capitulo 2

Marco teérico: maquinas de soporte
vectorial

El método de méquinas de soporte vectorial fue presentado por Vapnik y sus colegas [6] [18] pa-
ra resolver problemas de clasificacion y regresiéon. En este capitulo se presentan los fundamentos
tedricos de las maquinas de soporte vectorial para clasificacion binaria, que es cuando el espacio
objetivo ) se limita a solo dos etiquetas Y = {—1,+1}. Se comienza con el caso separable, que es
donde se asegura de antemano que existe un hiperplano de separacién que divide a todos los objetos
de ambas clases. Después, se presenta el caso no separable, en donde no existe un hiperplano de
separacion que logré clasificar de manera correcta a todos los objetos en la muestra de entrena-
miento. El desarrollo de éstos dos casos se basa en el desarrollo presentado en [2]. Finalmente, se
presenta el método de maquinas de soporte vectorial con ponderacion, que es una modificacion del
método original donde a cada objeto se le asigna un peso que denota la importancia que tiene ese
objeto en la tarea de clasificacion.

2.1. Maquinas de soporte vectorial. Caso separable

Se considera un espacio de entrada X C R donde R denota al conjunto de los nimeros reales y
N > 1, un espacio objetivo ) = {—1,4+1} y una muestra de entrenamiento S de tamafio m que es
linealmente separable, es decir, existe un hiperplano que separa a todos los objetos con etiqueta
y; = —1 de todos los objetos con etiqueta y = +1, como se muestra en la imagen izquierda de
la figura 2.1, tomada de [2]. La existencia del hiperplano de separacion esta garantizada por el
teorema del hiperplano de separacion (un caso especial de la version finito dimensional del teorema
de separacion de Hahn-Banach para espacios vectoriales topologicos):

Teorema 1. Sean A y B dos subconjuntos convexos y no vacios de RY. Si AN B = (), entonces
A y B pueden ser separados por un hiperplano.

La idea clave del método de maquinas de soporte vectorial es la de retornar, de entre el nimero
infinito de hiperplanos de separacion, el hiperplano con el maximo margen o distancia a los objetos
mas cercanos de cada clase (ver figura 2.1). Como este es un problema de aprendizaje supervisado,
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w-x+b=0
v w-x+b=0

Figura 2.1: Dos posibles hiperplanos de separacién. La figura del lado derecho muestra un hiper-
plano que maximiza el margen de separacién

la muestra de entrenamiento S consta de parejas (x;,¥;),¢ € {1,2,...,m}, donde x; es un objeto y
y; es la etiqueta o clase correspondiente a ese objeto.

2.1.1. Problema de optimizacién primal

En esta parte se desarrolla el problema de clasificacién binaria hasta llegar al problema de optimi-

zacion relacionado a las maquinas de soporte vectorial. La ecuacién general de un hiperplano en
RN es

w-x+b=0 (2.1)

donde b € ® y w € RV es un vector normal al hiperplano. Es importante observar que esta
definicion es invariante a la multiplicacién por un escalar k # 0 :

kEw-x+b=0 <& kw-x+kb=0 <& w .x+V=0

donde w’ - x + b = 0 describe al mismo hiperplano que w - x + b = 0, s6lo que representado con
diferentes parametros w’ = kw y b’ = kb. Por lo tanto, para un hiperplano en el caso separable, se

pueden escalar w y b de tal manera que ( ml;ns |w-x+b| = 1, es decir, se pueden escalar de tal manera
X,Y)€
que los hiperplanos con ecuacién w-x+b = +1y w-x+b = —1, llamados hiperplanos marginales,

pasen por los objetos de cada clase més cercanos al hiperplano de separaciéon w - x + b = 0, como
se muestra en la figura 2.2, tomada de [2].

Definiremos a la representacion del hiperplano de separacion que cumple con ( Hll;IlS lw-x+0b=1
xX,y)€

como el hiperplano canénico, definido por la pareja (w, b). La distancia de cualquier objeto xo € RV
a un hiperplano definido por la ecuaciéon (2.1) se puede calcular con la siguiente expresion:

(2.2)
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Figura 2.2: Hiperplano de separacion e hiperplanos marginales (en lineas punteadas) con sus res-
pectivas ecuaciones caracteristicas.

Por lo tanto, para un hiperplano canénico, el margen, que es la distancia del hiperplano de separa-
cion a los objetos mas cercanos y se denota por la letra griega p, se puede calcular con la siguiente
expresion

. 1
min [wx + bl = (2.3)
xwes  [|w]] Il

Un hiperplano definido por la pareja (w, b) clasifica de manera correcta un objeto de entrenamiento
x;i, 1 € {1,2,...,m} cuando el valor de w-x;+b tiene el mismo signo que la correspondiente etiqueta
y;. Para un hiperplano canénico, por definicion, se tiene que |w-x; +b] > 1V i € {1,2,...,m},
por lo tanto, el objeto x; es correctamente clasificado cuando y;(w - x; + b) > 1. Como se dijo al
principio de la seccién, las maquinas de soporte vectorial pretenden maximizar el margen p = HTIH

Se puede observar que maximizar p es equivalente a minimizar ||w|| o 3||w||?. Entonces, en el caso
separable, la solucién entregada por las méquinas de soporte vectorial, que es un hiperplano que
maximiza el margen p y que clasifica de manera correcta todos los objetos de entrenamiento, puede
ser expresada como la solucién al siguiente problema de optimizacién convexa:

1 9
min —||w 24

s.t.yi(w-x;+0)>1,Vie{l,2,...,m}

Al problema de optimizacion (2.4) se le conoce como problema de optimizacién primal de las
maquinas de soporte vectorial. La funcién objetivo F : w — 1||w]||? es infinitamente diferenciable.
Su gradiente es VyF (W) = w y su matriz hessiana es la matriz identidad V2F(w) = L. Por
lo tanto, V2F(w) = 0, lo que implica que F es una funcién estrictamente convexa. Ademaés, las
restricciones del problema de optimizacion son todas funciones afines g; : (w,b) — 1 —y;(w-x;+b).
Por lo tanto, el problema de optimizacion (2.4) tiene una solucién tinica (w*,b*), una propiedad
importante y favorable que no se cumple para todos los métodos de aprendizaje. Ademas, dado
que la funcién objetivo es cuadratica y las restricciones afines, el problema de optimizacién (2.4)
es una instancia especifica de programacion cuadratica (QP, por sus siglas en inglés), una familia
de problemas ampliamente estudiado en el campo de optimizacion [15].
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2.1.2. Vectores de soporte

Cualquier problema de optimizaciéon con funcién objetivo convexa y diferenciable, y funciones de
restriccion afines y diferenciables, satisface la condicion de que un punto es una solucién al problema
de optimizacion si y solo si cumple con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) [16] [17].
Para el problema de maquinas de soporte vectorial, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se
obtienen igualando a cero el gradiente del Lagrangiano con respecto a las variables w y b, y la otra
condicion es conocida como la condicion de holgura complementaria (complementary slackness)
[15]:

m m
Vwl =w— Z a;yx; =0 = w = Z QY X (2.5)
i=1 i=1
VbL = — Z ;Y = 0 = Z oY = 0 (26)
i=1 i=1
Vi, o lyi(W-x; +0) —1] =0 = a;=0Vy(w-x;+b)=1 (2.7)

donde la expresion del Lagrangiano es la siguiente:

L(w,b,a) = %||w||2 =3 wilys(w - xi +5) — 1) (2.8)
=1

El vector a es un vector compuesto de m multiplicadores de Lagrange a; > 0,4 € {1,2,...,m}, por
lo que a € N

Se puede observar de la ecuacion (2.5) que el vector w que retornan las méquinas de soporte
vectorial es una combinacién lineal de los objetos x1,Xs, ..., X,, de la muestra de entrenamiento
S. Un objeto x; aparecerd en esta combinacion lineal si y s6lo si «; # 0. Estos objetos son
llamados vectores de soporte. También se puede observar que debido a las condiciones de holgura
complementaria (2.7), si a; # 0, entonces y;(w - x; + b) = 1. Por lo tanto, los vectores de soporte
se encuentran en los hiperplanos marginales w - x; + b = +1.

Los vectores de soporte definen completamente al hiperplano de separacién de méximo margen que
resuelve el problema de las maquinas de soporte vectorial, lo que justifica el nombre del algoritmo.
Se puede observar que los objetos que no yacen en los hiperplanos marginales no afectan a la
soluciéon que retornan las maquinas de soporte vectorial, es decir, en su ausencia, la solucién al
problema de SVM se mantendria sin cambios. Es importante tener en cuenta que aunque que el
vector w que retornan las SVM después de su entrenamiento es tinico, los vectores de soporte
pueden no serlo, ya que en una dimension de tamafio N, N + 1 puntos son suficientes para definir
un hiperplano. Por lo tanto, cuando hay mas de N + 1 objetos en los hiperplanos marginales,
se pueden formar diferentes configuraciones para la seleccién de los N + 1 vectores de soporte
necesarios para definir el hiperplano de separacién.
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2.1.3. Problema de optimizaciéon dual

Aplicando la propiedad distributiva del producto punto y de la multiplicacién en la ecuacion del
Lagrangiano se obtiene lo siguiente:

1 m
L= §||w||2 —Zai[yi(w~xi—|—b) —1]

=1

= WP = Y o x) — Y + Do
=1 i=1 i=1

LR 2 ST SroEs P (2.9)
1=1 1=1 =1

Al sustituir las ecuaciones (2.5) y (2.6) en la ecuacion (2.9) se obtiene lo siguiente:

1 m
= SlIwlP—w W+ a
i=1

1 2 2 -
= SlIwlP = [Iwl* + o
i=1
m
1
=Y a5 lwlP
i=1
m 1 m
= Zai - §||Zaiyixi||2
i=1 =1

m 1 m
= 20[2' — 5 Z aiajyiyj(xi . Xj) (210)

i,j=1

La expresion (2.10) es conocida como la funcién dual del problema de maquinas de soporte vectorial
g(a), g : R™ — R. Una de las mas importantes propiedades de la funcion dual de cualquier
problema de optimizaciéon de minimizacién (convexo o no convexo) es que provee una cota inferior
al valor 6ptimo del problema de optimizacién primal en cuestién, es decir, para cualquier « tal
que a; >0V i€ {l1,2,..,m} se cumple que

g(a) < p* (2.11)

donde p* denota el valor 6ptimo del problema de optimizacién primal en cuestion, es decir, el
minimo valor que la funcién objetivo puede tomar y que ademds cumpla con las restricciones de
optimizacion.

Al problema de maximizar la funcion dual g(a) con las restricciones a; > 0V i € {1,2,....m} y
la restriccion impuesta por la ecuacion (2.6), se le conoce como el problema de optimizacion dual
para las maquinas de soporte vectorial en su caso separable:
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m m

, 1
mgXZai — 5 Z Q;05Y; Y4 (Xi . Xj) (212)
i=1 i,j=1

s.to Yy =0, >0Vie{L,2,...,m}
i=1

Las soluciones encontradas w* y a* a los problemas de optimizacién primal y dual de las maquinas
de soporte vectorial cumplen con la ecuacion (2.5):

Como los vectores de soporte yacen en los hiperplanos marginales, para cualquier vector de soporte
x; se cumple que w* - x; + b* = y;, por lo que b* puede calcularse con la siguiente ecuacion:

b=y, —wW'-x;, =y; — (Z QGY;Xj) X = Yi — Za;yj(xj “X;) (2.13)
j=1 j=1

Ya que se obtienen los valores de a*, w* y b*, el modelo de clasificacién que retornan las maquinas
de soporte vectorial (también llamado hiperplano de separacion 6ptima) es la funcion:

h(x) = sgn(w* - x +b*) = sgn(z ofyi(x; - x) +b") (2.14)

=1

donde x es un nuevo objeto por clasificar y la funcion sgn : ® — {+1, —1} es la funcion signo, que
devuelve sgn(k) =+1V k >0y sgn(k)=—-1V Ek<O0.

2.2. Maquinas de soporte vectorial. Caso no separable

En la mayoria de los casos practicos, la muestra de entrenamiento S recibida por las maquinas
de soporte vectorial no es linealmente separable, es decir, para cualquier hiperplano con ecuacion
w - X + b =0, existe al menos un objeto x; € S tal que:

yilw - x; +0] £ 1 (2.15)

Esta condicion es problematica ya que no existiria una soluciéon que cumpla con las restricciones
impuestas en el problema de optimizacién primal (2.4). Sin embargo, éstas restricciones pueden
modificarse de tal manera que el problema de optimizacién primal atin pueda encontrar una solu-
cion. Para realizar esta modificacion, se introducen variables de holgura (slack variables) & > 0V
i€{L,2,...,m} tal que:
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wex+b=+1

w-x—}—bz—l“

Figura 2.3: Hiperplano de separacién que clasifica incorrectamente al objeto x; y clasifica correc-
tamente al objeto x;, aunque con un margen menor a 1.

yilw-x; +b] > 1§ (2.16)

La variable de holgura &; mide la distancia por la que el objeto x; sobrepasa la desigualdad deseada
yi[w - x; + b] > 1. La figura 2.3, tomada de [2], muestra esta situacién. Dado un hiperplano de
separacion definido por la ecuaciéon w-x+b = 0, a un objeto x; que tenga una variable de holgura
& > 0 lo denominaremos anomalia (outlier en inglés). Cada objeto x; debe de encontrarse en el
lado correcto del espacio dividido por el correspondiente hiperplano marginal w - x; + b = y; para
no ser considerado una anomalia. En las siguientes secciones, se presentan los problemas primal y
dual en el caso no separable, y se caracterizaran los vectores de soporte para este caso.

2.2.1. Problema de optimizacién primal

La forma del problema de optimizacién primal en el caso no separable es simplemente una modifi-
cacién del caso separable introduciendo en el problema las variables de holgura ;. Se introduce la
variable de penalizacion C' > 0, que determina la manera en que interactuan la minimizaciéon del

m
término ||w||? y la minimizacion de las variables de holgura > &7 en el problema de optimizacion.
i=1

A SRR o
min o [wl] +C;§i (2.17)
sty (wWeox;+0)>1-6,6>0Vie{l,2,...m}

donde el vector de holgura £ es un vector compuesto de m variables de holgura & > 0,7 €
{1,2,...,m}, por lo que § € R}

m
La idea de incluir el término Y £” en el problema de optimizacion (2.17) es tratar de minimizar la

i=
cantidad total de holgura provocada por los objetos que son anomalias. Como en el caso separable,
el problema (2.17) es un problema de optimizacién convexa ya que las funciones de restriccion
son afines y la funcién objetivo es convexa para cualquier p > 1, por lo que, también presenta la
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propiedad de tener una solucién tnica (w*,b*). Los valores tipicos utilizados para p son p =1 o
p = 2. El analisis presentado en las siguientes secciones se realiza con el valor de p = 1, que es el
maés comunmente utilizado.

2.2.2. Vectores de soporte

Aligual que en el caso separable, el problema de optimizacion en el caso no separable presenta una
funcién objetivo convexa y diferenciable, y funciones de restriccién afines y diferenciables, por lo
que se pueden utilizar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para resolverlo. Se presentan
las variables o multiplicadores de Lagrange «; > 0,i € {1,2,...,m} asociados a las primeras m
restricciones, con su respectivo vector a € R y los multiplicadores 3; > 0,i € {1,2,...,m}
asociados a las restricciones de no negatividad de las variables de holgura, con su respectivo vector
B € R?. El Lagrangiano queda entonces expresado de la siguiente manera:

»C(W,b,g, «, ) 7||W||2+szl Zaz yz w - Xz+b _1+€z Zﬂzgz (218)

i=1 i=1

Como en el caso separable, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se obtienen igualando a cero
el gradiente del Lagrangiano con respecto a las variables w, by & Vi € {1,2,...,m} junto con las
condiciones de holgura complementaria:

Vol =w— i a;yix; =0 = w = i QGYiX; (2.19)
i=1 =
Vol = — i a;y; =0 o i a;y; =0 (2.20)
i=1 j
Vi, Ve L=C—ai—Bi =0 — C=ai+Bi (2.21)
Vi, oy (wW-x;+b)—14+&]=0 = a;=0Vy(w-x;+b)=1-¢ (2.22)
Vi, Bi&i = 0 — B, =0VE=0 (2.23)

De manera idéntica al caso separable, se observa en la ecuacion (2.19) que el vector w que retornan
las maquinas de soporte vectorial es una combinacién lineal de los objetos x1,Xo,...,X,, de la
muestra de entrenamiento S. Un objeto x; aparecera en esta combinacion lineal si y solo si «; # 0.
Estos objetos son llamados vectores de soporte. La diferencia con respecto al caso separable es
que en este caso existen dos tipos de vectores de soporte. Debido a las condiciones de holgura
complementaria (2.22), si «; # 0, entonces y;(w-x;+b) = 1—-¢&;. Si & = 0, entonces y;(w-x;+b) = 1
y el objeto x; yace en algtn hiperplano marginal, al igual que en el caso separable. De lo contrario,
& # 0, lo que implica que el objeto x; es una anomalia. En este caso, dado que §; # 0, (2.23)
implica que 8; = 0y (2.21) implica que «; = C.
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Por lo tanto, los vectores de soporte son anomalias (cuando «; = C) o se encuentran en los
hiperplanos marginales w - x; + b = +1 (cuando 0 < «; < C).

Como en el caso separable, se puede observar que los objetos que no son anomalias ni yacen en los
hiperplanos marginales no afectan a la solucién que retornan las maquinas de soporte vectorial,
por lo que, en su ausencia, la solucién al problema de SVM se mantendria sin cambios. De manera
similar, aunque el vector w retornado por las SVM es tnico, los vectores de soporte pueden no
serlo.

2.2.3. Problema de optimizacién dual

Aplicando la propiedad distributiva del producto punto y de la multiplicacién en la ecuacion del
Lagrangiano se obtiene lo siguiente:

L= ||W||2+CZ& Zazyzw Xz+b _1+€z Zﬁzgz

i=1 =1

= %”WH2 + CZ&' - Zaiyi(w "Xi) = Zaiyib+ Zai - Zaifi - B
2 2 i ‘ ‘ i=1
= IIWII2 —w- Zazylxl bZalyl + Zaz + Z — i — B (2.24)

Al sustituir las ecuaciones (2.19),(2.20) y (2.21) en la ecuacion (2.24) se obtiene lo siguiente:

1 m

= Sl =W Y
i=1
1 m

= Sl = Wl + 3 e
i=1

s 1
= Zai - §|IWII2

:Z _7||Zazyzxz||2

=1

=) ai—3 Z iy (Xi - Xj) (2.25)

i=1 i,j=1

Se puede observar que la ecuaciéon (2.25) es exactamente igual que la ecuacion (2.10) del caso
separable. Sin embargo, ademas de las restricciones del problema de optimizacion dual del caso
separable, en este caso se debe anadir la restriccion de los multiplicadores de Lagrange §; > 0.
Dada la ecuaciéon (2.21), esta restriccion es equivalente a la restriccion «; < C. Por lo tanto, el
problema de optimizacién dual en el caso no separable queda definido de la siguiente manera:
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m m
3 1
max E ai=g E oYY (X - X5) (2.26)
i=1 ij=1

st > ay; =0,0<a; <CVie{l,2,..,m}
i=1

Al igual que en el caso separable, las soluciones encontradas w* y a* a los problemas de optimi-
zacion primal y dual cumplen con la ecuacion (2.19):

De manera similar, b* puede calcularse ocupando cualquier vector de soporte que se encuentre en
alguno de los hiperplanos marginales, es decir, cualquier objeto x; con 0 < «; < C. Para tales
vectores de soporte, se cumple que w* - x; + b* = y;, por lo tanto:

m
b=y - W exi =g — Yoy, %) (2.27)
=1

Como en el caso separable, ya que se obtienen los valores de ™, w* y b*, el hiperplano de separacién
Optima que retornan las maquinas de soporte vectorial para un nuevo objeto x por clasificar es la
funcion:

h(x) = sgn(w* -x 4+ b*) = sgn(z afyi(x; - x) +b") (2.28)

2.3. MaAquinas de soporte vectorial con ponderaciéon

Al utilizar las maquinas de soporte vectorial para tareas de clasificaciéon, existen algunos casos en
los que ciertos objetos del conjunto de entrenamiento son mas importantes que otros. En casos
como éstos, seria preferible que el hiperplano de separacion clasificara de manera correcta a los
objetos con mayor importancia, ain cuando se equivocara al clasificar a otros objetos en el con-
junto de entrenamiento. El esquema tradicional de maquinas de soporte vectorial no tiene manera
de manejar estos casos, ya que todos los objetos tienen la misma importancia en el planteamien-
to matemaético del problema, asi como en el problema de optimizacién asociado. El esquema de
méquinas de soporte vectorial con ponderacion [19] (WSVM, por sus siglas en inglés) es una mo-
dificacion del método original que incorpora un peso 0 <n; <1V i€ {1,2,...,m} asociado a cada
objeto x; del conjunto de entrenamiento S. Este peso denota la importancia de cada objeto en la
tarea de clasificacién. Las maquinas de soporte vectorial con ponderaciéon han sido utilizadas para
andlisis de sentimientos en redes sociales [20], diagnéstico de enfermedades [21], y prediccion de
la localizacion subcelular de proteinas [22]. En las siguientes secciones, se presentan los problemas
primal y dual para las maquinas de soporte vectorial con ponderacién, y se caracterizarédn los
vectores de soporte para este caso. Una modificacion de este esquema es utilizada en el trabajo
propuesto en esta tesis. Esta modificacion integra en el esquema de méquinas de soporte vectorial
con ponderacién la informacion estadistica encontrada por el algoritmo de agrupacion utilizado.
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2.3.1. Problema de optimizacién primal

La modificacion que se realiza al esquema tradicional de las méaquinas de soporte vectorial en el
caso ponderado es introduciendo en el problema de optimizacién primal los pesos ;.

mfy *IIWIIQ + CZm& (2.29)
s. t.y;(w- xl+b)>1752,§l>6‘71€{12 m}

Denotaremos a 1 como el vector de pesos compuesto de m pesos 0 < n; < 1,4 € {1,2,...,m}, por
lo que p € R

Como en los demés casos, el problema (2.29) es un problema de optimizacion convexa ya que
las funciones de restriccion son afines y la funcién objetivo es convexa, por lo que, presenta la
propiedad de tener una solucién tnica (w*, b*).

2.3.2. Vectores de soporte

Como en los dos casos anteriores, el problema de optimizacién en el caso ponderado presenta una
funcién objetivo convexa y diferenciable, y funciones de restriccion afines y diferenciables, por
lo que se pueden utilizar las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para resolverlo. Siendo
los multiplicadores de Lagrange «; > 0,7 € {1,2,...,m} asociados a las primeras m restricciones,
con su respectivo vector a € R y los multiplicadores §; > 0,i € {1,2,...,m} asociados a las
restricciones de no negatividad de las variables de holgura, con su respectivo vector 3 € R, el
Lagrangiano queda expresado de la siguiente manera:

ﬁ(w,b,é, o, B) = *||W||2+CZ771§1 Zaz yi(w - x; +0) _1+§z Zﬁzfz (2.30)

=1 1=1

Como en los casos anteriores, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se obtienen igualando a cero
el gradiente del Lagrangiano con respecto a las variables w, by & Vi € {1,2,...,m} junto con las
condiciones de holgura complementaria:

Vol =w— Z a;yx; =0 — W = Z ;Y X (231)
=1 i
Vol = - aiyi =0 = > aiyi =0 (2.32)
1=1 1=
Vi, Vgiﬁ =Cni—a; —3; =0 — Cni=a; + B; (233)

Vi, oy (W-x;+b)—14+&]=0 = a;=0Vy(w-x;+b)=1-¢ (2.34)
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Vi, Bi&i =0 = Bi=0VE =0 (2.35)

Al igual que en los casos anteriores, se observa de la ecuacion (2.31) que el vector w que retornan
las maquinas de soporte vectorial es una combinacién lineal de los objetos x1,Xo,...,X,, de la
muestra de entrenamiento S. Un objeto x; aparecera en esta combinacién lineal si y solo si «; # 0.
Estos objetos serén los vectores de soporte. Como en el caso no separable, existen dos tipos de
vectores de soporte. Debido a las condiciones de holgura complementaria (2.34), si «; # 0, entonces
yi(w-x; +b) =1-¢;. Si & = 0, entonces y;(wW-x; +b) = 1 y el objeto x; yace en algin hiperplano
marginal. De lo contrario, & # 0, lo que implica que el objeto x; es una anomalia. En este caso,
dado que §; # 0, (2.35) implica que 8; = 0 y (2.33) implica que a; = Ch;.

Por lo tanto, los vectores de soporte son anomalias (cuando «; = Cn;) o se encuentran en los
hiperplanos marginales w - x; + b = +1.

Como en los casos anteriores, se observa que los objetos que no son anomalias ni yacen en los
hiperplanos marginales no afectan a la solucién que retornan las maquinas de soporte vectorial,
por lo que, en su ausencia, la solucién al problema de SVM se mantendria sin cambios. De manera
similar, aunque el vector w retornado por las SVM es tnico, los vectores de soporte pueden no
serlo.

2.3.3. Problema de optimizaciéon dual

Aplicando la propiedad distributiva del producto punto y de la multiplicacién en la ecuacién del
Lagrangiano se obtiene lo siguiente:

EZ*HWHQ‘FCZW& Zazyzw X;+b) —14+&] — Zﬂzgz

=1 =1

:7HWH2+CZ771€1 Zazyl w- Xz Zazyzb'f'zaz_zazfz_Zﬁzfz
=1 =1 =1 =1

i=1

= 5”“’”2 —w- Zaiyixi - bz QY + Zai + Z(Cm —a; — Bi)& (2.36)
i=1 i=1 i=1 i=1

Al sustituir las ecuaciones (2.31),(2.32) y (2.33) en la ecuacion (2.36) se obtiene lo siguiente:



CAPITULO 2. MARCO TEORICO: MAQUINAS DE SOPORTE VECTORIAL 19

1 m
= SlIwlP—w W+ a
i=1

1 2 2 -
= SIwlP = [Iwl* + ) o
i=1
m
1
= ai— 5liwl®
=1
m 1 m
= Zai - §||Zaiyixi||2
i=1 i=1

m 1 m
= Zai — 5 Z oqozjyiyj (Xi . Xj) (237)
i=1

ij=1

Se puede observar que la funcién objetivo (2.37) del problema de optimizacion dual en el caso
ponderado es idéntica a los casos anteriores. Sin embargo, existe una ligera modificaciéon en una
de las restricciones con respecto al problema de optimizacién dual del caso no separable. Dada
la ecuacion (2.33), si 8; > 0, entonces a; < Cn; Vi € {1,2,...,m}. Por lo tanto, el problema de
optimizacion dual en el caso ponderado queda definido de la siguiente manera:

) m 1 m
m;;‘X;ai - Z: i yiy (%; - %;) (2.38)

m
S. t. Z a;y; =0,0< a; < Cni Vie {1,2,...,771}
=1

Al igual que en los casos anteriores, las soluciones encontradas w* y a* a los problemas de opti-
mizaciéon primal y dual cumplen con la ecuacion (2.31):

De manera similar, b* puede calcularse ocupando cualquier vector de soporte que se encuentre en
alguno de los hiperplanos marginales. Para tales vectores de soporte, se cumple que w*-x; +b* = y;,
por lo tanto:

b=y —w"-x;, =y; — Za;yj(xj ') (2.39)
j=1

Obtenidos los valores de a*, w* y b*, el modelo de clasificaciéon para un nuevo objeto x por clasificar
es la funcion:

h(x) = sgn(w* - x +b*) = sgn(z ofyi(x; - x) +b") (2.40)

i=1



Capitulo 3

Marco teorico: k-medoides

La practica de agrupar objetos de acuerdo a similitudes percibidas entre dichos objetos es la base
de gran parte de la ciencia. Organizar datos e informacién de manera coherente es uno de las
expresiones mas fundamentales de la comprension y el aprendizaje [25].

La tarea de agrupamiento (clustering en inglés) es una de las tareas de aprendizaje no supervisado
que busca la organizacién de una coleccién de objetos en grupos, basandose en la similitud o
diferencia entre ellos. Intuitivamente, los objetos dentro de un mismo grupo son mas similares
entre si que a un objeto que pertenece a un grupo diferente. Un ejemplo de agrupacién se muestra
en la figura 3.1 [23]. Los objetos de entrada al método de agrupamiento se muestran en la figura 3.1
(a), y los grupos obtenidos se muestran en la figura 3.1 (b). A los objetos pertenecientes al mismo
grupo se les asigna la misma etiqueta 1,2,3,4,5,6 6 7, respectivamente. La variedad de técnicas
para representar un dato, las posibles funciones que se pueden utilizar para medir la similitud o
diferencia entre los objetos de entrada y los distintos criterios al agrupar objetos han producido
una extensa variedad de métodos de agrupacion.

En este capitulo se presentan los métodos de agrupamiento k-medias y k-medoides. Primero se
presenta el algoritmo de k-medias, que realiza la particién de un conjunto de datos en k grupos,

utilizando como criterio la distancia euclidiana entre los objetos en la muestra de entrenamiento.
Después, se presenta el algoritmo de k-medoides, que es una modificacion del algoritmo k-medias.

3.1. Planteamiento general de un problema de agrupamiento

En el campo del aprendizaje de maquina, Everitt indica que es dificil proporcionar una definicién
formal de grupo (cluster) [28]. Después, en 1980, Everitt documenta algunas de las siguientes
definiciones:

”A cluster is a set of entities which are alike, and entities from different clusters are not alike". [27]

”Un grupo es un conjunto de entidades que son semejantes, y entidades de diferentes grupos no
son semejantes".

20
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Figura 3.1: Ejemplo en un espacio de dos dimensiones de un posible agrupamiento de datos

”A cluster is an aggregation of points in the test space such that the distance between any two
points in the cluster is less than the distance between any point in the cluster and any point not
in it". [27]

”Un grupo es una agregado de objetos en el espacio de prueba tal que la distancia entre dos objetos
cualesquiera en el grupo es menor que la distancia entre cualquier objeto en el grupo y cualquier
objeto fuera de él".

”Clusters may be described as connected regions of a multi-dimensional space containing a relatively
high density of points, separated from other such regions by a region containing a relatively low
density of points". [27]

"Los grupos pueden ser descritos como regiones conectadas de un espacio multidimensional conte-
niendo una relativa alta densidad de objetos, separado de otras regiones similares por una region
que contiene una relativa baja densidad de objetos".

Las tultimas dos definiciones asumen que los objetos que se pretende agrupar son representados como
puntos en algtn cierto espacio. Intuitivamente, los humanos reconocemos un grupo al observarlo
en dos dimensiones, como se puede verificar en la figura 3.1, aunque no es del todo claro como
realizamos esta accion de manera tan aparentemente sencilla [25].

Existen dos maneras principales de realizar agrupamiento: Agrupamiento particional y agrupa-
miento jerdrquico. Los algoritmo de k-medias y k-medoides pertenecen al tipo de agrupamiento
particional, que podemos definir de la siguiente manera [26] [31]:

Dado un conjunto de objetos X = {x1,Xa,...,X;,} donde x; = (z;1, %42, ..., T;n), un método de
agrupamiento particional buscara dividir al conjunto X en & particiones (m > k > 1,k € N donde
N denota el conjunto de los ntimeros naturales) C = {C4, Cs, ..., Cy } tal que:
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O£ 0, Vie{1,2,.. k}

L] CiﬁCjZQ,Vi,jG{l,Q,...,k},i#j

En el agrupamiento particional cada objeto x; es asociado exclusivamente a un sélo grupo. Ademas,
los objetos deben de estar agrupados de tal manera que los objetos en un mismo grupo sean mas
"similares” entre si que lo que son a objetos de otros grupos. Para realizar lo anterior, se debe
definir una funcién f: X x X — R que "mida” la similitud (o diferencia) entre un par de objetos.

3.2. k-medias

El algoritmo de k-medias fue propuesto por MacQueen [24] en 1967. Fisher [29] y Cox [30] habian
estudiado problemas similares dando versiones aproximadas del algoritmo. Un seguimiento mas a
detalle de la historia del algoritmo de k-medias junto con la descripcién de algunas variaciones del
algoritmo es dada en [25]. La importancia del algoritmo de k-medias como técnica de agrupamiento
y en el campo de mineria de datos es resaltada en [32] y [33]. A continuacion se presenta el algoritmo
de k-medias, mencionando sus limitaciones e inconvenientes.

Se considera un conjunto de objetos X = {x;,X2,...,X,,} donde x; € RN Vi € {1,2,...m} y
un ntmero de grupos k > 1. El algoritmo comienza seleccionando k puntos en RV que serviran
como los representantes o centroides iniciales de los k grupos, denotados como ¢; V j € {1, 2, ..., k},
uno para cada grupo C;. Existen diversas formas de elegir los centroides iniciales. Una de ellas es
eligiendo k objetos al azar del conjunto X y otra es eligiendo k puntos al azar en el espacio R,
por mencionar algunas. La versiéon del algoritmo de k-medias que se presenta en este documento
elige k puntos al azar en el espacio R como centroides iniciales. El siguiente paso es tomar cada
objeto que pertenece al conjunto X y asignarlo al grupo con el centroide mas cercano. Cuando
todos los objetos han sido asignados a su respectivo grupo, se recalculan las posiciones de los k
centroides como el centro o la media de los objetos asignados a cada grupo en el paso anterior.
Esta es la razén por la que el algoritmo se llama k-medias. Una vez actualizados los k centroides,
se vuelve a asignar cada objeto x; del conjunto X al grupo con el centroide més cercano, y el
proceso se repite. Existen diversos criterios de paro, pero el més comun es detener el ciclo una vez
que los k centroides no cambian su posicién entre una iteracién y otra. La ejecucion del algoritmo
se muestra de manera gréfica en un espacio 2 de dos dimensiones en la figura 3.2, tomada de [31].
Cada iteracion ocupa mk comparaciones, que determina la complejidad temporal de una iteracién.
El nimero de iteraciones requerido para la convergencia varia y puede depender de N, sin embargo,
la complejidad de este algoritmo se puede considerar lineal en el tamano del conjunto de objetos

(m).

El algoritmo de k-medias busca una particién que minimice el error cuadratico expresado en la
siguiente ecuacion [32]:

i=1

m

(mmnm - cj||2) (3.1)
J
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Figura 3.2: Ejecucién del algoritmo k-medias. Los puntos verdes representan al conjunto de entrada
X en un espacio de dos dimensiones. Los centroides se indican con las cruces azul y roja.

Diferentes elecciones de los k centroides iniciales pueden ocasionar diferentes agrupamientos finales
debido a que un algoritmo basado en el criterio del error cuadratico puede converger a minimos
locales [25].

El algoritmo de k-medias es sencillo y facil de implementar para resolver una gran cantidad de
problemas practicos. Su complejidad temporal es O(mkN). Como k y N son usualmente mucho
menores que m, en la practica se considera que la complejidad del algoritmo de k-medias es lineal
con respecto al tamano m del conjunto de entrada.

Sin embargo, el algoritmo cuenta con algunas limitaciones e inconvenientes que a continuaciéon se
resumen. Como se menciono anteriormente, el procedimiento iterativo del algoritmo k-medias no
garantiza converger al 6ptimo global. Ademés, como es necesario calcular las medias de los grupos,
el algoritmo esta limitado a trabajar en RV, es decir, no puede trabajar con objetos con atributos
categoricos como colores (rojo, azul, etc.) o tamanos (grande, pequeiio, mediano, etc.). Otro in-
conveniente es que, debido a que se utiliza como funcién de diferencia la distancia euclidiana, los
grupos retornados por el algoritmo de k-medias tienden a tener geometria hiperesférica o convexa,
por lo que, si los grupos por encontrar tuvieran otro tipo de geometria (una espiral, un anillo,
etc.), el algoritmo de k-medias ya no seria efectivo. Finalmente, es importante mencionar que no se
conoce un método eficaz y universal para identificar los centroides iniciales y el niimero de grupos
k.
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Algoritmo 1: Algoritmo de k-medias

Entrada: Conjunto de objetos X, nimero k de grupos a formar
Salida : Una particion de X

Seleccionar al azar k centroides c; € RN V j € {1,2,...,k};
Crear k grupos C; tal que C; = {c;} V j € {1,2, ..., k};
repeat
Calcular y almacenar la distancia d(x;, c;) entre cada objeto x; € X y cada uno de los k
centroides c;, d(x;,¢;) «— ||x; — ¢;| ;
5 Asignar cada objeto x; € X al grupo C; que contenga el centroide c; més cercano,
C; «— C;Ux; : argmind(x;, c;);
J

B W N =

XX

XECj
7 until el conjunto de centroides c; sea idéntico que el de la iteracion anterior;

6 Calcular la nueva posicién del centroide de cada grupo, c; <— ‘C—ll
J

3.3. k-medoides

Una de las limitantes del algoritmo de k-medias es que s6lo puede ocuparse con objetos en un
espacio RV, ya que es necesario calcular las medias de cada grupo. Una modificacién al algoritmo
de k-medias fue propuesta en 1987 por Kaufman y Rousseeuw [34] [35]. El algoritmo modificado es
llamado k-medoides, y en lugar de actualizar los centroides c; de cada grupo C; utilizando la media
de los objetos que pertenecen al grupo Cj, el algoritmo de k-medoides actualiza los centroides c;
utilizando el medoide del correspondiente grupo Cj, que es el objeto x* més representativo del
grupo Cj.

Debido a que ya no se calculan las medias de los grupos, el algoritmo ya no estd limitado a
trabajar en R, por lo que se pueden ocupar otras funciones de semejanza o diferencia f (%4,%;)
entre objetos. El medoide de un grupo C; se puede definir como el objeto x € C; cuyo promedio
de semejanza a todos los objetos en el grupo es maxima, es decir, es el objeto mas “céntrico"del
grupo. El algoritmo de k-medoides busca maximizar la suma de semejanzas entre cada objeto y su
centroide correspondiente.

£ ..&
e X medoide

. °
P *
* media

Figura 3.3: Ejemplo de la diferencia entre la media y el medoide de un grupo de objetos

La principal diferencia del algoritmo k-medoides con respecto al algoritmo de k-medias es que
los centroides c¢; de cada grupo C} tienen que pertenecer al conjunto de datos entrada X que se
pretende agrupar, como se muestra en la figura 3.3, tomada de [36].
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Algoritmo 2: Algoritmo de k-medoides

Entrada: Conjunto de objetos X, namero k de grupos a formar
Salida : Una particion de X

Seleccionar al azar k objetos x, € X del conjunto de entrada como centroides iniciales c;;
Crear k grupos C; tal que C; = {c;} V j € {1,2,....k};
repeat
Calcular y almacenar la semejanza f(x;, c;) entre cada objeto x;, € X y cada uno de los

k centroides c;;
5 Asignar cada objeto x; € X al grupo C; que contenga el centroide c; mas semejante a
x;, Cj +— C;|Jx; : argmax f(x;,¢;);

J

B W N =

6 Calcular la nueva posicién del centroide de cada grupo,
. 1 .
Cj ¢— X : argmax oy S f(x,xy);
xeCy T ox€Cy

7 until el conjunto de centroides c; sea idéntico que el de la iteracion anterior;




Capitulo 4

Trabajos relacionados

Debido a la complejidad temporal O(m3) y espacial O(m?) del entrenamiento de las maquinas
de soporte vectorial, una porcién significativa de la investigaciéon relacionada a las méaquinas de
soporte vectorial se enfoca en el desarrollo de métodos eficientes para su entrenamiento [38]. Estos
métodos han sido clasificados en las siguientes categorias: reducciéon de datos, descomposicion,
algunas variantes de las maquinas de soporte vectorial y otros métodos que utilizan heuristicas
o computo paralelo [13] [37]. En este capitulo se expone una breve descripcion de estos métodos,
enfatizando y cubriendo con mayor detalle los métodos de reduccién de datos, debido a que el
método propuesto en esta tesis cae en esta categoria.

4.1. Meétodos de descomposiciéon

El hiperplano de separacion 6ptima descrito por la ecuacion (2.14) que se obtiene al utilizar las ma-
quinas de soporte vectorial es computado resolviendo el problema de optimizacién de programacion
cuadratica descrito en (2.4), (2.17) 6 (2.29), respectivamente.

Los métodos de descomposicién abordan el problema del entrenamiento de las maquinas de soporte
vectorial optimizando de manera iterativa solo las variables que pertenecen a un cierto subconjunto
llamado conjunto de trabajo (working set en inglés). Las variables que no pertenecen al conjunto de
trabajo se consideran fijas. El éxito del método depende de gran manera de la seleccién del conjunto
de trabajo [51] [52]. Osuna, Freund y Girosi [53] encuentran el conjunto de trabajo escogiendo las
variables que no cumplen con las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Probablemente el algoritmo de descomposiciéon mas famoso es el algoritmo de optimizacién secuen-
cial minima (SMO por sus siglas en inglés) [54]. SMO considera el tamafio més pequeno posible
para el conjunto de trabajo: solo dos variables. Otros métodos de descomposicion aparecen en [52],
[53] v [55].
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4.2. Variantes de maquinas de soporte vectorial

Algunos investigadores han modificado el problema de optimizacion de programacion cuadratica
original asociado a las méquinas de soporte vectorial para acelerar su tiempo de entrenamiento,
a costa de perder precision en la clasificacion. Una de éstas modificaciones es llamada versiéon de
minimos cuadrados de las maquinas de soporte vectorial (LS-SVM, por sus siglas en inglés) y fue
presentada por Suykens y Vandewalle en 1999 [49]. En esta modificaciéon no se necesita resolver un
problema de optimizaciéon de programaciéon cuadratica, sino sélamente un sistema de ecuaciones
lineales.

Otra variante presentada por Fung y Mangasarian [50], es llamada maquinas de soporte vectorial
proximales (PSVM, por sus siglas en inglés). Los hiperplanos proximales se definen de tal manera
que los objetos de una clase se agrupen alrededor del hiperplano proximal correspondiente y que
los hiperplanos proximales se encuentren tan alejados uno del otro tanto como sea posible. Esta va-
riante clasifica a los objetos asignédndolos a uno de los dos hiperplanos proximales, especificamente,
al hiperplano proximal al que se encuentre mas cercano.

4.3. Otros métodos

En esta seccién se mencionan algunos métodos que no se consideran en las demas categorias.

4.3.1. Maquinas de soporte vectorial en paralelo

Como su nombre lo sugiere, este tipo de métodos utilizan la potencia del computo en paralelo para
intentar resolver el problema del entrenamiento de las maquinas de soporte vectorial. Sin embargo,
la ejecucion en paralelo es dificil debido a la dependencia entre pasos computacionales [39].

Uno de los enfoques méas comunes al paralelizar es dividir el conjunto de entrenamiento en sub-
conjuntos y procesar cada uno de éstos subconjuntos en paralelo [39] [40]. Otro tipo de enfoques
al paralelizar son presentados en [41] y [42].

4.3.2. Semillas alfa (Alpha seeding)

El enfoque de semillas alfa (alpha seeding en inglés) consiste en proporcionar estimaciones iniciales
de los valores «; de los multiplicadores de Lagrange del problema de optimizaciéon dual de las
maquinas de soporte vectorial (descrito en la ecuacion (2.12), (2.26) 6 (2.38), respectivamente)
para resolverlo de manera mas eficiente y mejorar el tiempo de entrenamiento. Métodos basados
en este enfoque se presentan en [43] y [44]. Es importante recordar que los valores «; de los
multiplicadores de Lagrange son esenciales para el problema de maquinas de soporte vectorial ya
que son los que definen cuales objetos son vectores de soporte.
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4.3.3. Entrenamiento en linea (On-line training)

Existen ocasiones en los que la adquisicién de los datos de entrenamiento es caro y toma largos
periodos de tiempo. En consecuencia, es comtin que éstos datos se encuentren disponibles por
pequenos paquetes cada cierto periodo de tiempo, es decir, que no sea posible para un método
como las maquinas de soporte vectorial tener acceso a la muestra de entrenamiento por completo,
sino por "pedazos” entregados cada cierto periodo de tiempo. En escenarios como éste, es necesario
actualizar el modelo de clasificaciéon de manera que tome en cuenta los nuevos objetos que le son
proporcionados sin comprometer la precision de clasificacion de los objetos con los que ya habia
sido entrenado [45].

Los métodos incrementales son métodos que se desarrollaron para abordar este problema. Algunos
de los métodos basados en este enfoque se presentan en [45], [46], [47] v [48].

4.4. Métodos de reduccion de datos

Como se menciono en el capitulo 2, los objetos que no son vectores de soporte no afectan a la
soluciéon que retornan las maquinas de soporte vectorial, es decir, en su ausencia, la solucién al
problema de SVM se mantendria sin cambios.

En el caso separable de las maquinas de soporte vectorial, sélo los objetos que yacen sobre los
hiperplanos marginales son candidatos a ser vectores de soporte. En el caso no separable, ademés
de los objetos que yacen sobre los hiperplanos marginales, sélo los objetos considerados anomalias
(outliers) son candidatos a ser vectores de soporte. Considerando lo anterior, es probable que la
gran mayoria de objetos en el conjunto de entrenamiento no sean candidatos a ser vectores de
soporte, ya que en la mayoria de los casos practicos pocos objetos del conjunto de entrenamiento
son anomalias o yacen en los hiperplanos marginales.

Tomando en cuenta lo anterior, el enfoque de los métodos de reduccion de datos para entrenar
maquinas de soporte vectorial es crear o seleccionar un subconjunto R de tamano n < m a partir
del conjunto de entrenamiento S y entrenar el método de maquinas de soporte vectorial con este
subconjunto. Debido a que n < m, el tiempo de entrenamiento utilizando sélo n objetos es menor.

Se han propuesto diversas maneras de escoger el subconjunto R. Algunas de ellas eliminan objetos
del conjunto de entrenamiento original, mientras que otras construyen el subconjunto R de manera
incremental agregando objetos que, mediante algin criterio, se estiman que pueden ser fuertes
candidatos para ser vectores de soporte. Algunas de éstas técnicas utilizan heuristicas, mientras
que otras utilizan otros algoritmos de aprendizaje supervisado para seleccionar a los candidatos a
ser vectores de soporte.

Debido a la naturaleza de éste trabajo, se dividiran estas propuestas en dos tipos: las que utilizan
métodos de agrupamiento de aprendizaje de maquina para seleccionar el subconjunto R y las que
utilizan cualquier otro tipo de estrategia para seleccionar el subconjunto R. Ya que el método
propuesto en esta tesis utiliza un método de agrupamiento para seleccionar el subconjunto R, se
cubrird con mayor detalle este tipo de métodos.
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4.4.1. Meétodos de reduccién de datos que no ocupan métodos de agru-
pamiento

En [58], Keerthi y sus colegas presentan un método que de manera voraz (greedily en inglés)
va incrementando un conjunto de vectores de soporte, tratando de maximizar la precisién de
clasificacion del modelo obtenido. Bottou y sus colegas [59] proponen un algoritmo que remueve
objetos del conjunto de entrenamiento usando estimaciones probabilisticas inspirado en el algoritmo
presentado en [60]. Balcazar y sus colegas [56] [57] utilizan técnicas de muestreo aleatorio para
seleccionar los objetos del conjunto de entrenamiento que seran candidatos a ser vectores de soporte.
Schohn y Cohn [61] presentan una heuristica de aprendizaje activo para reducir el nimero de
objetos en el conjunto de entrenamiento.

Lee y sus colegas [62] [63] proponen un método llamado maquinas de soporte vectorial reducidas
(RSVM, por sus siglas en inglés), en donde se asume que objetos del conjunto de entrenamiento
escogidos al azar pueden representar a todos los objetos en el conjunto de entrenamiento. En
[64], Peres y Pedreira proponen un esquema para seleccionar objetos clave en una muestra de
entrenamiento. Este esquema no sélo es aplicable a SVM, sino que también puede ser utilizado
en otros algoritmos de aprendizaje. La principal herramienta utilizada por este esquema es la
divergencia de Cauchy-Schwartz, que es utilizada como una medida de la diferencia entre dos
densidades de probabilidad.

Los métodos presentados en [65], [66], [67] y [68] asumen que los objetos de la muestra de en-
trenamiento cuyos vecinos mas cercanos pertenecen a otra clase posiblemente se encuentren cerca
del hiperplano de separaciéon. Algunos de éstos métodos incorporan en su esquema el algoritmo de
aprendizaje supervisado llamado k-vecinos mas cercanos (k-NN por sus siglas en inglés).

Lopez Chau presenta en [13] un par de métodos. Uno de ellos se basa en calcular la cascara
convexa de los objetos de cada clase. El otro método combina el uso de arboles de decision y del
discriminante lineal de Fisher.

4.4.2. Reduccién de datos utilizando métodos de agrupamiento

Los algoritmos de k-medias y k-medoides fueron presentados en el capitulo 3 de esta tesis como
algoritmos de agrupamiento. Ademas de este par de algoritmos, existe una gran variedad de algo-
ritmos de agrupamiento que son utilizados en tareas de aprendizaje no supervisado. Algunos de
ellos han sido utilizados para pre-procesar el conjunto de entrenamiento de las méquinas de soporte
vectorial de distintas maneras. A continuacién se presentaran algunos de estos enfoques.

En 2003, Yu y sus colegas [69] proponen un método llamado maquinas de soporte vectorial basa-
das en agrupamiento (CB-SVM, por sus siglas en inglés) que utiliza un algoritmo de agrupamiento
jerarquico para proveer a las SVM de un conjunto de entrenamiento reducido. El algoritmo de
agrupamiento jerarquico que se utiliza en este trabajo es llamado Agrupamiento y reduccion itera-
tivo balanceado usando jerarquias (BIRCH, por sus siglas en inglés) propuesto en [70] por Zhang
y sus colegas.

Xiong y sus colegas [71] utilizan un método de agrupamiento sustractivo propuesto por Chiu [72]
para reducir el tamano del conjunto de entrenamiento tratando de mantener la mayor cantidad
de informacion posible. En [73], Linda y Manic utilizan el algoritmo de gas neuronal creciente
(GNG, por sus siglas en inglés) propuesto por Fritzke en [74] para pre-procesar el conjunto de
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entrenamiento de las SVM. El algoritmo GNG es un algoritmo de agrupamiento capaz de aprender
las relaciones topoldgicas de un conjunto de datos.

Un método llamado mapas opuestos (Opposite maps en inglés) es propuesto por Neto y Barreto
[75] en 2013. Este método puede utilizar cualquier algoritmo de agrupamiento para realizar el pre-
procesamiento del conjunto de entrenamiento de las SVM, aunque especificamente en el articulo
utilizan los algoritmos de k-medias, k-medias con kernel, mapa auto-organizado y GNG. La idea
fundamental de este método es realizar el agrupamiento de los objetos en cada clase para después
utilizar una heuristica que busca los agrupamientos mas cercanos a los objetos de la clase contraria,
con la idea de que los vectores de soporte son objetos que usualmente se encuentran cercanos a los
objetos de la clase contraria.

De Almeida y sus colegas [80] presentan un método que ejecuta el algoritmo de k-medias sobre el
conjunto de entrenamiento original S sin tomar en cuenta la clase o etiqueta de los objetos. Los
grupos que contienen objetos de una misma clase son descartados y se almacenan solamente los
centroides de este tipo de grupos. De manera contraria, los grupos que contienen objetos de clases
distintas son preservados y se almacenan todos los objetos pertenecientes a este tipo de grupos.
Con el conjunto formado por los objetos y centroides almacenados después de este proceso, el
método de SVM es entrenado.

Koggalage y Halgamuge [79] proponen un método que puede utilizar cualquier algoritmo de agru-
pamiento para realizar el pre-procesamiento del conjunto de entrenamiento de las SVM para iden-
tificar los grupos iniciales. Al igual que en el método propuesto por De Almeida y sus colegas, el
agrupamiento se realiza sobre el conjunto de entrenamiento S sin tomar en cuenta la clase o etique-
ta de los objetos. Una vez detectados los grupos iniciales, se identifican los grupos que contengan
solamente objetos de la misma clase. A estos grupos se les llama grupos crujientes (crisp clusters en
inglés). El resto del método consiste en implementar una técnica para refinar los grupos crujientes
de tal manera que se extraigan de ellos los posibles vectores de soporte. Aunque se mencion6 que
el método puede utilizar cualquier algoritmo de agrupamiento, Koggalage y Halgamuge utilizan el
algoritmo de k-medias en su articulo.

Un método parecido al propuesto por De Almeida y sus colegas es propuesto en [81] por Tran y sus
colegas. Este método también ejecuta el algoritmo de k-medias sobre el conjunto de entrenamiento
original S. Sin embargo, en esta propuesta el agrupamiento de los objetos se realiza en cada clase,
tomando en cuenta la etiqueta de los objetos. Otra diferencia es que en este caso el método de SVM
es entrenado con un conjunto formado solamente por los centroides encontrados por el algoritmo
de k-medias.

Un método para acelerar el entrenamiento de las SVM basado en el algoritmo de k-medias es
propuesto en [88]. Al igual que el método propuesto en esta tesis, este método utiliza los centroides
devueltos por el algoritmo de k-medias para entrenar a las SVM. Sin embargo, este método se enfoca
en presentar una heuristica para determinar el nimero k de grupos por formar y no presenta una
manera de incorporar la informacién estadistica de los grupos formados en el esquema de SVM.

En [89], Yao y sus colegas presentan un algoritmo parecido al presentado en [80]. La idea basica es
la misma: ejecutar el algoritmo de k-medias sobre el conjunto de entrenamiento original S sin tomar
en cuenta la clase o etiqueta de los objetos y, una vez que se formaron los grupos, se buscan los
objetos que han sido agrupados junto con otros objetos de etiqueta distinta. Una vez encontrados,
Yao y sus colegas proponen utilizar el algoritmo de k vecinos més cercanos (k-NN por sus siglas
en inglés) para realizar una busqueda de los posibles candidatos a vectores de soporte. Al igual
que sucede con el método propuesto en [88], la principal diferencia de éste método con el método
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propuesto en esta tesis es que éste método no incorpora la informaciéon de los grupos formados por
k-medias en el esquema de SVM.

Gu y Han presentan en [90] un método llamado maquinas de soporte vectorial agrupadas (CSVM
por sus siglas en inglés). Este algoritmo divide el conjunto de entrenamiento en varios grupos
utilizando el algoritmo de k-medias, y luego realiza el entrenamiento de SVM en cada grupo,
realizando una separacion local para cada grupo. El método utiliza un término de regularizacion
global, que afecta a las soluciones encontradas de manera local de tal manera que hace que éstas
se “acerquen” entorno a una referencia global.

En [76], Li y sus colegas combinan el algoritmo de k-medias junto con una idea basada en el
grafo de Gabriel. El grafo de Gabriel es un grafo definido sobre un conjunto de vértices V en un
espacio euclidiano que expresa la nocién de proximidad entre estos vértices. El grafo de Gabriel
fue propuesto en [77] por Gabriel y Sokal en 1969. En [76], el grafo de Gabriel es utilizado para
identificar de manera aproximada cuales objetos son los posibles vectores de soporte. Otro algoritmo
que utiliza una combinacién de k-medias junto con otro algoritmo para pre-procesar el conjunto
de entrenamiento de las SVM es presentado por Lu y sus colegas en [78].

Yang y sus colegas [82] integran al esquema de méaquinas de soporte vectorial con ponderacion
un método de pre-procesamiento para el conjunto de entrenamiento que ademaés genera los pesos
7; basado en el algoritmo de agrupacion llamado c-medias posibilistico (Possibilistic ¢-means en
inglés) [84].

De manera similar, Nguyen y su colegas [83] integran al esquema de méquinas de soporte vectorial
con ponderacién un método de pre-procesamiento para el conjunto de entrenamiento. En este
caso, el método de pre-procesamiento puede ser cualquier algoritmo de agrupamiento, aunque en
el articulo utilizan el algoritmo de k-medias para este fin. Al igual que en el método propuesto por
Tran y sus colegas, en este caso el método de SVM es entrenado con un conjunto formado solamente
por los centroides encontrados por el algoritmo de k-medias. Este esquema propone dos maneras
para generar los pesos 7;. La primera es generando los pesos de manera que sean proporcionales
al tamafio de la clase correspondiente. Para clasificacién binaria, el correspondiente peso 7; del
centroide c¢; se calcula con la siguiente expresion:
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N = (4.1)

donde z; es la cantidad de objetos asignados al grupo C; con centroide ¢;, m1 y ms son la cantidad
de objetos pertenecientes a cada clase, de tal manera que m; + me = m donde m es el nimero de
objetos en el conjunto de entrenamiento S y -y; ; es una variable tal que v; ; = 1 si el centroide c;
pertenece a la clase j y 7;,; = 0 de cualquier otra manera.

La segunda manera es generando los pesos de manera que sean proporcionales al tamano del grupo
correspondiente. Entonces, el correspondiente peso 7); del centroide ¢; se calcula con la siguiente
expresion:
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Capitulo 5

Propuesta

Un esquema para el entrenamiento de las maquinas de soporte vectorial llamado maquinas de
soporte vectorial con ponderaciéon probabilistica (PWSVM por sus siglas en inglés) es presentado
en este capitulo.

La idea clave del enfoque propuesto es reducir el tamafio del conjunto de entrenamiento original S
utilizando el algoritmo de agrupacion k-medoides. Con el fin de evitar la pérdida de informacion
durante la agrupacion, se propone utilizar al conjunto de centroides de los grupos entregados por el
algoritmo de agrupacién como el nuevo conjunto de entrenamiento R. También se propone utilizar
informacién acerca de la dispersion de los objetos de cada grupo.

Ademas, el esquema original de maquinas de soporte vectorial con pesos propuesto en [19] es
modificado para aprovechar la informacién estadistica encontrada por el algoritmo de agrupacion.

5.1. Meétodo para la reduccién de datos

El esquema propuesto considera un espacio de entrada X C R®Y con N > 1, un espacio objetivo
Y = {-1,+1} y una muestra de entrenamiento S de tamaiflo m con m; objetos x, con etiqueta
yp = +1 y mo objetos x, con etiqueta y, = —1 tal que m; +mg = m.

La primera parte del esquema reduce el conjunto de entrenamiento S utilizando el algoritmo de
agrupamiento k-medoides, que entrega un conjunto de entrenamiento reducido R de tamano k,
formado por los centroides de los grupos obtenidos por el algoritmo de k-medoides. La agrupacion
de los objetos se realiza de acuerdo a su clasificacién, es decir, por un lado, se utiliza el algoritmo
de k-medoides para agrupar a los objetos x, con etiqueta y, = +1, formando un conjunto de
centroides R™ de tamaifio ky y después se ejecuta nuevamente el algoritmo de k-medoides para
agrupar a los objetos x4 con etiqueta y, = —1, formando un conjunto de centroides R~ de tamano
k_, de tal forma que R™ U R~ = R. Los valores de k; y k_ son definidos de manera que la
proporcién % ~ :—f se mantenga lo mejor posible.
Ademés de entregar el conjunto de centroides R, durante la ejecucion del algoritmo de k-medoides
se calcula el nimero de objetos asignados a cada grupo y la varianza de la distancia de los objetos
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pertenecientes a cada grupo con respecto a su centroide calculado. El nimero de objetos de cada
grupo se denomina con la letra z y se almacena en un conjunto Z de tamano k£ de tal manera que
ZT U Z~ = Z, de manera similar a la manera en que se formé el conjunto de centroides R. Los
valores de varianza se denominan o2 y se almacenan en un conjunto D de tamafio k de tal manera
que DT UD~ = D, de manera similar a la manera en que se formoé el conjunto de centroides R.
Los valores almacenados en los conjuntos Z y D seran utilizados como medida de dispersion de los
grupos encontrados por el algoritmo de k-medoides, y se integraran en el esquema propuesto.

Una de las ventajas de utilizar el algoritmo de k-medoides (o incluso k-medias) para pre-procesar
el conjunto de entrenamiento para las SVM, es que el tamaiio del nuevo conjunto de entrenamiento
‘R es controlado simplemente escogiendo el nimero de grupos k. Ademas, a diferencia de otros algo-
ritmos de agrupamiento como k-medias 6 c-medias difuso (fuzzy c-means en inglés), los centroides
entregados por k-medoides son objetos pertenecientes al conjunto de entrenamiento original S.
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Algoritmo 3: Algoritmo de k-medoides para PWSVM

Entrada: Muestra de entrenamiento S, nimero k de grupos a formar

Salida : Un par de conjuntos de centroides: R* = {c},cJ, ..., CL} yR™ ={ci,¢c5,...,¢c, },un
par de conjuntos de parametros de dispersion: D = {03,032, .., 054, } ¥
D™ ={021,0%,,...,0%; } y un par de conjuntos de tamafios de grupos:
Zt = {zf,z;7...722‘+} yZ2 ={21,25,.2, }

1 Calcular la cantidad de grupos k4 para los objetos de clase y; = +1, ki «— [kzﬂ;
2 Calcular la cantidad de grupos k_ para los objetos de clase y; = —1, k— «— k — k4;
3 Seleccionar al azar k4 objetos x:,' con etiqueta y; = +1 de la muestra de entrenamiento S como
centroides iniciales c};
4 Crear ky grupos C;' tal que C;' = {c;'} Vije{l,2, . k+};
5 Se inicializa un contador de iteraciones ¢t = 0;
6 repeat
7 t=t+1;
8 Calcular y almacenar la distancia d(x;, cj) entre cada objeto x; € S con etiqueta y; = +1y
cada uno de los ky centroides cf, d(x;,cf) «— [|x7 —cf||;
9 Asignar cada objeto x;” € S con etiqueta y; = 41 al grupo C’f que contenga el centroide c;L
més cercano, C} «— C x| : argmind(x]", ¢} );
J
10 Calcular la nueva posicién del centroide de cada grupo
cj' +— xT : argmin ﬁ S odxt,x);
xtec) xtect
11 until el conjunto de centroides cj sea idéntico que el de la iteracion anterior ¢ t = 100;

12
13
14
15

16

17

18
19
20
21
22

23

24

25
26
27
28
29

30

Almacenar los centroides obtenidos cj+

Calcular el ntimero de objetos z;r asignados a cada grupo C;r Vje{l,2,.. kil zj' — |C’j|;

en el conjunto RT, RT = {c],c7, ...,ca};

Almacenar los valores z obtenidos en el paso anterior en el conjunto 2%, Z* = {2V, 25, ..., 2 };
] 11 %2 by
Calcular el parametro de dispersion U?H- de cada grupo C;r Vijie{l,2,... ks},
2 1 2 (T ct)-
oy = 2 d7(x7,cf);
7 x+60;'

Almacenar los parametro de dispersion o2 ; obtenidos en el paso anterior en el conjunto D+
p 1Y +3J p J )
+ _ .2 2 2 .
DT ={0%1,0%2, 04k, };
Seleccionar al azar k_ objetos x_, con etiqueta y; = —1 de la muestra de entrenamiento S como
] q q Y

centroides iniciales c, ;

Crear k_ grupos C, tal que C;, ={c, } Vhe {1,2,...,k_};
Se inicializa un contador de iteraciones ¢ = 0;
repeat
t=t+1;
Calcular y almacenar la distancia d(x. ,c;, ) entre cada objeto x, con etiqueta y. = —1 y cada
uno de los k— centroides c;, d(xZ,c; ) «— ||xc —c; ||;
Asignar cada objeto x. con etiqueta y. = —1 al grupo C; que contenga el centroide c, mas
cercano C, «— C; |Jx :argmind(x; ,cy);
h
Calcular la nueva posicion del centroide de cada grupo
c, «— X :argmin Ilel > od(xT,xg);
x—eCy M xsec,
until el conjunto de centroides ¢, sea idéntico que el de la tteracion anterior ¢ t = 100;
Almacenar los centroides obtenidos ¢, en el conjunto R~ = {ci,¢5,...,¢c, };
Calcular el nimero de objetos z; asignados a cada grupo C, ¥V h € {1,2,....,k_}, z;, «— |C; |;
Almacenar los valores z, obtenidos en el paso anterior en el conjunto Z7, Z7 = {21, 25 ,..., 2 _};
Calcular el parametro de dispersion o2, de cada grupo C;, V h € {1,2,...,k_},

2 1 20— Y.
0_h ol Z d (X 7ch)7
" x—eo,
Almacenar los parametro de dispersion o2, obtenidos en el paso anterior en el conjunto D™,
- 2 2 2 .
D™ = {0-7170-727“'70-—]\1_}7
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5.2. MaAquinas de soporte vectorial con ponderacién proba-
bilistica (PWSVM)

El trabajo propuesto pretende utilizar la informacion estadistica encontrada por el algoritmo de
agrupaciéon dentro del esquema de méquinas de soporte vectorial con ponderaciéon. Para realizar
esto, se propone lo siguiente. Primero, se define que el nuevo conjunto de entrenamiento sea el
conjunto R de tamano k encontrado por el algoritmo de k-medoides. Luego, se propone definir el
peso 77;-r del centroide correspondiente c;“ vV je{1,2,..,ks} de manera que sea proporcional al
numero de objetos asignados al grupo Cj-*:

+

77;-r ~m (5.1)

I}

Los pesos 7, de los centroides correspondientes ¢, V h € {1,2,...,k_} se definen de manera
idéntica:

“h

m

M = (5.2)

Esta manera de definir los pesos es la misma que la propuesta en [83]. Cabe recordar que m es el
numero de objetos en el conjunto de entrenamiento original S.

Finalmente, la manera de integrar las varianzas o2 calculadas en el esquema de maquinas de soporte
vectorial con ponderaciéon es tratando de alterar la distancia euclidiana utilizada hasta ahora de
tal manera que incluya la informacién de la varianza. La forma en que se realizo esto es utilizando
la distancia de Mahalanobis [85]. Para un punto x € RV, la distancia de Mahalanobis se define
como:

N

dar(x, ) = [(x — )T (x — ) (5.3)

donde p es la media de una cierta muestra de referencia y ¥ es la matriz de covarianza de la misma

muestra de referencia. Para nuestro caso, los centroides c;r y ¢, harian el papel de p para cada

grupo, y las correspondientes matrices de covarianza tendrian que calcularse. De aqui en adelante,

se realizard el desarrollo de la propuesta utilizando un centroide genérico c¢; que sin pérdida de
. . + . —

generalidad puede ser del tipo ¢ o del tipo c;,.

Tomando en cuenta lo anterior, la distancia de Mahalanobis de cualquier centroide c; al hiperplano
de separacién seria:

1
2

dM(hj,Cj) = [(h] — Cj)TEj_l(hj — Cj)] (54)

donde h; es el punto més cercano a c¢; que yace sobre el hiperplano de separacién. Ahora, definimos
un vector de distancia d; tal que:
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es decir, d; es un vector paralelo al vector normal w del hiperplano de separacion, con una cierta
magnitud ;. Ya que d; es paralelo al vector w, podemos expresarlo de la siguiente manera:

w
d =0,—- 5.6
J J ||W|| ( )
Despejando d; de la ecuacion (5.5) y sustituyéndola en (5.6):
w
dj = hj - Cj = (Sjm (57)

Sustituyendo la ecuacion (5.7) en la ecuacion (5.4):

1wl wll

Ademaés, como se mencion6 en el capitulo 2, el valor de ¢; se puede calcular con la expresién (2.2):

[w-c; +0]
§; = : .
] >
Sustituyendo la ecuacion (5.9) en la ecuacion (5.8):
|w-c; + b 1 1%
dy(hj,c;) = ||w]||2 [WTEj 'w]? (5.10)

Analizaremos los posibles esquemas resultantes dependiendo de la forma que tengan las matrices
de covarianza X;. Se denota como I a la matriz identidad.

5.2.1. Caso 1. ;=1

En el caso cuando ¥; =1V j € {1,2,..., k}, sucede lo siguiente en la expresion (5.10):

W-ci+bl poa b Weei bl prg gb Wi +b[ g o4
dM(hjaCj):W[w Ej w]2 w2 [ I W]z |[w]|? [ }2
(5.11)
|[wl? |[wl |[wl]
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Es facil observar que esta ecuacion es la misma ecuacion que (2.2), debido a que, cuando las matri-
ces de covarianza ; son iguales a la matriz identidad I, la distancia de Mahalanobis das(x, ) =

1
[(x — )'S71(x — p)] * simplemente se vuelve la distancia euclidiana d(x, ) = ||x — p||. Si con-
tinudramos con el desarrollo en este caso, llegariamos al esquema tipico de SVM, con el problema
de optimizacién primal.

1 2
{ 5.12
m}il 2||w|| ( )

s.t.yi(wec;+b)>1,Vj5e{l,2,...,k}

El problema es que este esquema no permite incorporar las varianzas o2, por lo que exploraremos
J )
el siguiente caso, cuando ¥; = o3 T.

5.2.2. Caso 2. %; = O'?I

En el caso cuando ; = O’?I, sucede lo siguiente en la expresion (5.10):

Weei +b gk Wi +b | o1 N wee4+b [ 1, |7
dM(hjvcj): ||w||2 [W Zj w]2 — ||W||2 W —ZIW = ||w||2 ?W W
J J
_ w0l iwii?]? = |W'Cj+b|||w||: [w-c; +0l
ojllwl? ojllwl? ojl|wl|
(5.13)

En este caso, aunque la ecuacion (5.13) es muy parecida a la ecuacion (2.2), la ecuacion (5.13)
tiene en el denominador el término o;, que es una medida de la dispersién del grupo C;. Al igual
que en el capitulo 2, es importante observar que w y b se pueden escalar de tal manera que

. cj+b . . .
min |w§7’+‘ = 1. Por lo tanto, en este caso, el margen p); que es la distancia de Mahalanobis del
c; € J

hiperplano de separacién a los objetos mas cercanos se puede calcular con la siguiente expresion

. |w-c; + b 1
pyv = min = (5.14)
e;€r  aj||wl] [Iwl]

Al igual que en el planteamiento original de SVM, lo que se busca es maximizar el margen pys =
1 . e . 1 2

TwT]> due es equivalente a minimizar |[w|| o 3[|w]||*. Por lo tanto, se propone que el problema de

optimizacién primal a resolver sea el siguiente:

k
o1
min S[[wil?+C ) g (5.15)
b, =
s. t. g—jj(w-cj+b)zl—gj,gjzowe{l,z...,k}
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El vector n € %i es el vector de pesos compuesto de k pesos 0 < n; < 1,5 € {1,2,...,k}. La
manera en que se calculan estos pesos es explicada al principio de esta seccién.

Como en los demés esquemas de SVM, el problema (5.15) es un problema de optimizacion convexa
yva que las funciones de restriccion son afines y la funcién objetivo es convexa, por lo que, presenta
la propiedad de tener una solucién tnica (w*,b*). Ademas, se pueden utilizar las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para resolverlo. Siendo los multiplicadores de Lagrange a; >
0,5 € {1,2,....,k} asociados a las primeras k restricciones, con su respectivo vector o € 3‘%’_1 y
los multiplicadores 3; > 0,7 € {1,2,...,k} asociados a las restricciones de no negatividad de las
variables de holgura, con su respectivo vector 3 € R* 7, el Lagrangiano queda expresado de la
siguiente manera:

k
£<w,b,s,a,ﬁ>=§||w||2+CZm£J Za] [U w- cg+b—1+§z] Zﬁgfg (5-16)

Jj=1

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se obtienen igualando a cero el gradiente del Lagrangiano
con respecto a las variables w, by & V j € {1,2,...,k} junto con las condiciones de holgura
complementaria:

k
Vwl =w— Z —a]cj =0 = W= Z y—jajc]- (5.17)
j=1 =197
Y ~y
VoL = Z —]aj =0 — Z a—zaj = (5.18)
j=1 j=1
Vj, Ve, £=Cnj —a; = ;=0 - Cnj = a; + B; (5.19)
Vi, o %(w-cj—i-b)—l—i-fj =0 — i=0v (W, +b)=1-¢ (5.20)
J 0j
Vj, B =0 = Bi=0VvE =0 (5.21)

Al igual que en los casos anteriores, se observa de la ecuacion (5.17) que el vector w es una
combinacién lineal de los objetos en la muestra de entrenamiento R. Un objeto c¢; aparecerd en
esta combinacion lineal si y solo si a; # 0. Estos objetos serdn los vectores de soporte. Al igual
que en el esquema de SVM con ponderacién, existen dos tipos de vectores de soporte. Debido a
las condiciones de holgura complementaria (5.20), si a; # 0, entonces y—](w c;+b) =1-¢.

Si & = 0, entonces % (w-c; +b) = 1y el objeto ¢; yace en algin hlperplano marginal. De lo
J
contrario, &; # 0, lo que implica que el objeto ¢; es una anomalia. En este caso, dado que &; # 0,

(5.21) implica que 8; = 0y (5.19) implica que a; = Cn);.
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Como en los demas esquemas de SVM, se observa que los objetos que no son anomalias ni yacen
en los hiperplanos marginales no afectan a la solucién retornada, por lo que, en su ausencia, la
solucioén al problema se mantendria sin cambios. De manera similar, aunque el vector w retornado
es 1nico, los vectores de soporte pueden no serlo.

Para encontrar el problema de optimizacién dual, se aplica la propiedad distributiva del producto
punto y de la multiplicacién a la ecuacion del Lagrangiano:

1 k
E:§||w||2+cz77]§] Zaj |:0'J W - CJ—|—b —1+€z:| Zﬁjgj

j—l
k yj k
= lwll2+02m@ > aswee) =32 %Hz% Z% Z%
Jj=1 Jj=1 i j=1 j=1
1 k y; k k k
= glwlP = w3~ Zaje; —b3- 2oy Z Zcm—aj—ﬂj)ﬁj (5.22)
j=1 j=1 j=1 j=1

Al sustituir las ecuaciones (5.17),(5.18) y (5.19) en la ecuacion (5.22) se obtiene lo siguiente:

k
1
— Sl = wew Yo

j=1

:*||W||2 [wlf* + Z%
1
=Zaj—§||w||2
7j=1
k 1 k yi
ZZ%—§||Z;;%%H2

Yi Yj
= Zaj - = Z aiay - (e ) (5.23)

3,j=1

Se puede observar que la funcién objetivo (5.23) del problema de optimizaciéon dual es muy parecida
alos demés esquemas. Sin embargo, en este esquema el problema de optimizacién dual incluye tanto
en la funcién objetivo como en las restricciones a la raiz cuadrada de las varianzas aj, integrando
la informacién acerca de las dispersién de los grupos C; en el problema de optimizaciéon. Dada
la ecuacion (5.19), si B; > 0, entonces a; < Cn; V j € {1,2, ..., k}. Por lo tanto, el problema de

optimizacion dual en el esquema propuesto de PWSVM queda definido de la siguiente manera:

k k
. 1 Yi Yj
méx E =3 E aiaj;ﬁ(ci -¢j) (5.24)
Jj=1 4,J=1 v

s. t. nya]*00<aJ<CnJVj€{12 Lk}
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Finalmente, una vez que se resuelve el problema de optimizacion y se encuentran los valores de w*
, y
y b*, el modelo de clasificacién para un nuevo objeto x por clasificar es la funcién:

h(x) = sgn(w* - x +b*) (5.25)

Este es el esquema propuesto de PWSVM, y se probara de manera experimental utilizando con-
juntos de datos fabricados de manera artificial (llamados ejemplos de juguete o toy examples en
inglés) y conjuntos de datos publicos. Antes de presentar el capitulo de resultados experimenta-
les, a continuacién se extiende la idea de PWSVM en dos casos mas. Estos casos hacen menos
suposiciones acerca de las matrices de covarianza ;.

5.2.3. Caso 3. ¥; es una matriz diagonal

Se supone el siguiente caso:

0121 o .. 0

0 o3 0

%, = ! .
0 0 O‘JZ-N

En este caso la expresion (5.10) resulta en lo siguiente:

|w-c; + b 1 1
dum(hy,cj) = W [wWiE; w]?

_Iwoc; + 0]

[wl[? i

N,
ZWQ] (5.26)

i=1 Jt

donde w = (wq, wa, ..., wy). Al igual que en los demas casos, w y b se pueden escalar de tal manera

D=

N o

que 1111’1712 |w-c;+b| [Z ;”;} } = 1. Por lo tanto, el margen pys que es la distancia de Mahalanobis
c; € i=1 Jit

del hiperplano de separacién a los objetos mas cercanos se puede calcular con la siguiente expresion

1
N 2
. |w-c;+ b w? 1
py = min ———— g —| =— (5.27)
cer WP | ol [wl]?

Al igual que en el planteamiento original de SVM, lo que se busca es maximizar el margen p; =
1 : P, 2 1 2

TTwiz> que es equivalente a minimizar [|w||* o 3||w|[?. Por lo tanto, se propone que el problema de

optimizacion primal a resolver sea el siguiente:

—_

k
min SlwIF+¢ > i (5.28)
T 1 j=1

N 3
s. t. y;(w-c; +0) [Z ;”2] >1-¢,&>0V5e{1,2,.. .k}

=

<.
P

i=1



CAPITULO 5. PROPUESTA 41

La cuestion que surge en este caso es que, a diferencia de los demés casos presentados, es dificil
determinar si el problema de optimizacion (5.28) es convexo o no, debido a la forma de la restriccion
1
N L2
yj(w-c; +b) [Z ;”; } > 1—¢&;. Aunque se ha realizado la aportacién de plantear el problema de
i=1 " d
optimizacion (5.28), queda como problema abierto determinar la convexidad del mismo.

5.2.4. Caso 4. }J; es una matriz de covarianza

En este caso, no se hace ninguna suposicion, y solamente se sabe que las matrices >; son matrices
de covarianza.

En este caso la expresion (5.10) queda sin alterarse, quedando la distancia simple y sencillamente

.c;+b _ 1
como dp(hy, ¢;) = Iv|V|vcvj|\+2 L [wTs; w]?

Sin embargo, se puede observar que, al igual que en los demas casos, w y b se pueden escalar de
1
tal manera que rm’% |w - c; + bl [wTZj_lw] 2 = 1. Por lo tanto, el margen pys que es la distancia
(1S

de Mahalanobis del hiperplano de separacién a los objetos mas cercanos se puede calcular con la
siguiente expresion

W 40 1 gk 1
oM = 20 e S S e (5.29)

Como en los demas planteamientos, se busca maximizar el margen py; = que equivale a

_1
) [[wl[?>
minimizar |[w||? o 3||w|[>. Por lo tanto, se propone que el problema de optimizacion primal a

resolver sea el siguiente:

k
1
min of[wlf? +C ) g (5.30)
b, . =
s.t.y;(w-c; +0b) [WTEJIW] *>1-¢,& >0V e{l,2,..,k}

Al igual que en el caso anterior, surge la cuestion de que es dificil determinar si el problema de

1
optimizacién (5.30) es convexo o no, debido a la forma de la restriccion y;(w-c;+b) [w'E; 'w]? >
1—¢;. De manera similar al caso anterior, queda como problema abierto determinar la convexidad
del problema (5.30).



Capitulo 6

Resultados experimentales

Este capitulo presenta los resultados experimentales obtenidos al evaluar el desempeno del método
propuesto. Para realizar esta evaluacién, se utilizaron cuatro conjuntos de datos. Uno de estos
conjuntos fue creado para esta tesis en especifico utilizando una distribucién normal en dos dimen-
siones. Los otros conjuntos fueron tomados del repositorio de la Universidad de California en Irvine
(UCI) [86]. Estos conjuntos son cominmente utilizados para evaluar el desempeno de algoritmos
de clasificacion.

El método propuesto fue comparado con el método tradicional de SVM en el caso no separable,
como el presentado en la seccion 2 del capitulo 2 de este documento, y con una reduccién de datos
realizada al azar a la que llamaremos RSVM por sus siglas en inglés (Random SVM). RSVM fun-
ciona escogiendo k objetos al azar del conjunto original para realizar el entrenamiento de SVM con
este subconjunto. Todos los experimentos fueron realizados en una computadora con las siguientes
caracteristicas:

» Procesador: AMD A6-4400M APU 2.70 GHz
» Memoria RAM: 4.00 GB

Todos los algoritmos y métodos fueron implementados en MATLAB. Para resolver los problemas
de optimizacion que derivan del método de SVM, se utiliz6 CVX, una paqueteria para especificar
y resolver problemas de optimizacién convexa [87].

6.1. Diseno experimental e interpretaciéon de los resultados

Cada experimento consiste en realizar 50 ejecuciones independientes. Cada ejecucién consta de
escoger un conjunto de datos, un método (SVM, RSVM 6 PWSVM) y, especificamente para los
métodos RSVM y PWSVM, un valor de &k que determina el tamaio del conjunto reducido. Con las
especificaciones anteriores, se entrena el método seleccionado con el conjunto de datos seleccionado
v luego se evalua con el correspondiente conjuto de datos de prueba. Para el método de PWSVM,
el desempeno se evalud en los siguientes casos:

42
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= PWSVMI1: Utilizando sélamente los centroides devueltos por el algoritmo de k-medoides
como entrada al método de SVM.

= PWSVM2: Utilizando los centroides devueltos por el algoritmo de k-medoides, la cantidad
de objetos asignados a cada centroide y la varianza calculada para cada grupo en el esquema
de PWSVM.

Una vez realizadas las 50 repeticiones para un determinado conjunto de datos con un determinado
método y sus pardmetros, se obtienen 50 soluciones, a partir de las cuales se calcularon la media
y la desviacién estandar. Las mediciones realizadas fueron:

= Porcentaje de clasificacion correcta [ %]

= Numero de vectores de soporte

= Tiempo que tardé en realizarse el agrupamiento [s]

= Tiempo que tardé el entrenamiento del respectivo esquema de SVM [s]

= Tiempo total que tardo el método por completo (agrupamiento + entrenamiento de SVM)

[s]

6.2. Conjunto de datos artificial

El primer conjunto de datos con el que se probé el método propuesto fue construido a partir de
nueve distribuciones normales distintas en dos dimensiones. Cada una de estas distribuciones esta
determinada por su media y y su matriz de covarianza 3. Cada una de ellas genero un grupo de
q objetos centrados alrededor de p y dispersos acorde a los valores en la matriz 3. De los nueve
grupos, cuatro de ellos se conforman de objetos con etiqueta y; = +1 y los otro cinco grupos se
conforman de objetos con etiqueta y; = —1. La figura 6.1 muestra el conjunto de entrenamiento
y la figura 6.2 muestra el conjunto de prueba. Ambos conjuntos fueron creados con las mismas
nueve distribuciones normales. Los objetos con etiqueta y; = +1 son representados con cuadros
verdes y los objetos con etiqueta y; = —1 son representados con circulos amarillos. Se observa que
el conjunto de entrenamiento no es linealmente separable. Todos los grupos tienen una matriz de
covarianza de la forma:

o2 0
gl (1

?

con o; distinto para cada grupo. La informacion acerca de los grupos generados que conforman los
conjuntos de entrenamiento y de prueba se pueden observar en los cuadros 6.1 y 6.2.

El conjunto de entrenamiento consta de 5000 objetos de dimensién 2, 2220 con etiqueta y; = +1
y 2780 con etiqueta y; = —1. El conjunto de prueba tiene 1000 objetos de dimensién 2, 450 con
etiqueta y; = +1 y 550 con etiqueta y; = —1.
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10+

Figura 6.1: Conjunto de datos de entrenamiento para clasificaciéon creado de manera artificial

Figura 6.2: Conjunto de datos de prueba creado de manera artificial
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Cuadro 6.1: Informacién acerca de los grupos que conforman al conjunto de entrenamiento artificial

Grupo Etiqueta Numero de objetos en el grupo  Media o7

1 1 270 [411] 15
2 +1 550 [29] 3
3 +1 700 [24] 1
4 +1 700 8-2] 3
5 -1 480 [-3,6] 2
6 -1 700 [5,3.5] 1
7 -1 400 [1.5,.5] 1.5
8 -1 600 3,1 1
9 -1 600 [8-6] 3

Cuadro 6.2: Informacion acerca de los grupos que conforman al conjunto de prueba artificial

Grupo Etiqueta Numero de objetos en el grupo  Media o7

1 1 30 [411] 15
2 +1 140 29 3
3 +1 140 [24] 1
4 +1 140 8-2] 3
5 -1 95 [-3.6] 2
6 1 135 [5,3.5] 1
7 -1 50 [1.5,.5] 1.5
8 -1 135 3.1 1
9 -1 135 [8-6] 3

6.2.1. Resultados utilizando el conjunto de datos artificial

En el cuadro 6.3 se presentan los resultados obtenidos con los distintos métodos para este conjunto
de datos. La primera columna indica el método utilizado. La segunda columna indica el valor del
parametro C. La tercera columna indica el promedio del porcentaje de acierto en la clasificacion
en el conjunto de prueba. La cuarta columna indica el maximo porcentaje de acierto alcanzado en
la clasificaciéon en el conjunto de prueba. La quinta columna indica el promedio de la cantidad de
vectores de soporte del modelo. Las columnas seis, siete y ocho indican el promedio del tiempo en
segundos que tardo cada método en realizar el agrupamiento, el entrenamiento y el tiempo total,
respectivamente. Los valores del pardmetro C' para los distintos métodos se calcularon mediante
validacién cruzada (n-cross validation en inglés) con n = 5.

Se puede observar que el método propuesto logra reducir en promedio el tiempo de entrenamiento
de las SVM hasta aproximadamente la mitad perdiendo en promedio menos de un punto porcentual
en el acierto de clasificacién para casi todos los valores de k, excepto cuando k = 500. Ademés,
para todos los valores de k, existieron ejecuciones del método propuesto en las que se mejord
el porcentaje de acierto de clasificacién, como se observa en la cuarta columna del cuadro 6.3,
alcanzado el méaximo porcentaje (81.7% con k = 100) por sobre los deméas métodos probados.
Sin embargo, el tiempo promedio que tarda en realizarse la agrupacion es bastante mayor que el
tiempo de entrenamiento original, como puede observarse en el cuadro 6.3.

Debido a la restriccion 0 < «; < Cn; del problema de optimizacion dual (5.24), en ocasiones es
dificil reconocer que objetos son vectores de soporte, ya que los valores «; devueltos por CVX
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Cuadro 6.3: Resultados de la evaluacién con el conjunto de datos artificial

Meétodo C Prom. Clasif. [%] Max. Clasif. [%] # VS TAGRUPAR[S] TENTRENAJWIENTO[S] TTOTAL[S]
SVM 5 81.1+0 81.1 202010 0 1.26+0.01 1.26+0.01
RSVM (k=9) 5 74.99+6.08 81.6 3.7241.31 .0012+.000319 0.2540.02 0.2540.02
RSVM(k=25) 20 78.49+£2.79 81.2 10.044+3.94 .0012+.000286 0.2940.03 0.2940.03
RSVM(k=100) 50 80.48+0.79 81.6 38.78+7 .0012+.000096 0.484+0.05 0.481+0.05
RSVM(k=250) 50 80.81+0.54 81.6 99.78+12.14 .0012+.000134 0.7£0.05 0.7£0.05
RSVM(k=500) 1 80.93+0.44 81.6 198.28+14.83 .00124.000114 2.264+0.17 2.264+0.17
PWSVM1(k=9) 1 79.7+£1.22 81.6 2.4+0.52 32.41+£9.76 0.2540.02 32.67£9.77
PWSVM1(k=25) 1 80.75+0.44 81.3 8.2+1.62 19.85+3.78 0.3£0.03 20.16£3.78
PWSVM1(k=100) 1 80.76+0.44 81.6 39.84+4.32 10.35+1.66 0.451+0.03 10.8+1.68
PWSVM1(k=250) 50 80.85+0.56 81.6 103.3+7.23 15.89+1.25 0.8310.06 16.72+£1.23
PWSVM1{k=500) 5 81.05+0.17 81.2 206.4+9.51 25.27+4.42 2.0940.14 27.36+4.42
PWSVM2(k=9) 50 80.32+0.8 81.4 sin medicién 43.91+16.72 0.3+0.01 44.24+16.72
PWSVM2(k=25) 50 80.87+0.68 81.6 6.4+0.84 18.45+3.54 0.3310.06 18.79+3.52
PWSVM2(k=100) 20 80.72+0.59 81.7 38.5+1.9 11.44+1.19 0.5240.04 11.96+1.2
PWSVM2(k=250) 20 80.87+0.38 81.3 87.9+3.25 16.18+£1.73 0.85+0.06 17.03+1.76
PWSVM2(k=500) 20 80.940.48 81.5 177+9.32 24.99£2.02 2.5640.12 27.55+2.1

para los objetos que no son vectores de soporte no siempre son exactamente cero, y escoger un
umbral inferior para reconocer que valores considerar como distintos a cero se complica debido a la
condicion «; < Cn;. Debido a lo anterior hay casillas del cuadro 6.3 que no cuentan con mediciones.

Las figuras 6.3 y 6.4 muestran el comportamiento de los diferentes métodos aplicados a este conjunto

de datos.
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Figura 6.3: Graficas de los porcentajes de clasificacion con respecto al valor de k (conjunto de datos

artificial)

En todos los graficos se presenta con el color cian el comportamiento del método tradicional de
las SVM utilizando el conjunto de datos completo. El comportamiento del método aleatorio se
presenta con el color verde. Los métodos presentados al inicio de este capitulo como PWSVM1
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y PWSVM2 son mostrados con los colores rojo y azul, respectivamente. La figura 6.3 muestra el
comportamiento del promedio de clasificacion y de la maxima clasificacién reportada por éstos
métodos al variar el valor de k.
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Figura 6.4: Graficas de los tiempos de ejecucion con respecto al valor de k (conjunto de datos artificial)

De manera similar, la figura 6.4 muestra el comportamiento del tiempo de entrenamiento y del
tiempo total utilizado por cada método al variar el valor de k.

6.3. Conjuntos de datos ptblicos

6.3.1. Conjunto de datos de cancer de pecho de Wisconsin

El método propuesto se prob6 con uno de los conjuntos mas utilizados para poner a prueba métodos
de clasificacién: el conjunto de datos de cancer de pecho de Wisconsin (Breast cancer Wisconsin
data set). Este conjunto fue tomado del repositorio de la Universidad de California en Irvine (UCI)
[86].

El conjunto consta de 569 objetos de dimensiéon 30, 357 de ellos clasificados como benignos, a los
cuales se les asigno la etiqueta y; = +1 y 212 clasificados como malignos, a los cuales se les asign6
la etiqueta y; = —1. El conjunto se dividi6 utilizando una proporcion 80/20. E1 80 % de los datos
(455) se utilizaron como conjunto de entrenamiento, mientras el 20 % restante (114) se utilizaron
como conjunto de prueba.
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6.3.2. Resultados utilizando el conjunto de datos de ciAncer de pecho de
Wisconsin

En el cuadro 6.4 se presentan los resultados obtenidos con los distintos métodos para este conjunto
de datos. La disposicion del cuadro es la misma que la de la cuadro 6.3. Al igual que con el conjunto
de datos artificiales, los valores del pardmetro C' para los distintos métodos se calcularon mediante
validacion cruzada (n-cross validation en inglés) con n = 5.

Cuadro 6.4: Resultados de la evaluacion con el conjunto de datos de cancer de pecho de Wisconsin

Método C Ac. Clasif. [%] Max. Clasif. [%] # VS TAGRUPAR[S] TENTRENAMIENTO[S] TTOTAL[S]
SVM 5 97.36£0 97.36 3240 0 3.563+£0.04 3.5340.04
RSVM(k=10) 5 87.05+3.58 92.98 2.5440.81 .000428+.00009 0.271+0.01 0.27£0.01
RSVM(k=25) 20 88.82+£3.7 95.1 3.4241.21 .000457+£.000086 0.3240.02 0.32+0.02
RSVM(k=50) 1 90.33+£3.1 94.74 5.02+1.7 .000481+.000122 0.3410.02 0.34+0.02
RSVM(k=100) 1 92.44+2.17 95.49 8.5681+3.34 .000524+.000105 0.514+0.03 0.51+0.03
PWSVM1(k=10) 1 89.47+1.6 92.1 2.6+0.7 0.2340.06 0.284+0.01 0.51+0.07
PWSVM1(k=25) 5 91.23+1.94 92.98 3£0.94 0.184+0.04 0.331+0.02 0.51+0.04
PWSVM1(k=50) 50 92.02+2.53 94.74 5+1.33 .214.03 0.351+0.02 0.57+0.04
PWSVM1(k=100) 100 92.81+2.44 95.59 6.5+0.85 0.3£0.03 0.58+0.02 0.88+0.04
PWSVM2(k=10) 20 88.25+2.16 92.1 sin medicién 0.2740.08 0.261+0.01 0.52+0.08
PWSVM2(k=25) 50 90.35+2.95 92.1 sin medicién 0.2+0.06 0.284+0.03 0.48+0.07
PWSVM2(k=50) 50 92.19+0.77 93.85 7.1£2.08 .214.03 0.3£0.02 0.52+0.03
PWSVM2(k=100) 100 93.77+0.97 95.61 11.5+1.78 0.3£0.03 0.4940.06 0.79+0.08
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Figura 6.5: Graficas de los porcentajes de clasificaciéon con respecto al valor de k (conjunto de datos de
cancer de pecho)

Se puede observar que el método propuesto logra reducir de manera dréstica el tiempo promedio
de entrenamiento de las SVM para todos los valores de k, con la desventaja de perder hasta nueve
puntos porcentuales en el acierto de clasificacion cuando & = 10. Sin embargo, para el valor de
k = 100, el promedio del porcentaje de acierto de clasificacion es de 93.77 %, bastante cercano al
97.36 % alcanzado al utilizar el conjunto de entrenamiento por completo. Ademaés, con este valor de
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k, se lleg6 a alcanzar el segundo mejor porcentaje méximo de acierto de clasificaciéon, con 95.61 %
de acierto, sélo por debajo del porcentaje alcanzado utilizando todo el conjunto de entrenamiento.
El tiempo total de ejecucién de PWSVM para este valor de k promedia en 0.79 s, mucho menor al
tiempo de entrenamiento promedio al entrenar SVM con el conjunto por completo, que es de 3,53
S.

Las figuras 6.5 y 6.6 muestran el comportamiento de los diferentes métodos aplicados a este conjunto
de datos.
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de pecho)

6.3.3. Conjunto de datos de abulones

El método propuesto se prob6 con el conjunto de datos de abulones (Abalone data set). Un abulon
es un caracol marino de California. Este conjunto fue tomado del repositorio de la Universidad de
California en Irvine (UCI) [86].

El conjunto consta de 4177 objetos de dimensién 8. Originalmente, este conjunto de datos es
utilizado para tareas de multiclasificacion, ya que que cuenta con 29 clases, donde cada clase es la
edad en anos del abulén correspondiente. La manera en que se adapté este conjunto de datos para
poder utilizarlo en clasificacion binaria fue muy sencilla: si el abulén reporta una edad mayor a
nueve anos (si su etiqueta correspondiente es y; > 9.), pertenece a la clase madura y se le asigna
una etiqueta y; = +1. Por otro lado, si el abulén reporta una edad menor o igual a nueve anos
(si su etiqueta correspondiente es y; < 9.), pertenece a la clase joven y se le asigna una etiqueta
y; = —L

Con la modificacién anterior, el conjunto de datos de abulones presenta 2081 objetos con etiqueta
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y; = +1 y 2096 objetos con etiqueta y; = —1. Para obtener un conjunto de entrenamiento y un
conjunto de prueba, el conjunto se dividié utilizando una proporcion 80/20. El 80 % de los datos
(3342) se utilizaron como conjunto de entrenamiento, mientras el 20 % restante (835) se utilizaron
como conjunto de prueba.

6.3.4. Resultados utilizando el conjunto de datos de abulones

En el cuadro 6.5 se presentan los resultados obtenidos con los distintos métodos para este conjunto
de datos. Al igual que con los demas conjuntos de datos, los valores del parametro C para los
distintos métodos se calcularon mediante validacién cruzada con n = 5.

Cuadro 6.5: Resultados de la evaluacion con el conjunto de datos de abulones

Método C Prom. Clasif. [%] Max. Clasif. [%] # VS TAGRUPAR[S] TENTRENAZ\/IIENTO[S] TTOTAL[S]
SVM 10 78.14+0 78.1 165440 0 1.2540.04 1.2540.04
RSVM(k=10) 20 66.78+£7.58 77.37 4.761+2.2 .0013+.0008 0.29+0.03 0.29+0.03
RSVM(k=25) 20 71.35£5.57 80.96 11.58+3.23 .0014+.0012 0.34+0.06 0.34+0.06
RSVM(k=100) 100 76.33£2.68 81.2 46.48+5.65 .0013+.0003 0.52+0.07 0.52+0.07
RSVM(k=250) 50 77.47£1.47 80 119.92+13.57 .0015+.0002 0.83+0.09 0.83+0.09
RSVM(k=500) 5 78.07+1.42 80.6 248.62+12.44 .00144.0007 2.87+0.24 2.87+0.24
PWSVM1(k=10) 50 77.2£1.98 80.84 4.18+1.14 15.49+4.62 0.34+0.04 15.841+4.62
PWSVM1(k=25) 20 78.9+1.8 81.44 7.661+1.48 7.9+1.27 0.39+0.04 8.294+1.28
PWSVM1(k=100) 5 78.94+1.7 81.8 48.76+£4.78 4.840.7 0.52+0.05 5.334+0.71
PWSVM1(k=250) 5 78.62+0.87 80.36 122.3+9.94 7.0840.9 0.85+0.08 7.934+0.91
PWSVM1(k=500) 5 77.95+1.12 79.88 250.9£13.7 11.71+£1.05 2.91+0.24 14.624+1.07
PWSVM2(k=10) 100 76.29+2.7 80.48 sin medicién 16.48+5.2 0.31+0.03 16.79+5.21
PWSVM2(k=25) 100 78.91+1.4 81.44 6.661+1.73 8.46+1.83 0.36+0.07 8.8241.84
PWSVM2(k=100) 50 80.5+0.68 82.4 41.3+4.58 4.761+0.79 0.51+0.06 5.274+0.8
PWSVM2(k=250) 100 80.42+0.68 81.56 101.84+6.5 6.934+0.85 0.82+0.07 7.754+0.86
PWSVM2(k=500) 100 80.21£0.59 81.32 198.22+8.84 11.78+1.73 2.96+0.41 14.744+1.97
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Se observa que el método propuesto logra reducir el tiempo promedio de entrenamiento de las SVM
en la mayoria de los casos, excepto en el caso cuando k& = 500. Ademas, salvo en el caso cuando
k =10, el método propuesto tiene un promedio de clasificacién mejor que la mayoria de los demés
métodos probados, incluso llegando a alcanzar un acierto de clasificacion de 82.4 % cuando k = 100
(como se observa en la cuarta columna del cuadro 6.5), alcanzado el maximo porcentaje de acierto
y superando por mas de 4 puntos porcentuales el acierto de clasificacién del método tradicional
de SVM utilizando el conjunto de datos completo. Sin embargo, el tiempo promedio que tarda en
realizarse la agrupacion es bastante mayor que el tiempo de entrenamiento original.

Las figuras 6.7 y 6.8 muestran el comportamiento de los diferentes métodos aplicados a este conjunto
de datos.
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6.3.5. Conjunto de datos de crédito aleman

El método propuesto se probo con el conjunto de datos de crédito alemén (German credit data
set). La tarea a realizar con este conjunto es clasificar el riesgo crediticio de un cliente con base en
una serie de caracteristicas. El riesgo puede ser clasificado como bueno o malo, dependiendo de las
caracteristicas que presente el cliente. Este conjunto fue tomado del repositorio de la Universidad
de California en Irvine (UCI) [86].

El conjunto consta de 1000 objetos de dimension 20, 700 de ellos clasificados como buenos, a los
cuales se les asignoé la etiqueta y; = —1 y 300 clasificados como malos, a los cuales se les asigné
la etiqueta y; = +1. El conjunto se dividi6 utilizando una proporcion 80/20. El 80 % de los datos
(800) se utilizaron como conjunto de entrenamiento, mientras el 20 % restante (200) se utilizaron
como conjunto de prueba.
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6.3.6. Resultados utilizando el conjunto de datos de crédito aleman

En el cuadro 6.6 se presentan los resultados obtenidos con los distintos métodos para este conjunto
de datos. La disposicion del cuadro es la misma que la de los cuadros anteriores. Al igual que con
los demés conjuntos de datos, los valores del parametro C' para los distintos métodos se calcularon
mediante validacién cruzada (n-cross validation en inglés) con n = 5.

Cuadro 6.6: Resultados de la evaluacion con el conjunto de datos de crédito aleman

Método C Prom. Clasif. [%] Max. Clasif. [%] # VS TAGRUPAR[S] TENTRENAIVIIENTO[S] TTOTAL[S]
SVM 5 7310 73 41040 0 7.9£0.67 7.9+0.67
RSVM(k=10) 1 64.31+5.83 73 4.94+1.45 .00054.00004 0.26+0.02 0.2610.02
RSVM(k=25) 1 65.17£4.95 73 11.4441.95 .0005+.0003 0.3£0.05 0.34+0.05
RSVM(k=50) 1 66.02+£4.02 71 18.4£3.98 .0008+.0006 0.44+0.07 0.4440.07
RSVM(k=150) 1 70.8+2.19 74 71.92+8.81 .00174.0027 0.8+0.14 0.814+0.14
PWSVM1(k=10) 100 67.08+4.46 73.5 6.284+1.09 0.641+0.12 0.3+0.03 0.9440.13
PWSVM1(k=25) 1 66.85+3.39 75 10.46+1.95 0.47+0.1 0.31+0.06 0.771+0.13
PWSVM1(k=50) 1 67.45£3.87 76 18.56+4.74 0.4440.05 0.32+0.04 0.761+0.08
PWSVM1({k=150) 100 71.59£1.83 75.5 60.46+£7.98 0.86+0.09 0.68+0.09 1.54+0.14
PWSVM2(k=10) 1 70+0 70 5.6240.73 0.631+0.17 0.251+0.03 0.8810.18
PWSVM2(k=25) 20 70.31£0.95 74 14.6£1.36 0.48+0.1 0.3+0.05 0.751+0.11
PWSVM2(k=50) 50 71.8142.05 75.5 25.7+3.05 0.451+0.06 0.32£0.04 0.77+£0.08
PWSVM2(k=150) 50 73.03£1.66 76 79.76+£4.52 0.85+0.07 0.55+0.04 1.440.09

Se puede observar que el método propuesto logra reducir de manera dréstica el tiempo promedio
de entrenamiento de las SVM para todos los valores de k, con la desventaja de perder hasta tres
puntos porcentuales en el acierto de clasificacion cuando & = 10. Sin embargo, para el valor de
k = 150, el promedio del porcentaje de acierto de clasificacion es de 73.03 %, ligeramente mayor al
73 % alcanzado al utilizar el conjunto de entrenamiento por completo. Ademas, con este valor de
k, se llegd a alcanzar el mejor porcentaje maximo de acierto de clasificacion, con 76 % de acierto,
superando por tres puntos porcentuales el porcentaje alcanzado utilizando todo el conjunto de
entrenamiento. Ademés, el tiempo total de ejecucion de PWSVM para cualquier valor de k es
mucho menor al tiempo de entrenamiento promedio al entrenar SVM con el conjunto por completo.

Las figuras 6.9 y 6.10 muestran el comportamiento de los diferentes métodos aplicados a este
conjunto de datos.
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Capitulo 7

Conclusiones y trabajo futuro

7.1. Conclusiones

Esta tesis presenta un nuevo método llamado maquinas de soporte vectorial con ponderaciéon proba-
bilistica (PWSVM) que integra un método de aprendizaje no supervisado al esquema de maquinas
de soporte vectorial con ponderacion (WSVM). PWSVM aplica el algoritmo de k-medoides al con-
junto de entrenamiento original tomando en cuenta las etiquetas de los objetos, encontrando &
grupos, cada uno de ellos con un objeto representativo (medoide) del grupo. Los medoides de cada
grupo, la cantidad de objetos pertenecientes a cada grupo y una medida de dispersiéon de cada
grupo son obtenidos e integrados en un nuevo esquema de SVM que considera la informacién de
cada grupo para realizar el entrenamiento de las maquinas de soporte.

Se presenta una comparacion del desempeno del método con respecto al esquema tradicional de
SVM y a una reduccion del conjunto de entrenamiento realizada al azar. Los resultados experimen-
tales indican que para conjuntos de datos de baja dimensién como el conjunto de datos artificial
y el conjunto de datos de abulones, el método propuesto logra reducir en la mayoria de los casos
el tiempo de entrenamiento de las maquinas de soporte incluyendo la informacién obtenida acerca
de los grupos, logrando un porcentaje de acierto en la clasificacion cercana e incluso en ocasiones
superior a la alcanzada utilizando todo el conjunto de entrenamiento. Sin embargo, el tiempo de
ejecucion del algoritmo de agrupamiento es mayor al tiempo que tarda el entrenamiento utilizando
el conjunto de datos original. Esto puede deberse a la tactica que utiliza el paquete CVX para re-
solver el problema de optimizacién. Puede que CVX ocupe algin algoritmo que aproveche la baja
dimensionalidad del problema en cuestién y explote esta caracteristica para resolver el problema
de optimizacion de manera eficiente.

Ademas, los resultados experimentales muestran que al utilizar el método propuesto con los conjun-
tos de datos de cancer de pecho de Wisconsin y de crédito aleméan, con dimensiéon N =30y N = 20
respectivamente, se logra reducir el tiempo de entrenamiento de las SVM afectando muy poco la
eficiencia en el conjunto de prueba. Ademas, el tiempo que tarda el algoritmo de agrupamiento
en encontrar los medoides y recolectar la informacion requerida de los grupos es bastante bajo,
tanto que el tiempo total que tarda el agrupamiento mas el tiempo que tarda el entrenamiento
utilizando los conjuntos reducidos es bastante menor que el tiempo que tarda el entrenamiento
utilizando los conjuntos originales. Los resultados observados utilizando estos conjuntos de datos
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son prometedores. El método propuesto se podria aplicar a conjuntos de datos de alta dimension
(N > 20) en situaciones en las que se pueda sacrificar un poco la eficiencia de clasificacion en
virtud de mejorar el tiempo de entrenamiento.

7.2. Trabajo a futuro

= Demostrar la convexidad (o no convexidad) de los problemas de optimizacion (5.28) y (5.30).

= En caso de que alguno de los problemas de optimizacion (5.28) y (5.30) sea convexo, explotar
esta caracteristica y utilizarla de manera similar al esquema de PWSVM.

= Demostrar la complejidad temporal y espacial de PWSVM.
= Extender PWSVM a problemas de clasificaciéon con mas de dos clases.

= Experimentar con otros algoritmos de agrupamiento para realizar la reduccion del conjunto
de datos de entrenamiento original.
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