






Resumen

Este trabajo presenta una estrategia general de aprendizaje simbólico para mejorar el desempeño
de los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos. El objetivo de la estrategia propuesta es permitir
que cualquier algoritmo de búsqueda de testores t́ıpicos logre la reducción más significativa posible
del espacio de búsqueda. La estrategia propuesta se basa en la caracterización de cada uno de los
subconjuntos en el espacio de búsqueda, particionando el espacio en cuatro clases distintas. Cada
una de estas clases identifica y almacena diferente información de aprendizaje. Cualquier algoritmo de
búsqueda de testores t́ıpicos, ya sea interno o externo, puede ser adaptado para incorporar la estrategia
propuesta y tomar ventaja de la información obtenida de diversas maneras.
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Abstract

This paper presents a general symbolic learning strategy for improving the performance of typical
testor-finding algorithms. The goal of the proposed strategy is to allow any typical testor-finding
algorithm to achieve the most significant reduction possible in the search space of any problem. It
is based on the characterization of each subset in the search space, partitioning it into four different
classes. Each one of these classes allows the identification and storage of different learning information.
Any typical testor-finding algorithm, either internal or external, can be adapted to incorporate the
proposed strategy and to take advantage of the learned information in different ways.
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su apoyo, sus consejos, por compartir mis tristezas y alegŕıas. Gracias por acompañarme en este viaje,
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Caṕıtulo 1

Introducción

En algunos momentos selectos en la historia de la ciencia, se han manifestado algunas convergen-
cias entre diferentes enfoques de un mismo fenómeno, resultando ser equivalentes. Tal fue el caso, por
ejemplo, en f́ısica cuántica, con la dualidad onda-part́ıcula, que postula la equivalencia del compor-
tamiento entre ondas y las part́ıculas [1]. En otras ocasiones, sin embargo, la equivalencia emerge de
modelos aparentemente tan diferentes, que inicialmente no es claro que modelen el mismo fenómeno.
Tal es el caso del problema conocido por el acrónimo MONET (por su nombre en inglés Monoto-
ne Equivalence Test). Se trata de un problema en lógica simbólica que, en su forma original, como
problema de decisión, consiste en decidir si dos formas normales monótonas, una disyuntiva (FND:
Forma Normal Disyuntiva) y otra conjuntiva (FNC: Forma Normal Conjuntiva), son equivalentes. La
relevancia de este problema radica justamente en las equivalencias conocidas y en la gran cantidad de
aplicaciones del concepto que se abordan desde la perspectiva de diferentes disciplinas. El problema
MONET es equivalente al problema de decidir si dos hipergrafos simples son transversales (problema
TRANSHYP). También, es equivalente al problema de decidir si un subconjunto de variables en un
conjunto rugoso, es un reducto del mismo. Por último, el problema MONET támbien es equivalente
a de decidir si una familia de subconjuntos de rasgos es la familia de testores t́ıpicos en una muestra
de supervisión. En conjunto, todas estas instancias equivalentes conforman la base teórica para nume-
rosas aplicaciones en inteligencia artificial, reconocimiento de patrones, bioloǵıa computacional, bases
de datos, mineŕıa de datos, sistemas distribuidos, teoŕıa de grafos, aprendizaje automático, lógica y
sistemas de comunicación móviles.

En consecuencia, MONET termina por ser un problema de cobertura, que puede ser interpretado
como la enumeración (en algún sentido) de todas las soluciones mı́nimas de algún sistema. Parece
natrural entonces, que los trabajos de investigación que planteen nuevos algoritmos para solucionar
problemas de tipo MONET o que mejoren las técnicas ya conocidas, sean relevantes desde el punto
de vista de las aplicaciones prácticas.[2]

La selección de rasgos es la rama del reconocimiento de patrones responsable de identificar aquellos
rasgos descriptivos que proporcionan información relevante para efectos de clasificación. La teoŕıa
de testores es una de las herramientas más comunes utilizada para dicha tarea. Durante la última
década varios algoritmos han sido diseñados para encontrar la familia completa de testores t́ıpicos
en un conjunto de datos [3] [4] [5]. Desafortunadamente, la complejidad en el tiempo para encontrar
todos los testores t́ıpicos tiene un crecimiento exponencial con respecto al número de rasgos que
describen a los objetos. Además, investigaciones recientes han dado a conocer los diferentes elementos
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

que tienen efecto sobre la complejidad de este problema, tales como, el número de renglones en la
matriz básica inicial, la densidad de esa matriz, el número de testores t́ıpicos contenidos en ella y su
estructura subyacente. Todos estos factores complican seriamente la búsqueda de testores t́ıpicos en
grandes conjuntos de datos. Además, algunos de los resultados emṕıricos publicados en benchmarks
cuidadosamente diseñados como en [6], se suman a la intuición de que no hay un único algoritmo de
búsqueda de testores t́ıpicos que tenga el mejor comportamiento posible para cualquier problema. Este
tipo de intuición hacia el teorema No-Free-Lunch, tomado del campo de los algoritmos evolutivos y
bioinspirados, fomenta la investigación de técnicas que permitan un mejor desempeño de los algoritmos
utilizados para encontrar testores t́ıpicos.

Con ese objetivo en mente, este trabajo propone una estrategia de aprendizaje, diseñada para
dirigir de manera eficiente la búsqueda de testores t́ıpicos en el espacio de búsqueda. La estrategia
propuesta será responsable de identificar y almacenar la información pertinente para la finalidad
indicada, mientras que el algoritmo de búsqueda de testores t́ıpicos subyacente decide cuándo y cómo
se hace uso de la información aprendida.

1.1. Problemática

Bajo la perspectiva clásica de la teoŕıa de testores, se han diseñado diferentes algoritmos para
encontrar la familia completa de testores t́ıpicos en un conjunto de datos. Sin embargo, a medida
que el conjunto de datos crece, menor es el desempeño de los algoritmos. No obstante, al considerar
la tendencia actual de trabajar con grandes volúmenes de datos, la perspectiva clásica de la teoŕıa
de testores parece ya no aportar más conocimiento que pueda ayudar a generar nuevos algoritmos o
mejorar el desempeño de los ya existentes.

1.2. Motivación

Dadas las conocidas equivalencias entre problemas de la familia MONET y la gran cantidad de
aplicaciones prácticas que se abordan a partir del estudio de dichos problemas, la motivación principal
de este trabajo es aportar elementos, desde una perspectiva no estudiada previamente (aprendizaje
simbólico) para ayudar a resolver la problemática anteriormente planteada, en el entendido de que
cualquier solución no solo tendrá impacto en teoŕıa de testores, sino también, en todas aquellas disci-
plinas que tengan algún problema equivalente a MONET.

1.3. Hipótesis

El punto de partida para este trabajo es la hipótesis de que al adaptando técnicas de aprendizaje
simbólico sobre los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos es posible mejorar su desempeño.
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1.4. Objetivos

A continuación se enuncia tanto el objetivo general como los objetivos espećıficos de esta tesis.

1.4.1. Objetivo general

Proponer una técnica general de aprendizaje simbólico para mejorar el desempeño de los algoritmos
de búsqueda de testores t́ıpicos.

1.4.2. Objetivos espećıficos

1. Revisar e implementar algunos de los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos existentes en
la literatura.

2. Caracterizar el espacio asociado a la búsqueda de testores t́ıpicos.

3. Diseñar una estrategia de aprendizaje a partir de la caracterización del espacio que permita
mejorar el desempeño de los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos.

4. Seleccionar y adaptar dos algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos incorporándoles la estrategia
de aprendizaje.

5. Comparar experimentalmente el desempeño de los algoritmos seleccionados respecto a sus ver-
siones adaptadas y evaluar los resultados.

1.5. Aportaciones

Hasta donde se tiene noticia, esta tesis es el primer trabajo en teoŕıa de testores que se aborda
desde la perspectiva del aprendizaje simbólico, al plantear un nuevo esquema de caracterización para el
espacio asociado a la búsqueda de testores t́ıpicos y una nueva técnica general de aprendizaje simbólico,
que mejora el desempeño de los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos.

1.6. Estructura de la tesis

Este trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera:

En el Caṕıtulo 2 se describen algunos trabajos sobre teoŕıa de testores y sus diferentes perspectivas
al afrontar el problema de búsqueda de testores t́ıpicos.

En el Caṕıtulo 3 se dan los conceptos clásicos, tanto en teoŕıa de testores como en aprendizaje
automático, con el fin de que haya una mayor comprensión del problema y de la propuesta de solución
que se propone.

En el Caṕıtulo 4 se expresa detalladamente la propuesta de solución de este trabajo; comenzando
por explicar, que bajo la perspectiva de la inteligencia artificial se puede concebir el proceso de solución
a un problema como una búsqueda sobre un espacio de estados. Posteriormente, se identifican algunas
propiedades del espacio asociado al problema de búsqueda de testores t́ıpicos, las cuales permiten
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estructurar el espacio y, a partir de dicha estructura, plantear una estrategia de aprendizaje que
será incorporada en dos de los algoritmos más representativos de la Teoŕıa de Testores (BR y YYC).

En el Caṕıtulo 5 se muestran los resultados experimentales de la comparación del desempeño
entre las versiones originales de los algoritmos BR y YYC, respecto de sus versiones adaptadas que
incorporan la estrategia de aprendizaje.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se dan las conclusiones acerca del conocimiento adquirido en el
transcurso de la investigación y el trabajo futuro que se deriva de ésta.



Caṕıtulo 2

Revisión del estado del arte

La Teoŕıa de Testores [7] ha demostrado en repetidas ocasiones ser una herramienta útil para
los problemas de selección de rasgos en reconocimiento de patrones. Los testores t́ıpicos han sido
utilizados en una amplia variedad de problemas prácticos, tales como el diagnóstico de enfermedades
[8], la categorización de texto [9], el resumen de documentos [10] y el agrupamiento de documentos
[11]. Además, la teoŕıa de testores ha tenido un crecimiento importante en la última década, sobre todo
con relación al desarrollo de nuevos algoritmos [3][4][5] [12]. Generalmente a todos estos algoritmos se
les conoce como algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos (ABTT).

Por otro lado, uno de los objetivos principales de los ABTT es obtener el mejor desempeño posible,
y aśı afrontar problemas con conjuntos de datos cada vez mayores como los que se presentan en
aplicaciones reales. Con base en lo anterior, se han establecido dos enfoques importantes en los que se
clasifican los ABTT: el enfoque determińıstico y el enfoque heuŕıstico. A continuación se enuncian los
trabajos que tienen la mayor relación con esta investigación según el enfoque.

2.1. Enfoque determińıstico

Bajo el enfoque determińıstico existen principalmente dos trabajos que tienen estrecha relación
con esta investigación y que sirvieron de inspiración para la propuesta de solución que se presenta en
este trabajo.

El primer trabajo presenta el algoritmo BR (acrónimo en inglés de Binary Recursive) [3], el cual
fue diseñado como una alternativa eficiente ante los algoritmos LEX [5] y CT-EXT [13]. BR evita
la revisión de un gran número de subconjuntos de rasgos que son irrelevantes en la búsqueda de
testores t́ıpicos, esto lo hace mediante el concepto de conjunto excluyente y el aprovechamiento de la
naturaleza binaria de la entrada, utilizando operaciones binarias que detecten las propiedades de cada
subconjunto a revisar.

El segundo trabajo, descrito en [14], define una implementación rápida del algoritmo CT-EXT [13]
(que es uno de los algoritmos más rápidos reportads hasta el momento) basada en una tupla binaria
acumulativa, desarrollada para encontrar todos los testores t́ıpicos. La tupla binaria acumulativa de
este algoritmo, es una manera útil de simplificar la búsqueda de subconjuntos de rasgos que cumplan

5
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con la propiedad de testor, debido a que su aplicación disminuye el número de operaciones implicadas
en el proceso de búsqueda de todos los testores t́ıpicos.

2.2. Enfoque heuŕıstico

Bajo el enfoque heuŕıstico existen principalmente dos trabajos que tienen estrecha relación con
esta investigación y que sirvieron de inspiración para la propuesta de solución que se presenta en este
trabajo.

En el primer trabajo presenta una modificación del algoritmo Hill-Climbing para resolver el pro-
blema de búsqueda de testores t́ıpicos [15]. Este trabajo establece que hay problemas para los cuales
no es necesario encontrar el conjunto completo de testores t́ıpicos y que solo basta con encontrar un
subconjunto de ellos. Por esta razón, se define un operador de aceleración el cual es incorporado en
el paso de mutación del algoritmo Hill-Climbing. Este operador mejora la capacidad de exploración
del algoritmo, siendo capaz de encontrar un subconjunto de rasgos que es testor t́ıpico mediante un
número mı́nimo de operaciones.

El operador de aceleración depende principalmente de un ı́ndice para la evaluación de los sub-
conjuntos de rasgos y, de acuerdo al valor que entregue el ı́ndice serán las acciones que se llevarán a
cabo sobre el subconjunto de rasgos. Si el ı́ndice toma el valor cero, entonces el subconjunto es un
testor t́ıpico y se almacena como parte de la solución. Mientras que si el valor del ı́ndice es positivo,
entonces el subconjunto es un testor y remueve cierta cantidad de rasgos del mismo para mantener
la diversidad en la población del algoritmo. Por último, si el valor del ı́ndice es negativo, entonces
el subconjunto se considera como un ”no testor 2únicamente se le agregan cierta cantidad de nuevos
rasgos para preservar la diversidad de la población del algoritmo.

Además, la adaptación resultante después de incluir el operador de aceleración contiene dos paráme-
tros con los cuales se configura el algoritmo para determinar cual es el subconjunto de testores t́ıpicos
que debe hallar. Existen tres configuraciones: encontrar el conjunto de testores t́ıpicos de menor car-
dinalidad, encontrar el conjunto de testores t́ıpicos de una cardinalidad determinada o ignorar las dos
configuraciones anteriores, lo que representa buscar la familia completa de testores t́ıpicos.

El segundo trabajo, definido en [16], establece un nuevo enfoque para resolver el problema de
búsqueda de testores t́ıpicos, al plantear dicho problema como un problema de optimización. Además,
en este trabajo se conjetura que el concepto de testor t́ıpico puede ser caracterizado mediante dos
propiedades, siendo esta la aportación más significativa de este trabajo. No obstante, a partir de estas
dos propiedades se define una función ponderada para la evaluación de subconjuntos de rasgos, que
posteriormente es utilizada como función objetivo para un algoritmo genético, con el fin de encontrar
la mayor cantidad de testores t́ıpicos en matrices de gran tamaño.



Caṕıtulo 3

Marco teórico

En este caṕıtulo se enuncian los conceptos clásicos tanto en teoŕıa de testores como en aprendizaje
automático, con el propósito de brindar un mayor contexto del problema y de la propuesta de solución
que se plantea.

3.1. Conceptos básicos en Teoŕıa de Testores

El concepto de testor es la base de la llamada Teoŕıa de Testores que surge en la década de los
cincuenta [17] y se desarrolla como una rama de la Lógica Matemática.

Aunque en un inicio se formula el concepto de testor a partir de la aplicación de métodos lógicos
para la localización de desperfectos en ciertos circuitos eléctricos, poco tiempo después se vincula a
los problemas de reconocimiento de patrones [18], y desde entonces, a la par de la Teoŕıa de Testores
para esquemas lógicos, se desarrolla también la Teoŕıa de Testores para problemas de clasificación.

La primera formulación del concepto de testor en el marco del reconocimiento de patrones es dada
por Yu. I. Zhuravlev en 1966 [18], a partir de la idea introducida por I. A. Cheguis y S. V. Yablonsky
[17] en la década anterior, al abordar el problema de la búsqueda de desperfectos en circuitos eléctricos.

En [18] la búsqueda de testores se considera como un problema de reconocimiento de patrones
con aprendizaje, pero de forma muy simplificada. Las variables en términos de las cuales se describen
los objetos sólo toman valores en {0, 1} y la muestra de supervisión (denominada como tabla) se
considera dividida en dos subtablas T0 y T1, que corresponden a dos clases disjuntas. A partir de estas
consideraciones se da la siguiente definición.

Definición 3.1 (Definición bivalente). El conjunto R′ = {x1, x2, . . . , xs} de columnas de
una tabla T = {T0, T1} se denomina testor si después de eliminar de T todas las columnas
excepto las de R′, no existe renglón alguno de T0 igual a uno de T1. R′ es un testor t́ıpico
si no existe R′ ⊂ R′′ tal que R′′ sea testor. [18]

Posteriormente y de forma muy natural el concepto se extiende a rasgos no necesariamente biva-
lentes y con cualquier número de clases, pero manteniéndose dentro de la teoŕıa clásica de conjuntos.
A esta versión extendida del concepto se le conoce como testor clásico de Zhuravlev [18].

7
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Definición 3.2 (Muestra de supervisión). Se denomina muestra de supervisión al conjunto
TM = {O1, O2, . . . , Om} de m objetos, en el que cada objeto Oi pertenece a una clase
Ki ∈ {K1,K2, . . .Kc} y está descrito en términos de r rasgos R = {x1, x2, . . . , xr}. Cada
rasgo xi ∈ R toma valores en un conjunto Mi, i = 1, . . . n (dominio) [15].

En términos de la muestra de supervisión se pueden definir los testores de Zhuravlev como sigue:

Definición 3.3 (Testor de Zhuravlev). Un subconjunto de rasgos τ ⊆ R es un testor, si
y solo si, al reducir la muestra de supervisión a TM |τ no se confunden objetos en clases
distintas. Además, τ es testor t́ıpico si no existe σ ⊂ τ tal que σ sea testor [18].

Por conveniencia, los algoritmos en teoŕıa de testores trabajan sobre una matriz binaria, conocida
como matriz básica (MB), de menor tamaño que la muestra de supervisión. Para generar la matriz
MB se construye previamente la matriz de diferencias (MD) utilizando un criterio de comparación
booleano y de diferencia Di : Mi ×Mi → {0, 1}.

Definición 3.4 (Matriz de diferencias). La matriz de diferencias MD para los objetos
Oi ∈ TM , es una matriz binaria, donde sus filas se obtienen mediante la comparación
entre cada par de objetos de TM que pertenecen a clases distintas, utilizando un criterio
de comparación booleano y de diferencia [15].

Computacionalmente resulta más eficiente trabajar con la matriz MD en lugar de la muestra de
supervisión TM . Debido a que para la creación de MD, la comparación entre dos objetos arbitrarios
de TM se realiza sólo una vez. Además, MD es una matriz binaria.

A partir de la matriz MD se construye la matriz MB mediante las siguientes definiciones.

Definición 3.5 (Subrenglón). Decimos que p es un subrenglón de q si: ∀j [qj = 0⇒ pj = 0]
y ∃i[pi = 0⇒ qi = 1] [15].

Definición 3.6 (Renglón básico). Un renglón p de MD es básico si no hay ningún otro
renglón en MD que sea subrenglón de p [15].

Definición 3.7 (Matriz básica). La submatriz obtenida al reducir MD a todos sus ren-
glones básicos se le conoce como matriz básica (denotada por MB) [15]

Comúnmente, los algoritmos utilizados para encontrar el conjunto completo de testores t́ıpicos
hacen uso de MB en lugar de MD, debido a la sustancial reducción de renglones entre MD y MB.
Ahora, en términos de MB, podemos definir un testor como sigue:
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Definición 3.8. Un subconjunto de rasgos τ ⊆ R es un testor, si y solo si, al reducir la
matriz básica a MB |τ no aparece un renglón compuesto únicamente por ceros. Además, τ
es testor t́ıpico si no existe σ ⊂ τ tal que σ sea testor.

Los algoritmos empleados para encontrar el conjunto completo de testores t́ıpicos en matrices
básicas se agrupan en dos clases de acuerdo al espacio sobre el cual buscan [19]. Estas clases son:

Algoritmos externos: Buscan los testores t́ıpicos induciendo un orden y un recorrido sobre
el espacio de búsqueda determinado por el conjunto potencia de los rasgos que describen a los
objetos de estudio.

Algoritmos internos: Buscan los testores t́ıpicos a partir de los subconjuntos que pueden
formarse con los unos de la matriz básica. Esto sugiere que el espacio de los algoritmos internos
es un subconjunto del espacio de los externos.

3.2. Conceptos básicos en Aprendizaje Automático

El término aprendizaje tiene diferentes significados en distintos contextos; sin embargo, en forma
general, tanto para seres biológicos, como para agentes artificiales, se debe entender como todo cam-
bio o modificación que un sistema realiza sobre śı mismo, a partir de sus experiencias anteriores, y
que le permite lograr un mejor resultado la siguiente vez que enfrenta situaciones semejantes a las
anteriormente experimentadas.

Entonces, aprender es el proceso por el cual se identifica y se almacena (memoriza) la información
que resultará útil la siguiente vez que se enfrente una determinada situación (llamada información
de aprendizaje, o simplemente aprendizaje). Evidentemente, al concebir de esa manera el proceso, la
actividad de identificar la información útil es la actividad cŕıtica; retenerla o memorizarla no representa
reto alguno para una persona sana, y menos aún para una computadora.

De los anteriores conceptos se deriva una de las ramas más relevantes de la Inteligencia Artificial,
la disciplina de Aprendizaje Automático (Machine Learning), cuya definición refleja claramente el
objetivo de aprender:

Definición 3.9. “Se dice que un programa de computadora aprende de la experiencia E,
con respecto a alguna clase de tarea o actividad T y con respecto a alguna medida de
desempeño M, cuando su desempeño en las tareas T mejora, según la medida M, después
de experimentar la experiencia E” [20].

Esta disciplina es el resultado de combinar técnicas del área de Reconocimiento de Patrones (el
estudio de los procesos de representación y clasificación de datos) con conceptos y objetivos de otras
disciplinas como Psicoloǵıa, Ciencia Cognitiva y, por supuesto, Inteligencia Artificial.

En particular, la disciplina Aprendizaje Automático persigue la construcción de programas de
computadora capaces de analizar datos y realizar predicciones al respecto. Una de las caracteŕısticas
más relevantes de los métodos seguidos por esta disciplina, el razonamiento inductivo, es decir, la
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generalización a partir de ejemplos. Este tipo de razonamiento resulta fundamental cuando se requiere
analizar un conjunto de datos y aprender de él.

Dos paradigmas principales se han desarrollado en el ámbito del aprendizaje automático [21]. Estos
son:

Apendizaje Simbólico Emṕırico (ASE): Este paradigma de aprendizaje se enfoca en la ad-
quisición de nuevo conocimiento mediante técnicas inductivas haciendo uso intensivo de funciones
de semejanza/diferencia.

Apendizaje Basado en Explicación (ABE): Este paradigma de aprendizaje se enfoca en el
refinamiento del conocimiento actual, para incrementar el desempeño de un sistema mediante la
explotación eficiente de su conocimiento, ya sea aprendiendo nuevas reglas compuestas, o bien,
aprendiendo a encontrar reglas de forma más eficiente.



Caṕıtulo 4

Propuesta de solución

En el área de Inteligencia Artificial, una forma clásica de concebir el proceso de solución de proble-
mas, es modelar el problema mismo como una máquina de estados y el proceso de solución como una
búsqueda en el espacio de estados de dicha máquina (también conocido como espacio de búsqueda).
Según ese modelo, a partir de un estado inicial y mediante un conjunto de reglas de transformación, se
busca hallar uno o más elementos del espacio que satisfagan una condición u objetivo planteado. Por
ello, al plantear la solución de un problema en esos términos, resulta conveniente conocer el espacio de
búsqueda y, de ser posible, inducir algún tipo de orden o estructura sobre él, de manera que el cono-
cimiento disponible sobre el espacio facilite el proceso de búsqueda, sin importar la técnica espećıfica
empleada para buscar.

Bajo la perspectiva anterior, el presente trabajo comienza por identificar algunas propiedades del
espacio asociado al problema de encontrar testores t́ıpicos. Las propiedades identificadas permitirán
estructurar el espacio y, a partir de dicha estructura, inferir una estrategia de aprendizaje que permita
incrementar el desempeño de algunos algoritmos existentes para la tarea de encontrar testores t́ıpicos.

4.1. Caracterización del espacio de búsqueda

El planteamiento clásico de un problema consistente en encontrar testores t́ıpicos, comienza siempre
con una muestra de supervisión en la que se describe a ciertos objetos en estudio a partir de un
conjunto R = {x1, x2, . . . , xn} de atributos, técnicamente llamados rasgos descriptivos. Esa muestra
de supervisión organiza a los objetos en clases disjuntas y no vaćıas, formando con ellos una partición.
Los testores t́ıpicos, como se presentó en el caṕıtulo anterior, son subconjuntos de rasgos que cumplen
dos propiedades importantes:

1. Discriminar objetos pertenecientes a clases distintas (testores),

2. No poder eliminar de ellos algún elemento (algún rasgo) sin que el conjunto restante pierda la
propiedad de ser testor (son minimales según el criterio de cardinalidad).

Tradicionalmente, los algoritmos que buscan testores t́ıpicos reciben como entrada una matriz
básica que contiene, de forma compactada, toda la información acerca de la comparación entre objetos
que pertenecen a clases distintas en la muestra de supervisión del problema. También de manera
tradicional, la matriz básica se asume construida con funciones binarias de diferencia.
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Las dos propiedades anteriores pueden ser caracterizadas en términos de la matriz básica que
constituye la entrada de cualquier problema:

Sea M una muestra de supervisión (particional) que describe a los objetos en estudio a partir del
conjunto R = {x1, x2, . . . , xn} de rasgos descriptivos y sea MB la matriz básica de M . Entonces, es
posible realizar la siguiente definición:

Definición 4.1 (Propiedad de testor). Un subconjunto τ ⊆ R de rasgos descriptivos es un
Testor en MB, si y sólo si, la submatriz restringida MB|τ no contiene subrenglón alguno
que esté compuesto únicamente por ceros.

Para el caso de la segunda propiedad (ser minimal con respecto al criterio de cardinalidad) también
se puede realizar una caracterización en términos de la matriz básica inicial. Sin embargo, en ese caso,
la caracterización resulta independiente de la anterior:

Definición 4.2 (Propiedad de t́ıpico). Un subconjunto τ ⊆ R de rasgos descriptivos es
T́ıpico en MB, si y sólo si, la submatriz restringida MB|τ contiene todos los renglones
de una matriz identidad de dimensión |τ |.

Caracterizar de esta forma, resulta en una independencia de esta propiedad con respecto a la
anterior. En la definición original de Zhuravlev (Definición 3.3) la etiqueta de t́ıpico se asigna exclu-
sivamente a subconjuntos de rasgos que previamente cumplen la condición de ser testores. Con la
caracterización anterior ese supuesto ya no se cumple y resulta posible que un subconjunto de rasgos
sea t́ıpico, sin ser testor. A pesar de ese cambio conceptual resulta claro que, cuando un subconjunto
de rasgos cumple las dos propiedades anteriores (Definiciones 4.1 y 4.2), entonces también satisface la
definición original de Zhuravlev.

Esa independencia, que resulta de gran relevancia para la estrategia de aprendizaje propuesta en
este trabajo, se puede verificar fácilmente en ejemplo de la Figura 4.1, en el cual el subconjunto τ1 es
un Testor, aunque no t́ıpico, mientras que el subconjunto τ2 es T́ıpico pero no testor. De la misma
forma, el subconjunto τ3 es un Testor T́ıpico, es decir, satisface la definición original de Zhuravlev y
satisface las dos propiedades independientes de las definiciones 4.1 y 4.2. Por último, el subconjunto
τ4 no satisface ninguna de las dos propiedades iniciales.

El ejemplo de la Figura 4.1 ilustra la primera pieza de conocimiento general que conforma la
solución propuesta en este trabajo; el hecho de que en todo problema de encontrar testores t́ıpicos, el
espacio de búsqueda se estructura como una partición en cuatro clases:

1. Testores (no t́ıpicos). Aquellos subconjuntos de rasgos que satisfacen la definición 4.1 pero
no la definición 4.2.

2. T́ıpicos (no testores). Aquellos subconjuntos que satisfacen la definición 4.2 pero no la defi-
nición 4.1.

3. Testores T́ıpicos. Subconjuntos que satisfacen al mismo tiempo las definiciones 4.1 y 4.2.

4. Indeterminados. Todos los demás subconjuntos de rasgos que no satisfacen ninguna de las dos
definiciones.
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Figura 4.1: Ejemplo de caracterización de elementos en el espacio

4.2. Estrategia de aprendizaje

A partir de la estructura establecida sobre el espacio de búsqueda en términos de las cuatro clases
definidas en la sección anterior, se propone una estrategia de aprendizaje que permita a los ABTT
descartar la mayor cantidad de elementos dentro de ese espacio, durante el proceso de búsqueda.

Entenderemos por aprendizaje al proceso mediante el cual, cualquier pieza de información relevante
para la solución de un problema, se identifica y almacena para su uso posterior. Aśı que, reforzando
lo anteriormente dicho, el objetivo de la estrategia propuesta en este trabajo es proporcionar un
conocimiento extra (adicional al conocimiento procedural que emplea cualquier ABTT) que permita
realizar una búsqueda más eficiente sobre el espacio de búsqueda.

Cuando un ABTT es adaptado para utilizar la estrategia de aprendizaje, ésta es la responsable
identificar y almacenar toda la información posible del subconjunto de rasgos que se está revisando,
mientras que el algoritmo subyacente decide cuándo y cómo se hace uso de la información aprendida.

El análisis de un subconjunto de rasgos, en términos de la estrategia propuesta, comienza por
determinar su pertenencia en alguna de las cuatro clases en las que se particiona el espacio de búsqueda
(Testor, Tı́pico, Testor Tı́pico o Indeterminado). Dependiendo de la clase en la que dicho subconjunto
sea clasificado, puede extraerse diferente información que ayude a mejorar el desempeño de un ABTT.

Las piezas de información más importantes que puede ser extráıdas son las dominaciones entre
rasgos, que indican que los rasgos involucrados en la dominación (dominador y dominado) presentan
una incompatibilidad entre ellos y por tanto, un conjunto que los incluya a todos ellos nunca es un
testor t́ıpico. Las dominaciones entre rasgos se clasifican en dos tipos: simples y compuestas. En
el caso de las dominaciones simples se establece una restricción uno a uno (esa pareja de rasgos no
puede pertenecer a un testor t́ıpico), debido a que los unos en la columna de un rasgo (dominador)
cubren a los unos en la columna del otro rasgo (dominado). De manera formal podemos definir una
dominación simple de la siguiente manera:



CAPÍTULO 4. PROPUESTA DE SOLUCIÓN 14

Definición 4.3 (Dominación simple). Sean xi y xj dos rasgos descriptivos asociados a
sus respectivas columnas en una matriz básica. Decimos que xi domina a xj, si y sólo si
en todo renglón donde xj tiene un valor 1, xi también lo tiene.

Las dominaciones compuestas establecen una restricción uno a muchos (el rasgo individual y el
subconjunto de rasgos no pueden pertenecer, al mismo tiempo, a un testor t́ıpico), ya que los unos
contenidos en las columnas asociadas al subconjunto (dominador compuesto) cubren a los unos en
la columna del rasgo del rasgo individual (dominado). Sin embargo, es posible mapear el concepto
de dominaciones simples a compuestas, al considerar el dominador simple como un dominador com-
puesto de cardinalidad uno. De esa manera, se puede establecer el siguiente concepto generalizado de
dominación entre rasgos:

Definición 4.4 (Dominación generalizada). Sea σ un subconjunto de rasgos y xi un rasgo
individual, ambos asociados a sus respectivas columnas en una matriz básica. Decimos que
el conjunto de rasgos σ domina a xi, si y sólo si en todo renglón donde xi tiene un valor
1, algún elemento de σ también lo tiene.

Las técnicas de aprendizaje dividen su conocimiento en dos tipos: conocimiento contextual
y conocimiento adquirido. En la estrategia de aprendizaje que se propone, se considera como
conocimiento contextual a la información previamente conocida sobre cada una de las clases en las
que se particiona el espacio de búsqueda y, como conocimiento adquirido, a las dominaciones entre
rasgos previamente definidas.

Dependiendo de la clase en la que un subconjunto de rasgos sea clasificado ésta determina la
información de aprendizaje que debe almacenarse y como debe usarse. Además, cada una de las
clases aplica su propio conocimiento contextual para descartar subconjutos del espacio de búsqueda.
A continuación, se describe como se gestiona tanto el conocimiento contextual como el conocimiento
adquirido en cada clase.

1. Si el subconjunto a analizar pertenece a la clase Testores (no t́ıpicos), se deberán almacenar
todas las dominaciones contenidas en dicho subconjunto como parte de la información de apren-
dizaje. Además, todo subconjunto de rasgos que pertenece a esta clase es un testor no minimal
y puede al menos ser reducido a un testor t́ıpico mediante la eliminación de ciertos rasgos que
le permitan satisfacer la definición 4.2. Por lo tanto, resulta irrelevante revisar cualquiera de sus
superconjuntos.

2. Si el subconjunto a analizar pertenece a la clase T́ıpicos (no testores), implica que dicho
subconjunto no tiene información de aprendizaje que ayude a mejorar el proceso de búsqueda.
Sin embargo, todo elemento en esta clase representa un candidato viable mediante el cual se puede
construir un testor t́ıpico adicionando ciertos rasgos que le permitan satisfacer la definición 4.1.

3. Si el subconjunto a analizar pertenece a la clase Testores T́ıpicos, se deberá almacenar dicho
subconjunto como parte de la información de aprendizaje. No obstante, dado que todos los
elementos de esta clase son el objetivo de la búsqueda, resulta irrelevante revisar cualquiera de
sus subconjuntos o superconjuntos.
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4. Si el subconjunto a analizar pertenece a la clase Indeterminados, se deberán almacenar todas
las dominaciones contenidas en dicho subconjunto como parte de la información de aprendizaje.
No obstante, dado que todos los elementos de esta clase son rećıprocos a los elementos de la
clase Testores T́ıpicos, resulta irrelevante revisar cualquiera de sus superconjuntos.

4.3. Adaptaciones sobre algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos

Con el propósito de verificar la eficacia y eficiencia de la estrategia de aprendizaje propuesta sobre
las dos clases de ABTT descritas (algoritmos externos e internos), se seleccionó un algoritmo de cada
clase para adaptar sobre ellos la estrategia y poder verificar si existe una mejora en su desempeño como
consecuencia de la misma. El criterio para la selección de estos algoritmos fue fecha de publicación (los
más recientes). Como algoritmo externo se seleccionó el algoritmo Binario Recursivo (BR) y, como
algoritmo interno se seleccionó Yablonsky y Compatibles (YYC).

4.3.1. Algoritmo Binario Recursivo (BR)

En esta sección se describe brevemente el funcionamiento del algoritmo BR para posteriormente
explicar en forma detallada el proceso de adaptación de este algoritmo para incorporar la estrategia
de aprendizaje.

Descripción del algoritmo original

Binario Recursivo (BR) [3], es un algoritmo externo de búsqueda de testores t́ıpicos diseñado
esencialmente como una alternativa eficiente ante otros algoritmos externos, tales como LEX [5] y
CT-EXT [13]. El algoritmo BR opera realizando un recorrido recursivo sobre el espacio de búsqueda
y, aprovechando la naturaleza de la matriz básica, utiliza operaciones binarias para determinar si el
subconjunto de rasgos a revisar es un testor t́ıpico; de no serlo, descarta todo subconjunto en el espacio
que no conduzca a tal condición (aun testor no t́ıpico le sobran rasgos para ser un testor t́ıpico y, a
un t́ıpico no testor le faltan rasgos).

A continuación, se revisan algunos conceptos básicos definidos en [3] para la descripción de algo-
ritmo BR y su funcionamiento.

Definición 4.5 (Máscara de aceptación). Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de
rasgos. Denominamos máscara de aceptación de τ , denotada como maτ , a la n-tupla
binaria en la cual su i-ésimo elemento toma el valor uno si el i-ésimo renglón en MB tiene
al menos un 1 en las columnas correspondientes a los rasgos de τ . En otro caso toma el
valor cero.

Definición 4.6 (Máscara de compatibilidad). Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto
de rasgos. Denominamos máscara de compatibilidad de τ , denotada como mcτ , a la
n-tupla binaria en la cual su i-ésimo elemento toma el valor uno, si el i-ésimo renglón en
MB tiene exactamente un 1 en cualquiera de las columnas correspondientes a los rasgos
de τ . En otro caso toma el valor cero.
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Proposición 4.1 (Cálculo de máscara de aceptación). Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un sub-
conjunto de rasgos y x 6∈ τ un rasgo de MB. La máscara de aceptación del subconjunto
τ + {x} se calcula como sigue:

maτ+{x} = maτ ∨mcx

Proposición 4.2 (Cálculo de máscara de compatibilidad). Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un
subconjunto de rasgos y x 6∈ τ un rasgo de MB. La máscara de compatibilidad del subcon-
junto τ + {x} se calcula como sigue:

mcτ+{x} = ((mcτ ⊗ columnx) ∧mcτ ) ∨ (¬maτ ∧ columnx)

En términos de BR, un testor es definido mediante la máscara de aceptación como sigue:

Definición 4.7 (Definición alternativa de testor en el contexto del algoritmo BR). Sea
τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de rasgos. Decimos que τ es un testor, si y solo si,
maτ = (1, . . . , 1).

A partir de la definición anterior, se define testor t́ıpico en términos de BR como sigue:

Definición 4.8 (Definición alternativa de testor t́ıpico en el contexto del algoritmo BR).
Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de rasgos. Decimos que τ es un testor t́ıpico, si
y solo si, τ es un testor y para cada rasgo xi ∈ τ existe un renglón r en MB, tal que el
renglón r en la columna xi tenga un 1 y 0 en todas las columnas correspondientes a los
rasgos restantes en τ .

Como se mencionó anteriormente, BR fue propuesto como una alternativa eficiente ante otros
algoritmos externos de búsqueda de testores t́ıpicos; la principal razón de esto es que BR puede
identificar mediante la propiedad denominada como excluyente a todos aquellos subconjuntos que no
conducen a un testor t́ıpico, evitando revisar cualquier superconjunto de estos.

Definición 4.9. Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de rasgos y x 6∈ τ un rasgo
de MB. Decimos que xi es excluyente con respecto a τ si alguna de las siguientes dos
condiciones se cumple:

1. maτ+{x} = maτ

2. ∃xi ∈ τ | mcτ+{x} ∧ columnxi = (0, . . . , 0)
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Antes de llevar a cabo una búsqueda sobre el espacio, se realiza un reordenamiento de los renglones
y columnas de MB con el propósito de revisar la menor cantidad posible de subconjuntos y disminuir
la probabilidad de hallar subconjuntos excluyentes. Este reordenamiento se logra colocando como
primer renglón de MB a aquel renglón r con la menor cantidad de unos en la matriz y posteriormente
colocando como primeras columnas de MB a aquellas donde el valor de r sea 1.

Como siguiente paso, se establece una estructura Lista que alberga el espacio de búsqueda actual
que BR debe revisar durante su recorrido. Esta lista se inicializa con los conjuntos unitarios formados
por los rasgos correspondientes a los unos del primer renglón en la matriz reordenada.

El algoritmo BR opera extrayendo recursivamente de Lista subconjuntos de rasgos, verificando
tras cada extracción, las condiciones que estos cumplen. Dependiendo de las condiciones que dicho
subconjunto exhiba se clasifica en alguno de los siguientes grupos:

a) Testor T́ıpico: Si τ pertenece a esta categoŕıa entonces es insertado al conjunto de testores t́ıpicos
Ψ∗. El conjunto Ψ∗ es la respuesta final del algoritmo.

b) Excluyente: Si τ pertenece a esta categoŕıa implica que ninguno de sus descendientes será un
testor t́ıpico. Por tal motivo, se descarta a τ y a todos sus superconjuntos que estén contenidos en
Lista. Entiéndase por descendiente de τ , a todo conjunto τ ∪ {x} donde x es el siguiente rasgo en
el orden lexicográfico con respecto al orden de las columnas de MB.

c) Candidato: Si τ pertenece a esta categoŕıa significa que alguno de sus descendientes tiene una
alta probabilidad de ser testor t́ıpico.

La estructura básica del pseudocódigo para BR se muestra en el Algoritmo 1; sin embargo, el
proceso de análisis del espacio de búsqueda se encuentra retratado en el Algoritmo 2. Este último
requiere ciertas rutinas auxiliares para llevar a cabo el análisis del espacio de búsqueda; dichas funciones
se describen a continuación:

TestorT ipico(τ): Es un predicado que devuelve VERDADERO si τ es un testor t́ıpico de la
matriz MB y FALSO en caso contrario.

Excluyente(τ): Es un predicado que devuelve VERDADERO si el último rasgo xi ∈ τ es exclu-
yente con respecto a τ \ xi y FALSO en caso contrario.

Candidato(τ): Es un predicado que devuelve VERDADERO si τ no es un testor t́ıpico ni un
conjunto excluyente y FALSO en caso contrario.

Algoritmo 1: Algoritmo BR [Estructura básica]

Entrada: Matriz básica MB(m×n).
Salida: Conjunto Ψ∗ de todos los testores t́ıpicos en MB.

1 Ψ∗ ← ∅
2 Lista← ∅
3 Reordenamiento de renglones y columnas en MB.
4 Insertar como conjunto en Lista toda columna con valor 1 en el primer renglón de MB.
5 Ψ∗ ← Analizar(Lista)
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Algoritmo 2: Analizar(Lista) [BR versión original]

Entrada: Una estructura Lista = {{x1}, {x2}, . . . , {xn}} con conjuntos de etiquetas de
columnas de MB.

Salida: Conjunto Ψ∗ de todos los testores t́ıpicos en MB.

1 si Lista = ∅ entonces
2 Regresar ∅
3 en otro caso
4 τ ← Pop(Lista)
5 si TestorT ipico(τ) entonces
6 Remover todo xi ∈ Lista talque τ ⊆ xi.
7 Regresa τ ∪Analizar(Lista).

8 si no, si Excluyente(τ) entonces
9 Remover todo xi ∈ Lista talque τ ⊆ xi.

10 Regresa Analizar(Lista).

11 en otro caso
12 Insertar en Lista todo descendiente de τ antes del primer elemento de cardinalidad uno.

Regresa Analizar(Lista).

Adaptación de BR con la estrategia de aprendizaje

La idea original del algoritmo BR es discriminar la mayor cantidad posible de elementos del espacio
de búsqueda, principalmente mediante el concepto de excluyente. No obstante, la adaptación parte de
la misma idea, sólo que considerando las cuatro clases con las que se caracterizó el espacio de búsqueda
y la información de aprendizaje que puede obtenerse de las mismas.

Fundamentalmente el Algoritmo 3 tiene la misma estructura que el Algoritmo 2, los cambios
radican en las clases utilizadas en cada versión y las acciones a tomar de acuerdo a cada clase. En
la versión original el algoritmo consideraba las clases testor t́ıpico, excluyente y candidato. Por el
contrario, la versión adaptada considera las clases testor (no t́ıpico), t́ıpico (no testor), testor t́ıpico
e indeterminados, recolectando la información de aprendizaje descrita en la estrategia, aśı como sus
consideraciones.

4.3.2. Algoritmo Yablonsky y Compatibles (YYC)

En esta sección se describe brevemente el funcionamiento del algoritmo YYC para posteriormente
explicar en forma detallada el proceso de adaptación de este algoritmo para incorporar la estrategia
de aprendizaje.

Descripción del algoritmo original

Yablonsky & Compatibles (YYC) [19], es un algoritmo interno de búsqueda de testores t́ıpicos que
analiza renglón por renglón la matriz MB, identificando de forma incremental el conjunto de testores
t́ıpicos.
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Algoritmo 3: Analizar(Lista) [BR versión adaptada]

Entrada: Una lista Lista = {{x1}, {x2}, . . . , {xn}} con conjuntos de columnas de MB.
Salida: Conjunto Ψ∗ de todos los testores t́ıpicos en MB.

1 Inicializar tabla de dominaciones D.
2 si Lista = ∅ entonces
3 Regresar ∅
4 en otro caso
5 τ ← Pop(Lista)
6 si Testor(τ) entonces
7 Agregar las dominaciones de τ en la tabla D.
8 Regresa Analizar(Lista).

9 si no, si Tipico(τ) entonces
10 Insertar en Lista todo descendiente de τ antes del primer elemento de cardinalidad uno.
11 Regresa Analizar(Lista).

12 si no, si TestorT ipico(τ) entonces
13 Remover todo xi ∈ Lista talque τ ⊆ xi.
14 Regresa τ ∪Analizar(Lista).

15 en otro caso
16 Agregar las dominaciones de τ en la tabla D.
17 Remover todo xi ∈ Lista talque τ ⊆ xi.
18 Regresa Analizar(Lista).

A continuación, se revisan algunos conceptos básicos definidos en [19] para la descripción del
algoritmo YYC y su funcionamiento.

En primer lugar, se define el concepto de conjunto compatible que representa la irreducibilidad
de un conjunto de rasgos.

Definición 4.10. Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de rasgos. Decimos que τ con-
tiene un conjunto compatible, si y solo si después de aplicar algunas transformaciones
elementales (reordenamiento de renglones o columnas) a MB |τ , ésta contiene una matriz
identidad.

Definición 4.11. Sea τ = {x1, x2, . . . , xs} un subconjunto de rasgos. Decimos que τ es
un testor t́ıpico, si y solo si MB |τ contiene un conjunto compatible y además no incluye
renglón alguno de con puros ceros.

La idea fundamental del algoritmo YYC consiste en convertir la búsqueda de testores t́ıpicos en
un proceso incremental, determinando los testores t́ıpicos mientras se analiza la matriz básica renglón
por renglón.
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Siguiendo la idea anterior, el algoritmo YYC comienza identificando el conjunto de testores t́ıpicos
en el primer renglón de la matriz. A partir de ese momento, cada nuevo renglón que se analiza
desencadena una actualización sobre el conjunto de testores t́ıpicos que se tiene hasta el renglón
anterior. Si se conoce que un subconjunto de rasgos es testor t́ıpico hasta el renglón anterior y el
nuevo renglón de la matriz tiene valor uno en la columna correspondiente de cualquiera de sus rasgos,
entonces, el subconjunto sigue siendo testor t́ıpico. Por otro lado, si el nuevo renglón de la matriz tiene
valor cero en todas las columnas correspondientes a todos los rasgos del subconjunto, entonces nuevos
rasgos que tengan valor uno en el renglón actual deberán ser agregados al subconjunto con la finalidad
de preservar la condición de testor. El Algoritmo 4 muestra el pseudocódigo del algoritmo YYC.

Algoritmo 4: Algoritmo YYC [Versión original]

Entrada: Matriz básica MB(m×n).
Salida: Conjunto Ψ∗ de todos los testores t́ıpicos en MB.

1 Ψ∗ ← ∅
2 para cada columna cj , j = {1, 2, . . . , n} talque mb 1,cj = 1 hacer
3 Ψ∗ ← Ψ∗ ∪ {cj}
4 para cada renglón ri, i = {1, 2, . . . ,m} hacer
5 Ψ∗aux ← ∅
6 para cada testor τk ∈ Ψ∗ hacer
7 si ∃xp ∈ τk talque mb ri,xp = 1 entonces
8 Ψ∗aux ← Ψ∗aux ∪ τk
9 en otro caso

10 para cada columna cq, q = {1, 2, . . . , n} talque mb ri,cq = 1 hacer
11 si ConjuntoCompatible(τk, cq) entonces
12 Ψ∗aux ← Ψ∗aux ∪ {τk ∪ {cp}}

13 Ψ∗ ← Ψ∗aux

Algoritmo 5: ConjuntoComplatible(τk, cp)

Entrada: Subconjunto τ = {x1, x2, . . . , xn} de columnas de la matriz básica.
Entrada: Columna cp de la matriz básica.
Salida: VERDADERO si existe un conjunto compatible en la submatriz definida por τ ∪ {cp}.

FALSO en otro caso.

1 si |{rs|rs ∈ RefSM,Sum(rs) = 1}| ≥ |τ ∪ {cp}| entonces
2 Condición1 ← VERDADERO

3 RefSM ← |{rs|rs ∈ RefSM,Sum(rs) = 1}|
4 si ∀ck ∈ RefSM,Sum(ck) = 1 entonces
5 Condición2 ← VERDADERO

6 Regresar (Condición1 AND Condición2)
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Un paso cŕıtico con respecto al desempeño del Algoritmo 4 es la búsqueda de los conjuntos com-
patibles. Existen varios algoritmos en la literatura que pueden ser utilizados para ese objetivo; sin
embargo, con el propósito de hacer más eficiente al algoritmo YYC, sus autores proponen un algorit-
mo para determinar los conjuntos compatibles (véase Algoritmo 5). Este algoritmo utiliza una función
auxiliar denominada Sum(< vector >), donde vector puede ser un renglón o una columna de MB,
devolviendo la suma de los elementos del vector proporcionado.

Adaptación de YYC con la estrategia de aprendizaje

La idea original del algoritmo YYC es establecer un procedimiento incremental para encontrar los
testores t́ıpicos en una matriz básica. No obstante, el algoritmo termina estableciendo un procedimiento
pseudoincremental, ya que para cada combinación de rasgos que el algoritmo genera resulta necesario
volver a revisar renglones previamente analizados.

Con el propósito de generar un algoritmo completamente incremental, la idea fundamental de
la adaptación es respetar en mayor media la estructura original del algoritmo, pero centrándose en
utilizar la estrategia de aprendizaje como un medio para recopilar información útil de cada renglón
analizado y posteriormente utilizarla para discriminar la mayor cantidad posible de elementos del
espacio de búsqueda.

El Algoritmo 7 muestra el pseudocódigo de la adaptación de YYC. En esta versión para cada
nuevo renglón de la matriz básica se actualiza la tabla de dominaciones (pasos 4 y 8). El proceso de
actualización de la tabla de dominaciones se detalla en el Algoritmo 6. Otro de los cambios fundamen-
tales que tiene la adaptación, es la sustitución del cálculo de conjuntos compatibles por una revisión
a la tabla de dominaciones (paso 14), ya que es mucho más rápido y no requiere revisar renglones de
la matriz previamente analizados. Estos cambios vuelven a esta adaptación un algoritmo totalmente
incremental, pudiendo recibir la matriz renglón por renglón sin necesidad de conocerla completa.

Algoritmo 6: ActualizarDominaciones(R)

Entrada: Renglón R = {x1, x2, . . . , xn} de la matriz básica.
Entrada: Tabla de dominaciones D, con entradas de la forma xi → Dominadores. Siendo

Dominadores la familia de conjuntos que cubren a xi.
Salida: Tabla de dominaciones actualizada.

1 para cada xi ∈ R hacer
2 si existe xi como entrada en D entonces
3 para cada d ∈ Dominadores hacer
4 si d ∩R entonces
5 Mantener d en el conjunto Dominadores

6 en otro caso
7 Combinar d con cada elemento en R \ {xi} evitando generar superconjuntos de

otros dominadores

8 en otro caso
9 DomSimp← Agregar cada elemento de R \ {xi} como un conjunto individual
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Algoritmo 7: Algoritmo YYC [Versión adaptada]

Entrada: Matriz básica MB(m×n).
Salida: Conjunto Ψ∗ de todos los testores t́ıpicos en MB.

1 Ψ∗ ← ∅
2 D ← NULL
3 para cada columna cj , j = {1, 2, . . . , n} talque mb 1,cj = 1 hacer
4 D ← ActualizarDominaciones(r1)
5 Ψ∗ ← Ψ∗ ∪ {cj}
6 para cada renglón ri, i = {1, 2, . . . ,m} hacer
7 Ψ∗aux ← ∅
8 D ← ActualizarDominaciones(ri)
9 para cada testor τk ∈ Ψ∗ hacer

10 si ∃xp ∈ τk talque mb ri,xp = 1 entonces
11 Ψ∗aux ← Ψ∗aux ∪ τk
12 en otro caso
13 para cada columna cq, q = {1, 2, . . . , n} talque mb ri,cq = 1 hacer
14 si @x ∈ τ | x no es dominado por algún otro z ∈ τ o algún σ ⊂ {τ \ x} entonces
15 Ψ∗aux ← Ψ∗aux ∪ {τk ∪ {cp}}

16 Ψ∗ ← Ψ∗aux



Caṕıtulo 5

Resultados experimentales

Con el propósito de discernir bajo qué familias de problemas la estrategia de aprendizaje beneficia
en mayor medida a los ABTT, se diseñaron cuatro escenarios experimentales en los que se compara
el desempeño de las versiones adaptadas de BR y YYC con respecto a sus versiones originales. Cabe
mencionar, que el término desempeño utilizado en este trabajo esta compuesto por dos criterios: el
número de subconjuntos de rasgos revisados por el ABTT (denominados como Hits) y el tiempo de
ejecución empleado por la implementación del ABTT para encontrar el conjunto de testores t́ıpicos.
Aśı, en términos de estos dos criterios, decimos que un ABTT tiene mejor desempeño que otro si tiene
un menor conteo de hits o tiene un menor tiempo de ejecución.

Las familias de problemas que fueron seleccionadas para llevar a cabo la fase de experimentación de
este trabajo fueron: matrices con crecimiento lineal en columnas, matrices con crecimiento exponencial
en renglones, matrices con crecimiento proporcional y matrices identidad. Cada una de estas familias
representa uno de los cuatro escenarios de experimentación.

Para cada escenario se diseñó un conjunto de matrices de prueba siguiendo la metodoloǵıa descrita
en [6]. Ésta metodoloǵıa plantea un conjunto de operadores que permiten la generación de matrices
básicas con dimensiones controladas en las que se conoce de antemano el número total de testores
t́ıpicos; las matrices generadas mediante esta metodoloǵıa permiten la validación y evaluación de los
ABTT.

Los resultados obtenidos en cada escenario se concentran en dos tablas: la tabla de resultados
para las versiones de BR y tabla de resultados para las versiones de YYC. Cada una de estas tablas
está dividida en 4 secciones: información sobre la matriz de prueba (dimensiones, número de testores
t́ıpicos, etc.), resultados de la versión original del algoritmo, resultados de la versión adaptada del
algoritmo y mejoras en desempeño. En las secciones donde se reportan los resultados de los algoritmos
se consideran principalmente dos rubros: el número de hits y el tiempo de ejecución en segundos. Sin
embargo, en la sección que corresponde a la versión adaptada del algoritmo, existen dos columnas
más, una para almacenar las dominaciones detectadas en cada experimento y otra para el número de
conjuntos descartados por la información de aprendizaje (testores t́ıpicos y dominaciones). Finalmente,
la sección de mejoras en desempeño está compuesta por dos columnas, una para almacenar la diferencia
en hits que existe entre la versión adaptada y la versión original, y otra, para almacenar la diferencia
en tiempo de ejecución que existe entre la versión adaptada y la versión original.

23
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A continuación, se describe cada uno de los escenarios y los resultados obtenidos por los algoritmos
en cada uno.

5.1. Escenario 1: Matrices con crecimiento lineal en columnas

En este escenario se muestra cuál es el beneficio que aporta la estrategia de aprendizaje a los
ABTT ante matrices con crecimiento lineal en el número de columnas, mediante la comparación del
desempeño de las versiones adaptadas de BR y YYC con respecto sus versiones originales.

Los experimentos en este escenario están compuestos por un conjunto de diez matrices sintéticas,
generadas mediante el uso sucesivo del operador concatenación (ϕ) descrito en [6] (véase Apéndice
A), dando como resultado matrices con un crecimiento lineal en el número de columnas. Este tipo de
matrices tienen la peculiaridad contienen muchas columnas idénticas, por lo cual se intuye que estas
matrices albergan una gran cantidad de dominaciones de cardinalidad uno.

En la Tabla 5.1 se reportan los resultados mediante los que se comparan ambas versiones del
algoritmo BR. Estos resultados muestran que para cada experimento que se llevó a cabo, la versión
adaptada de BR presenta una mejora sustancial, tanto en hits como en tiempo de ejecución, con
respecto a la versión original. En las Figuras 5.1 y 5.2 puede visualizarse el contraste, en hits y tiempo
de ejecución, que hay entre ambas versiones del algoritmo BR.

Tabla 5.1: Resultados de las dos versiones de BR ante matrices con crecimiento lineal en columnas

No. Renglones Columnas TT
BR original BR adaptado Diferencias

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 4 96 66,304 289,296 44.5023 85,248 13.6041 15,688 204,048 204,048 30.8982
2 4 102 84,388 366,469 66.8144 106,930 19.9469 18,581 259,539 259,539 46.8675
3 4 108 105,948 458,154 98.0651 132,516 28.0614 21,807 325,638 325,638 70.0037
4 4 114 131,404 566,067 141.2624 162,450 39.8358 25,384 403,617 403,617 101.4266
5 4 120 161,200 692,020 199.5205 197,200 56.0630 29,330 494,820 494,820 143.4575
6 4 126 195,804 837,921 277.6620 237,258 76.1960 33,663 600,663 600,663 201.4660
7 4 132 235,708 1,005,774 381.1723 283,140 104.2205 38,401 722,634 722,634 276.9518
8 4 138 281,428 1,197,679 516.9500 335,386 140.2407 43,562 862,293 862,293 376.7092
9 4 144 333,504 1,415,832 690.9740 394,560 185.9480 49,164 1,021,272 1,021,272 505.0260
10 4 150 392,500 1,662,525 913.6904 461,250 244.2169 55,225 1,201,275 1,201,275 669.4735

Esta familia de problemas representa un caso de estudio poco favorable para los algoritmos exter-
nos, ya que a medida que aumenta el número de columnas en la matriz el espacio de búsqueda crece
en forma desmedida. A pesar de ello, como se observa en los resultados, la estrategia de aprendizaje
mejora de manera dramática el desempeño de BR, principalmente por dos razones. En primer lugar,
por el número de dominaciones que existen en las matrices de prueba, ya que éstas permiten descar-
tar combinaciones que no conducen a un testor t́ıpico. En segundo lugar, el gran número de testores
t́ıpicos que contienen las matrices de prueba, ya que estos igualmente ayudan a discriminar todos los
superconjuntos de si mismos que haya en el espacio de búsqueda.
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Figura 5.1: Gráfica comparativa del número hits entre ambas versiones de BR ante matrices con crecimiento

lineal en columnas

Figura 5.2: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de BR ante matrices con

crecimiento lineal en columnas

En la Tabla 5.2 se reportan los resultados con los que se comparan ambas versiones del algoritmo
YYC. Estos resultados muestran que para cada experimento que se llevó a cabo, la versión adaptada
de YYC presenta una mejora significativa en hits con respecto a la versión original, como se ve en
la Figura 5.3. Por el contrario, en cuestión del tiempo de ejecución la versión adaptada de YYC no
presenta ningún tipo de mejora, sino todo lo contrario, presenta un déficit cómo puede verse en la
Figura 5.4.

Es claro que la adaptación del algoritmo YYC presenta una importante deficiencia en el tiempo de
ejecución. Dicha deficiencia es debido a que la estrategia de aprendizaje tiene un costo computacio-
nal alto ante matrices con muy pocos renglones, resultando innecesaria su aplicación en estos casos.
Además, debemos recordar que YYC es un algoritmo que analiza la matriz de entrada renglón por
renglón, por lo que las matrices que afectan su desempeño son aquellas que tienen un gran número de
renglones y, es sobre éstas matrices, donde resulta conveniente aplicar la estrategia de aprendizaje. No
obstante, el conjunto de matrices de prueba con el que se realizó los experimentos de este escenario,
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Tabla 5.2: Resultados de las dos versiones de YYC ante matrices con crecimiento lineal en columnas

No. Renglones Columnas TT
YYC original YYC adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 4 96 66,304 206,112 0.1484 70,688 48.4823 151,200 135,424 135,424 -48.3339
2 4 102 84,388 261,868 0.2116 89,624 89.7392 190,927 172,244 172,244 -89.5276
3 4 108 105,948 328,248 0.2450 112,140 138.0451 238,032 216,108 216,108 -137.8002
4 4 114 131,404 406,524 0.3000 138,662 177.2293 293,379 267,862 267,862 -176.9293
5 4 120 161,200 498,040 0.3859 169,640 257.3424 357,880 328,400 328,400 -256.9564
6 4 126 195,804 604,212 0.4596 205,548 432.3378 432,495 398,664 398,664 -431.8782
7 4 132 235,708 726,528 0.5543 246,884 527.9854 518,232 479,644 479,644 -527.4311
8 4 138 281,428 866,548 0.6746 294,170 759.5387 616,147 572,378 572,378 -758.8641
9 4 144 333,504 1,025,904 0.7943 347,952 1,014.3444 727,344 677,952 677,952 -1,013.5501
10 4 150 392,500 1,206,300 0.9748 408,800 1,182.0754 852,975 797,500 797,500 -1,181.1006

contiene matrices con muy pocos renglones, haciendo que la estrategia de aprendizaje decrementara
el desempeño de la adaptación de YYC en tiempo de ejecución con respecto al de su versión original;
dicho decremento puede observarse en la columna Tiempo (s) de la sección Mejoras en la Tabla
5.2.

Figura 5.3: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de BR ante matrices con crecimiento lineal en

columnas

En las Figuras 5.5 y 5.6 se muestran las gráficas comparativas de los resultados obtenidos tanto por
las versiones originales como por las versiones adaptadas de los algoritmos BR y YYC. En estas gráficas
puede observarse que tanto la adaptación de BR como la de YYC obtuvieron un mejor desempeño en
hits que sus versiones originales. Sin embargo, en tiempo de ejecución únicamente la adaptación de
BR obtuvo un mejor desempeño al incorporar la estrategia de aprendizaje.

Por otro lado, también es posible observar que la versión original del algoritmo YYC obtuvo el
menor tiempo de ejecución para todas las matrices de prueba, incluso por debajo de las versiones
adaptadas de ambos algoritmos.
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Figura 5.4: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de YYC ante matrices con

crecimiento lineal en columnas

Figura 5.5: Gráfica comparativa de hits entre las cuatro versiones de los algoritmos ante matrices con creci-

miento lineal en columnas

Figura 5.6: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre las cuatro versiones de los algoritmos ante

matrices con crecimiento lineal en columnas
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5.2. Escenario 2: Matrices con crecimiento exponencial en renglones

En este escenario se muestra cuál es el beneficio que aporta la estrategia de aprendizaje a los ABTT
ante matrices con crecimiento exponencial en el número de renglones, mediante la comparación del
desempeño de las versiones adaptadas de BR y YYC con respecto sus versiones originales.

Los experimentos en este escenario están compuestos por un conjunto de diez matrices sintéticas,
generadas mediante el uso sucesivo del operador combinación (θ) descrito en [6] (véase Apéndice
A), dando como resultado matrices con un crecimiento exponencial en el número de renglones. En
este tipo de matrices cuanto más se incrementa el número de renglones más combinables se vuelven
sus columnas, por lo cual se intuye que estas matrices tienen una alta probabilidad de contener
dominaciones de cardinalidad mayor a uno.

Tabla 5.3: Resultados de las dos versiones de BR ante matrices con crecimiento exponencial en renglones

No. Renglones Columnas TT
BR original BR adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 2 4 2 4 0.00006 4 0.00013 0 0 0 -0.00007
2 4 8 4 31 0.00010 19 0.00011 16 12 12 -0.00001
3 8 12 6 166 0.00041 97 0.00057 220 69 69 -0.00016
4 16 16 8 775 0.00427 391 0.00392 928 384 384 0.00035
5 32 20 10 3,394 0.04309 1,587 0.03275 6,514 1,807 1,807 0.01035
6 64 24 12 14,371 0.52801 6,339 0.30987 34,632 8,032 8,032 0.21814
7 128 28 14 59,686 6.52980 25,881 3.58238 235,640 33,805 33,805 2.94742
8 256 32 16 244,975 82.97990 105,455 40.60521 1,367,648 139,520 139,520 42.37469
9 512 36 18 997,834 1,153.36935 430,247 528.42907 8,355,902 567,587 567,587 624.94028
10 1,024 40 20 4,043,611 17,556.93848 1,747,211 6,742.74599 47,631,416 2,296,400 2,296,400 10,814.19249

Figura 5.7: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de BR ante matrices con crecimiento
exponencial en renglones

En la Tabla 5.3 se reportan los resultados mediante los cuales se comparan las dos versiones del
algoritmo BR. Estos resultados muestran que en cada experimento realizado la versión adaptada de
BR exhibe un mejor desempeño en hits que su versión original, tal y como puede verse en la Figura
5.7. Por otra parte, en los experimentos 1, 2 y 3, la adaptación de BR presenta un déficit en el tiempo
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Figura 5.8: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de BR ante matrices
con crecimiento exponencial en renglones

de ejecución con respecto a su versión original. No obstante, al igual que en el escenario anterior,
estos casos se manifiestan principalmente en matrices pequeñas donde la aplicación de la estrategia
de aprendizaje no resulta necesaria. Sin embargo, a medida que la matriz crece, comienza a hacerse
notoria una mejora en el desempeño por parte de la versión adaptada de BR. Tal comportamiento
puede verse en la Figura 5.8 y con mayor detalle en la columna Tiempo (s) de la sección Mejoras
en la Tabla 5.3.

En la Tabla 5.4 se reportan los resultados mediante los cuales se comparan las dos versiones del
algoritmo YYC. Examinando los resultados, es posible notar que, en términos de hits, la adaptación
de YYC tiene un mejor desempeño en comparación con el de su versión original, como puede verse en
la Figura 5.9. Por el contrario, en términos de del tiempo de ejecución, la adaptación de YYC logra
un mejor desempeño respecto a su versión original a partir del experimento número 8, como se ve en
la Figura 5.10.

Tabla 5.4: Resultados de las dos versiones de YYC ante matrices con crecimiento exponencial en renglones

No. Renglones Columnas TT
YYC original YYC adaptado Diferencias

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 2 4 2 3 0.0001 3 0.0001 2 0 0 -0.00005
2 4 8 4 12 0.0001 7 0.0001 22 5 5 -0.00001
3 8 12 6 36 0.0001 13 0.0001 69 23 23 -0.00003
4 16 16 8 96 0.0002 23 0.0003 164 73 73 -0.00016
5 32 20 10 240 0.0006 41 0.0012 355 199 199 -0.00056
6 64 24 12 576 0.0027 75 0.0040 750 501 501 -0.00129
7 128 28 14 1,344 0.0119 141 0.0253 1,589 1,203 1,203 -0.01341
8 256 32 16 3,072 0.0599 271 0.0397 3,400 2,801 2,801 0.02019
9 512 36 18 6,912 0.2597 529 0.1155 7,335 6,383 6,383 0.14418
10 1,024 40 20 15,360 1.2005 1,043 0.3259 15,890 14,317 14,317 0.87462
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Figura 5.9: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de YYC ante matrices con crecimiento
exponencial en renglones

Figura 5.10: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de YYC ante matrices
con crecimiento exponencial en renglones

Esta familia de problemas representa un caso de estudio poco favorable para los algoritmos in-
ternos, especialmente para el algoritmo YYC, ya que como se ha mencionado anteriormente, este
algoritmo analiza la matriz de entrada renglón por renglón y, a medida que la matriz tiene una mayor
cantidad de renglones mayor es el costo computacional para analizarla. A pesar de ello, como se ob-
serva en los resultados, la estrategia de aprendizaje logra que la versión adaptada de YYC tenga un
mejor desempeño que su versión original, lo cual ocurre a partir del experimento número 8 donde el
desempeño de la versión original de YYC comienza a disminuir conforme la matriz crece y es donde
precisamente la estrategia beneficia al algoritmo.

En las Figuras 5.11 y 5.12 se muestran las gráficas comparativas de los resultados obtenidos tanto
por las versiones originales como por las versiones adaptadas de los algoritmos BR y YYC. En estas
gráficas se puede observar que a pesar de ser un escenario poco favorable para YYC, el desempeño
tanto de BR como el de su adaptación se ve afectado frente esta familia de problemas.
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Por otra parte, también se puede observar que el beneficio que aporta la estrategia de aprendizaje es
más notorio en los algoritmos externos que en los internos. Esto es producto del tamaño de las matrices
que fueron utilizadas para llevar a cabo los experimentos de este escenario, ya que son instancias muy
pequeñas para YYC y su adaptación, por lo cual, el beneficio que conlleva la estrategia para estos
algoritmos comenzó a ser notorio hasta que las matrices eran lo suficientemente grandes, por lo que
podemos intuir, que si se hicieran experimentos con matrices lo suficientemente grandes el beneficio
que aporta la estrategia seŕıa aún más notorio.

Figura 5.11: Gráfica comparativa de hits entre las cuatro versiones de los algoritmos ante matrices
con crecimiento exponencial en renglones

Figura 5.12: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre las cuatro versiones de los algoritmos
ante matrices con crecimiento exponencial en renglones
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5.3. Escenario 3: Matrices con crecimiento proporcional

En este escenario se muestra cuál es el beneficio que aporta la estrategia de aprendizaje a los ABTT
ante matrices con crecimiento proporcional, mediante la comparación del desempeño de las versiones
adaptadas de BR y YYC con respecto sus versiones originales.

Los experimentos en este escenario están compuestos por un conjunto de diez matrices sintéticas,
generadas mediante el uso sucesivo del operador desplazamiento (γ) descrito en [6] (véase Apéndi-
ce A), dando como resultado matrices con un incremento proporcional tanto en renglones como en
columnas. Este tipo de matrices se caracteriza por tener una densidad de unos mı́nima, lo cual hace
que sus columnas sean altamente combinables y reduzcan la probabilidad de contener dominaciones.

En la Tabla 5.5 se reportan los resultados obtenidos por las dos versiones del algoritmo BR. Estos
resultados muestran que en cada experimento que pudo completarse, la versión adaptada de BR exhibe
un mejor desempeño en hits que su versión original, tal como se ve en la Figura 5.13. Por otra parte,
en los experimentos 1 y 2, la adaptación de BR presenta un déficit en el tiempo de ejecución con
respecto a su versión original, debido a que son instancias muy pequeñas y la estrategia no representa
ningún beneficio. Sin embargo, a medida que la matriz crece, comienza a hacerse notoria la mejora en
el desempeño por parte de la adaptación de BR, tal como puede verse en la Figura 5.14 y con mayor
detalle en la columna Tiempo (s) de la sección Mejoras en la Tabla 5.5.

Tabla 5.5: Resultados de las dos versiones de BR ante matrices con crecimiento proporcional

No. Renglones Columnas TT
BR original BR adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 2 4 2 4 0.00006 4 0.00013 0 0 0 -0.00007
2 4 8 4 30 0.00010 24 0.00015 4 6 6 -0.00005
3 6 12 8 174 0.00071 133 0.00044 6 41 41 0.00026
4 8 16 16 1,038 0.01089 782 0.00712 8 256 256 0.00377
5 10 20 32 6,222 0.30779 4,671 0.21321 10 1,551 1,551 0.09458
6 12 24 64 37,326 8.49921 28,000 5.94410 12 9,326 9,326 2.55511
7 14 28 128 223,950 291.71619 167,969 193.97666 14 55,981 55,981 97.73953
8 16 32 256 1,343,694 10,721.02206 1,007,778 6,796.02460 16 335,916 335,916 3,924.99746
9 18 36 512 - - - - - - - -
10 20 40 1,024 - - - - - - - -

Del conjunto de matrices que fue utilizado para llevar acabo los experimentos de este escenario,
hubo algunas matrices para las que algoritmo BR y su adaptación no pudieron dar una solución al
problema incluso después de haber transcurrido 15 horas de ejecución, por tal motivo, se tuvo que
interrumpir la ejecución del algoritmo y prescindir de su solución. Esto deja claro dos cosas. En primer
lugar, que esta familia de problemas representa un caso nada favorable para los algoritmos externos,
ya que al tener matrices con columnas altamente combinables se genera la gran mayoŕıa del espacio
de búsqueda habiendo la necesidad de revisar todos los subconjuntos generados. En segundo lugar,
que la estrategia de aprendizaje a pesar de mejorar el desempeño del algoritmo BR, tal como se ve las
Figuras 5.13 y 5.14, no supone un beneficio importante para estos algoritmos frente a esta familia de
problemas.

En la Tabla 5.6 se reportan los resultados obtenidos por las dos versiones del algoritmo YYC.
Examinando los resultados podemos notar que, en términos de hits, la adaptación de YYC revisa
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Figura 5.13: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de BR ante matrices con crecimiento
proporcional

Figura 5.14: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de BR ante matrices
con crecimiento proporcional

exactamente el mismo número de conjuntos que su versión original, tal como se ve en la Figura
5.15. Por el contrario, en términos del tiempo de ejecución, la adaptación de YYC obtiene un mejor
desempeño respecto a su versión original, como se ve en la Figura 5.16. El hecho de que la versión
adaptada del algoritmo YYC revise exactamente el mismo número de conjuntos, aunque con una
ligera reducción en el tiempo de ejecución, implica que la estrategia de aprendizaje no representa un
beneficio importante para este algoritmo ante esta familia de problemas.

En las Figuras 5.17 y 5.18 se muestran las gráficas comparativas de los resultados obtenidos tanto
por las versiones originales como por las versiones adaptadas de los algoritmos BR y YYC. En estas
gráficas lo primero que se puede observarse es, que a pesar de no haber experimentado con matrices
muy grandes, hay casos en los algunos algoritmos no son capaces de devolver una solución en un
tiempo razonable incluso aún con la estrategia de aprendizaje, tal es el caso de BR y su adaptación.

Además, otra de las cosas que también se puede notar es que los algoritmos internos, como YYC
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Tabla 5.6: Resultados de las dos versiones de YYC ante matrices con crecimiento proporcional

No. Renglones Columnas TT
YYC original YYC adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 2 4 2 3 0.00010 3 0.00006 2 0 0 0.00004
2 4 8 4 9 0.00006 9 0.00004 4 0 0 0.00002
3 6 12 8 21 0.00007 21 0.00003 6 0 0 0.00004
4 8 16 16 45 0.00015 45 0.00004 8 0 0 0.00011
5 10 20 32 93 0.00039 93 0.00004 10 0 0 0.00035
6 12 24 64 189 0.00110 189 0.00006 12 0 0 0.00104
7 14 28 128 381 0.00299 381 0.00010 14 0 0 0.00288
8 16 32 256 765 0.00769 765 0.00020 16 0 0 0.00749
9 18 36 512 1,533 0.01900 1,533 0.00040 18 0 0 0.01860
10 20 40 1,024 3,069 0.02715 3,069 0.00085 20 0 0 0.02630

Figura 5.15: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de YYC ante matrices con crecimiento
proporcional

Figura 5.16: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de YYC ante matrices
con crecimiento proporcional
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y su adaptación, son superiores en desempeño ante esta familia de problemas y por lo que se puede
intuir son capaces de hacer frente a instancias mucho más grandes de esta familia.

Figura 5.17: Gráfica comparativa de hits entre las cuatro versiones de los algoritmos ante matrices
con crecimiento proporcional

Figura 5.18: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre las cuatro versiones de los algoritmos
ante matrices con crecimiento proporcional

5.4. Escenario 4: Matrices identidad

En este escenario se muestra cuál es el beneficio que aporta la estrategia de aprendizaje a los
ABTT ante matrices identidad, mediante la comparación del desempeño de las versiones adaptadas
de BR y YYC con respecto sus versiones originales.

Los experimentos de este escenario se componen por un conjunto de diez matrices identidad. Estas
matrices resultan ser un caso de estudio formidable con las cuales probar ABBT, ya que sin importar
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el tamaño de la matriz ésta siempre tendrá solo un testor t́ıpico compuesto por el conjunto total de
columnas. Además, cualquier subconjunto de columnas en la matriz pertenece a la clase t́ıpico (no
testor), clase que se caracteriza por no proporcionar información de aprendizaje.

Tabla 5.7: Resultados de las dos versiones de BR ante matrices identidad

No. Renglones Columnas TT
BR original BR adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 12 12 1 2,048 0.0445 2,048 0.0380 0 0 0 0.0064
2 13 13 1 4,096 0.1640 4,096 0.1027 0 0 0 0.0613
3 14 14 1 8,192 0.4980 8,192 0.3758 0 0 0 0.1221
4 15 15 1 16,384 1.6436 16,384 1.4077 0 0 0 0.2359
5 16 16 1 32,768 5.7017 32,768 5.4313 0 0 0 0.2704
6 17 17 1 65,536 21.1248 65,536 20.6961 0 0 0 0.4287
7 18 18 1 131,072 81.2013 131,072 78.7667 0 0 0 2.4347
8 19 19 1 262,144 347.9177 262,144 311.4950 0 0 0 36.4227
9 20 20 1 524,288 1,426.4357 524,288 1,305.6706 0 0 0 120.7651
10 21 21 1 1,048,576 5,936.5569 1,048,576 5,082.4512 0 0 0 854.1056

En los resultados que se reportan en las Tablas 5.7 y 5.8, puede observarse que las versiones
adaptadas tanto de BR como de YYC no almacenaron ninguna dominación y tampoco descartaron
algún elemento del espacio de búsqueda, lo cual se atribuye a la falta de información de aprendizaje
en las matrices identidad. Por esta razón, ambos algoritmos presentan el mismo conteo de hits que
sus versiones originales, ya que revisaron exactamente los mismos elementos del espacio de búsqueda.
En las Figuras 5.19 y 5.21 puede visualizarse este comportamiento.

Figura 5.19: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de BR ante matrices identidad

Como se muestra en la Figura 5.20, el desempeño en tiempo de ejecución de la versión adaptada
de BR es ligeramente mejor que el de su versión original. Dado que en la gráfica que se presenta es
poco visible esta mejora, se puede verificar en la columna Hits de la sección Mejoras en la Tabla
5.7.
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Figura 5.20: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de BR ante matrices
identidad

Tabla 5.8: Resultados de las dos versiones de YYC ante matrices identidad

No. Renglones Columnas TT
YYC original YYC adaptado Mejoras

Hits Tiempo (s) Hits Tiempo (s) Dominaciones Descartados Hits Tiempo (s)

1 12 12 1 12 0.00009 12 0.00003 0 0 0 0.00006
2 13 13 1 13 0.00009 13 0.00003 0 0 0 0.00006
3 14 14 1 14 0.00010 14 0.00003 0 0 0 0.00007
4 15 15 1 15 0.00012 15 0.00004 0 0 0 0.00008
5 16 16 1 16 0.00013 16 0.00004 0 0 0 0.00009
6 17 17 1 17 0.00014 17 0.00004 0 0 0 0.00010
7 18 18 1 18 0.00016 18 0.00004 0 0 0 0.00012
8 19 19 1 19 0.00018 19 0.00004 0 0 0 0.00014
9 20 20 1 20 0.00020 20 0.00004 0 0 0 0.00016
10 21 21 1 21 0.00031 21 0.00004 0 0 0 0.00027

A diferencia de la adaptación de BR, el desempeño de la versión adaptada de YYC con respecto a
su versión original es mucho mayor, tal como se muestra en la Figura 5.22. Esto se atribuye a la falta
de dominaciones en la matriz identidad, ya que antes de generar una nueva combinación de columnas,
la versión adaptada de YYC revisa las dominaciones que han sido almacenadas hasta el momento
para no formar combinaciones erróneas, de manera que, al no haber alguna dominación entre las
columnas de una matriz identidad, la combinación se realiza automáticamente, lo cual se traduce en
una importante mejora del tiempo de ejecución con respecto a la versión original.

En las Figuras 5.23 y 5.24 se muestran las gráficas comparativas de los resultados obtenidos tanto
por las versiones originales como por las versiones adaptadas de los algoritmos BR y YYC. En estas
gráficas se observa que, ante matrices identidad, los algoritmos internos como YYC son superiores en
desempeño a los algoritmos externos como BR, incluso aún sin estrategia de aprendizaje, ya que los
algoritmos internos trabajan con los unos contenidos en la matriz y, por tanto, únicamente revisan la
diagonal principal de la matriz como se puede ver al comparar la columna Hits, de las dos versiones
de YYC, contra las dimensiones de la matriz. Estableciendo, que tanto YYC como su adaptación son
los más aptos ante matrices significativamente grandes que pertenezcan a esta familia de problemas.
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Figura 5.21: Gráfica comparativa de hits entre ambas versiones de YYC ante matrices identidad

Figura 5.22: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre ambas versiones de YYC ante matrices
identidad

Figura 5.23: Gráfica comparativa de hits entre las cuatro versiones de los algoritmos ante matrices
identidad
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Figura 5.24: Gráfica comparativa del tiempo de ejecución entre las cuatro versiones de los algoritmos
ante matrices identidad

5.5. Resumen general de resultados

En esta sección se recopila el resumen de los resultados obtenidos en cada uno de los escenarios
de experimentación. De igual manera, se presentan algunas conclusiones acerca de lo observado en los
experimentos.

La Tabla 5.9 muestra el promedio de las mejoras que se obtuvieron por las versiones adaptadas de
los algoritmos con respecto a sus versiones originales. Las columnas en la sección denominada Mejoras
promedio de la Tabla 5.9 contienen el promedio de las diferencias tanto en hits como tiempo de las
dos versiones de los algoritmos en cada escenario, es decir, contienen el promedio de las columnas Hits
y Tiempo (s) de la sección Mejoras de cada una de las tablas de resultados de cada escenario.

Analizando en primer lugar la comparación entre las dos versiones de BR, podemos observar
que en todos los escenarios la versión adaptada evita revisar, en promedio, una gran cantidad de
subconjuntos del espacio de búsqueda. Asimismo, la versión adaptada de BR resulta tener un mejor
desempeño general en tiempo de ejecución, creando una brecha significativa en este rubro entre las
dos versiones de BR.

Al analizar la comparación entre las dos versiones de YYC, podemos notar que en todos los
escenarios la versión adaptada evita revisar, en promedio, cierta cantidad de subconjuntos del espacio
de búsqueda; aunque particularmente en los últimos dos escenarios la versión adaptada de YYC se
comporta exactamente de la misma manera que su versión original, lo cual nos dice que la estrategia
al menos en este rubro no aporta ningún beneficio al algoritmo. Por otro lado, en tiempo de ejecución
podemos notar que solo en tres de los escenarios existe una mejora promedio poco significativa y,
particularmente en el primer escenario la versión adaptada de YYC tiene un déficit promedio del
tiempo de ejecución muy alto, concluyendo aśı que bajo esa familia de problemas, la estrategia de
aprendizaje no es una opción viable.
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Además, considerando de forma general todos los datos que se presentan en la Tabla 5.9 resulta
evidente notar, que los algoritmos externos como BR obtienen mayores beneficios al incorporar la
estrategia de aprendizaje.

Tabla 5.9: Resumen general de resultados

Comparación Tipo de matriz
Mejoras promedio

Hits Tiempo (s)

BR adaptado vs BR original

Matrices con crecimiento lineal en columnas 609,580 242.2280

Matrices con crecimiento exponencial en renglones 304,762 1,148.4683

Matrices con crecimiento proporcional 40,308 402.5391

Matrices identidad 609,580 242.2280

YYC adaptado vs YYC original

Matrices con crecimiento lineal en columnas 404,618 -462.2371

Matrices con crecimiento exponencial en renglones 2,551 0.1023

Matrices con crecimiento proporcional 0 0.0057

Matrices identidad 0 0.0001



Caṕıtulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

En este caṕıtulo se presentan las conclusiones generales sobre el desarrollo de este trabajo y sobre los
resultados obtenidos. De igual manera, se plantean futuras ĺıneas de investigación que complementan
este trabajo.

6.1. Conclusiones generales

Como se planteó en un inicio, este trabajo propone una estrategia de aprendizaje general que
mejora el desempeño de los algoritmos de búsqueda de testores t́ıpicos, tanto internos como externos.
Además, como resultado de la estrategia de aprendizaje, también se propuso un nuevo esquema de
caracterización para el espacio asociado al problema de búsqueda de testores t́ıpicos. Ambas propuestas
representan nuevas aportaciones a la teoŕıa de testores y a su vez permitieron hacer una publicación
en el Congreso Iberoamericano de Reconocimiento de Patrones (CIARP 2015) [22].

A pesar de que la estrategia de aprendizaje mejora el desempeño de los ABTT, se observó que
con YYC ante la familia de problemas del primer escenario la estrategia no aporta ningún beneficio.
Esto sucede principalmente porque los ABTT están diseñados para hacer frente al problema bajo dos
diferentes formas de recorrer el espacio de búsqueda, es por ello que los ABTT se dividen en dos clases:
algoritmos internos y algoritmos externos. De acuerdo a la clase a la que pertenezcan, habrá instancias
del problema que no podrán solucionar de manera eficiente. Por ejemplo, si consideramos la clase de
los algoritmos externos, particularmente el algoritmo BR, nos daremos cuenta que las instancias del
problema que más afectan su desempeño son aquellas donde la matriz de entrada tiene un gran número
de columnas, ya que este algoritmo trabaja con el conjunto potencia columnas de la matriz, lo cual
es demasiado costoso computacionalmente. Por otro lado, si consideramos la clase de los algoritmos
internos, particularmente el algoritmo YYC, nos daremos cuenta que las instancias que más afectan
su desempeño son aquellas donde la matriz de entrada tiene un gran número de renglones, ya que este
algoritmo analiza la matriz renglón por renglón y a medida que ésta tiene más renglones, más costoso
analizarla. Sin embargo, algo que pudo observarse en los experimentos fue que la estrategia de apren-
dizaje beneficia en mayor medida a los algoritmos ante las instancias del problema que originalmente
afectaban su desempeño.
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Una cuestión importante que se observó durante la fase de experimentación, fue la necesidad
de evaluar a partir de qué dimensiones de la matriz resulta prudente incorporar la estrategia de
aprendizaje a un ABTT, ya que, si se hace para instancias pequeñas, el desempeño del algoritmo
puede verse afectado.

Adicionalmente, otra consideración que debe tomarse en cuenta para incorporar la estrategia de
aprendizaje en un ABTT, es el tipo de algoritmo al que se le incorporará (interno o externo), ya
que el proceso de revisión del espacio de búsqueda en cada tipo de algoritmo es muy distinto. Los
algoritmos externos adoptan de mejor manera la estrategia, debido a que en su proceso de revisión
del espacio hay una mayor diversidad de subconjuntos, lo cual le permite utilizar todas las clases de
la caracterización del espacio, aśı como también la información de las dominaciones. En contraste, los
algoritmos internos utilizan menor cantidad de información de aprendizaje ya que únicamente pueden
utilizar las dominaciones.

La consecuencia directa de incorporar aprendizaje a los ABTT es la posibilidad de hacer frente
a matrices de entrada cada vez mayores, lo cual se garantiza bajo las condiciones adecuadas. Sin
embargo, la estrategia de aprendizaje depende totalmente del algoritmo sobre el que ésta trabaje y
por lo tanto no garantiza la generalización de un ABTT ante cualquier tipo de problema.

Evidentemente, la búsqueda de testores t́ıpicos sigue sin poder resolverse en tiempo polinomial.
Sin embargo, la estrategia de aprendizaje propuesta en este trabajo aporta una nuevo enfoque de
solución y nuevos elementos a la teoŕıa de testores que pueden ser utilizados o extendidos en trabajos
posteriores.

6.2. Trabajo futuro

Aunque la estrategia de aprendizaje permitió hacer frente a problemas más grandes, ésta depend́ıa
totalmente del algoritmo en el que fuera incorporada. Sin embargo, la paralelización del proceso de
búsqueda de testores t́ıpicos es un enfoque diferente para atacar problemas con conjuntos de datos
muy grandes, lo cual se logra mediante la división de la matriz de entrada en diferentes submatrices,
encontrando los testores t́ıpicos en cada una de esas submatrices y posteriormente reintegrar los
resultados. No obstante, aún no conoce un método universal para dividir la matriz de entrada y, por
tanto tampoco la forma integrar los resultados parciales obtenidos.

Otro trabajo complementario a éste podŕıa ser el diseño de una taxonomı́a de los ABTT existentes
en teoŕıa de testores, mediante la cual podŕıa establecerse un marco de referencia que ayude decidir
sobre que ABTT es más conveniente incorporar la estrategia de aprendizaje. Adicionalmente, se puede
generar una comparación entre los diferentes ABTT para saber cual de ellos obtiene el mayor beneficio
al incorporar la estrategia.

Dada la relación interdisciplinaria que genera MONET debido a sus diferentes equivalencias; resulta
interesante estudiar de qué manera otras disciplinas han hecho frente a otras instancias equivalentes al
problema MONET. Esto nos permite extraer ideas de estas disciplinas a fin de ampliar el conocimiento
que se tiene en teoŕıa de testores.
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Apéndice A

Operadores para la generación de
matrices sintéticas de prueba

A continuación se presenta breve explicación de los operadores utilizados para la generación de las
matrices de prueba en este trabajo. Estos operadores de describen detalladamente en [6].

A.1. Operador concatenación (ϕ)

El operador ϕ genera matrices con un mayor número de columnas mediante la concatenación
de dos matrices A y B. Sin embargo, para aplicar este operador es necesario que tanto A como B
tengan exactamente el mismo número de renglones sin importar el número de columnas. Además, este
operador cumple la propiedad asociativa; en consecuencia, es posible escribir ϕN (A) para representar
la matriz resultante después de haber aplicado N veces el operador ϕ sobre la matriz A. A continuación
se muestra como se construyen las matrices mediante el uso de este operador.

ϕ(A,B) =

 a11...a1n b11...b1n′

. . .
am1...amn bm1...bmn′



La fórmula A.1 se utiliza para calcular el número de testores t́ıpicos
∣∣Ψ∗(ϕN (A))

∣∣ contenidos en la
matriz resultante después de aplicar el operador ϕ.∣∣Ψ∗(ϕN (A))

∣∣ =
∑

T∈Ψ∗(A)

N |T |

A.2. Operador combinación (θ)

El operador θ genera matrices con un mayor número de renglones, aunque con un ligero incremento
en columnas, mediante la combinación de dos matrices A y B. Para aplicar este operador no es
imperativo que las matrices tengan el mismo número de renglones o el mismo número de columnas. Al
igual que ϕ, este operador cumple la propiedad asociativa, por lo que es posible escribir θN (A) para
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representar la matriz resultante después de haber aplicado N veces el operador θ sobre la matriz A.
A continuación se muestra como se construyen las matrices mediante el uso de este operador.

θ(A,B) =



a11...a1n b11...b1n′

. . . . . .
a11...a1n bm′1...bm′n′

. . . . . .
am1...amn b11...b1n′

. . . . . .
am1...amn bm′1...bm′n′



La fórmula A.1 se utiliza para calcular el número de testores t́ıpicos
∣∣Ψ∗(θN (A,B))

∣∣ contenidos en
la matriz resultante después de aplicar el operador θ.∣∣Ψ∗(θN (A,B))

∣∣ = |Ψ∗(A)|+ |Ψ∗(B)| (A.1)

A.3. Operador desplazamiento (γ)

El operador γ genera matrices con un crecimiento tanto en renglones como en columnas, posicio-
nando la matriz A en la esquina superior izquierda, seguida por ceros en todas las demás columnas
y posicionando la matriz B en la esquina inferior derecha precedida por ceros en todas las columnas.
Este operador recibe su nombre porque pareciera que la matriz generada por este operador fuese el
desplazamiento de dos matrices concatenadas. Para aplicar este operador no es imperativo que las
matrices tengan el mismo número de renglones o el mismo número de columnas. Al igual que ϕ y θ,
este operador cumple la propiedad asociativa, por lo que es posible escribir γN (A) para representar la
matriz resultante después de haber aplicado N veces el operador γ sobre la matriz A. A continuación
se muestra como se construyen las matrices mediante el uso de este operador.

θ(A,B) =



a11...a1n 0
. . . . . .

am1...amn 0
. . . . . .
0 b11...b1n′

. . . . . .
0 bm′1...bm′n′



La fórmula A.2 se utiliza para calcular el número de testores t́ıpicos
∣∣Ψ∗(γN (A,B))

∣∣ contenidos en
la matriz resultante después de aplicar el operador γ.∣∣Ψ∗(γN (A,B))

∣∣ = |Ψ∗(A)| |Ψ∗(B)| (A.2)
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Para construir las matrices de prueba con las que se llevaron a cabo los experimentos de este traba-
jo, se utilizaron las matrices A.3 y A.4, sobre las que se aplicaron todos los operadores aqúı descritos.

MS =


1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 1

 (A.3)

MM =

[
0 0 0 1
1 0 1 0

]
(A.4)

La aplicación de los operadores para la construcción de las matrices de prueba se hizo de la siguiente
manera:

Escenario 1: Se aplicó sucesivamente el operador ϕ sobre la matriz MS partiendo desde ϕ16(MS)
hasta ϕ25(MS).

Escenario 2: Se aplicó sucesivamente el operador theta sobre la matriz MM partiendo desde
θ2(MM) hasta θ10(MM), incluyendo a la matriz MM como parte de las matrices de prueba.

Escenario 3: Se aplicó sucesivamente el operador gamma sobre la matriz MM partiendo desde
γ2(MM) hasta γ10(MM), incluyendo a la matriz MM como parte de las matrices de prueba.
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