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Resumen

La presente tesis doctoral estd dedicada a la aplicacién de la Teoria de Control
No-lineal a una clase muy importante de sistemas mecanicos, denominados sistemas
mecanicos subactuados, caracterizados por tener menos controles que grados de li-
bertad. De ahi la dificultad para controlarlos y razén por la cual son considerados

banco de prueba para la verificacion de diversas estrategias de control.

La subclase de sistemas subactuados objeto de esta tesis es la formada por los
péndulos invertidos. En particular, se estudiaron el Péndulo Invertido sobre un Carro
(PIC), el Péndulo con Disco Inercial (PDI), el Péndulo Esférico Invertido (PEI) y
el Péndulo con Masa Radialmente Mévil (PMRM). La aportacién de esta tesis es la
estabilizacion alrededor del punto de equilibro inestable de estos cuatro sistemas no

lineales subactuados.

La estrategia de estabilizacion empleada para el PIC se basa en el método de ajuste
de modelo. Este método consiste en forzar a que el sistema en lazo cerrado se com-
porte como un sistema Euler-Lagrange, donde la matriz caracteristica de inercia es
constante. La técnica basada en funciones de saturacion anidadas fue empleada en
una segunda forma de estabilizacion del PIC. Las mismas ideas empleadas en esta
segunda solucién fueron aplicadas para controlar al PDI. El uso de funciones de satu-
racion anidadas fue posible porque, tanto el PIC como el PDI, se pudieron expresar

en forma aproximada como una cadena de integradores con una perturbacién no lineal.
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Para solucionar la estabilizacién del sistema PEI se propuso una estrategia de con-
trol muy simple basada en el método de Lyapunov y en combinacién con el teorema
de invariancia de LaSalle. La ley de control propuesta garantiza la estabilidad local
y asintotica del sistema en lazo cerrado alrededor del punto de equilibrio inestable,
con una region de atraccion muy grande. La estabilizacién del sistema PMRM se
logréo mediante un controlador proporcional derivativo PD. El diseno de este contro-
lador se basé en el método de Lyapunov tomando en consideracién que el péndulo

esta restringido a moverse tinicamente dentro de un conjunto admisible predefinido.

La efectividad y eficiencia de las leyes de control obtenidas para los cuatro sistemas

no lineales subactuados se verificd mediante simulaciones numéricas.
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Abstract

The present doctoral dissertation is devoted to the application of the Nonlinear
Control Theory to a very important class of mechanical systems known as under-
actuated mechanical systems, characterized for having fewer controllers than degrees
of freedom. From there the difficulties to be able to control them and, for this reason,

they are considered a test bed to verify several control strategies.

The under-actuated systems class object of this dissertation is the one formed by the
inverted pendulums. Particularly, the Inverted Pendulum Mounted on a Cart (IPC),
the Inertial Wheel Pendulum (IWP), the Spherical Inverted Pendulum (SIP) and
the Inverted Pendulum with Moving Mass (IPMM). The main contribution of this
dissertation is the stabilization around the unstable equilibrium point of these four

under-actuated nonlinear system.

The stabilization strategy used for the IPC is based on the model-matching. This
method consists of forcing that the closed-loop system behaves as an Euler-Lagrange
system, where the inertia characteristic matrix is constant. The technique based on
nested saturation functions was used in a second stability solution for the IPC. The
same ideas used in this second solution were applied to control the IWP. The appli-
cation of nested saturation functions was able because, both the IPC and the IWP,
could be approximatively expressed as a chain of integrators with a nonlinear pertur-

bation.
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To solve the stabilization of the SIP system a very simple control strategy was
proposed, based on the Lyapunov method in conjunction with LaSalle’s theorem.
The proposed control law guaranties locally asymptotically stability of the system in
closed-loop around the unstable equilibrium point, with a very large domain of attrac-
tion. The stabilization of the IPMM was accomplished by means of a proportional
derivative controller PD. The design of this controller was based on the Lyapunov
method, taking into consideration that the pendulum was restricted to only move

inside of a predefined admissible set.

The effectiveness and efficiency of the obtained control laws of the four under-actuated

nonlinear system were verified by numerical simulations.



Glosario

Notacion Matematica

R+
R>0
R>0
M(q)

GL

Conjunto de ntimeros reales no negativos.

Matriz simétrica definida positiva.

Matriz simétrica semidefinida positiva.

Matriz uniformemente definida positiva. (Matriz dependiente del
estado ¢ donde los autovalores cumplen \; > ¢, Vi,Vq para una
cierta constante € > 0.)

Matriz que multiplica al vector de control en sistemas del tipo & =
f(z) + Gu.

Matriz cuyas filas son ortogonales a las columnas de G, tal que
G+G =0 y cuyo rango es r = n — rango(G).

Ley de control (vector).

Par de control (vector).

Aceleracion de la gravedad en la superficie terrestre de valor
9,8m/s?.

Matriz identidad de orden n.

Elemento de la fila i, columna j de la matriz M.

Fila i-ésima de la matriz M.

Columna j-ésima de la matriz M.

Vector de coordenadas articulares dado por ¢ = [q1,¢2,- -+ ,qn]" en

un sistema mecanico de n grados de libertad.
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Vector de momentos generalizados dado por p = [p1,pa, - - -
en un sistema mecéanico de n grados de libertad.

Vector gradiente de la funcién escalar f: %, g—q’;, R gT’; !
Elemento k-ésimo de V, f.

Funcion de Lagrange o Lagrangiano.

Véase la seccién 2.3.2.

Véase la seccion 2.3.2.

Funcién de Hamilton de un sistema en lazo abierto.

Matriz de inercia en lazo abierto.

Energia cinética en lazo abierto.

Energia potencial en lazo abierto.

Rango de la matriz A.

Funcién de saturacién lineal.
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Terminologia matematica

Actuador:

Control:

Curva de nivel:

Conjunto de nivel:

Trayectoria acotada:

Conjunto abierto:

Conjunto cerrado:

Conjunto acotado:

Conjunto compacto:

Conjunto conexo:

Error:

Es aquel dispositivo o subsistema que se encarga de
regular la potencia de una planta. La gama de ac-
tuadores que se pueden controlar es muy extensa y
variada. Entre los mas habituales se encuentran los
destinados a producir movimientos (motores y cilin-
dros), los destinados a trasiego de fluidos (bombas) y
los de tipo térmico.

Es la manipulacion indirecta de las magnitudes de un
sistema denominado planta a través de otro sistema
llamado sistema de control.

Lugar geométrico de dimension n - I en el espacio de
estados donde la energia permanece constante.
Lugar geométrico donde una funcién toma valores in-
feriores a una determinada constante.

Trayectoria donde la norma euclidiana del vector ¢
esta acotada.

Conjunto en el que para cada elemento x, existe una
bola de radio r contenida en él.

Conjunto cuyo complemento es un conjunto abierto.
Conjunto donde existe una cota M € R" tal que
|z|| < M para todo elemento x contenido en él.
Conjunto cerrado y acotado.

Conjunto donde para cada par de puntos existe una
sucesién de segmentos que los une plenamente con-
tenida en él.

Es la diferencia entre el valor leido o transmitido por

el instrumento y el valor real de la variable medida.
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Funcién propia:

Linealizacion:

Planta:

Robustez:

Sistema:

Funcién V(z) definida en & tal que los conjuntos
{z € X|0 < V(z) < ¢} son compactos para cada
¢ € R*. Equivale al término radialmente no acotada.
En muchos casos, la proporcionalidad que existe en-
tre la variable de entrada del transductor y su senal
de salida no es lineal. Las no linealidades reales cau-
san errores en los datos medidos, para reducir esos
errores, la salida del transductor se puede linealizar
como parte del proceso de acondicionamiento de senal
analdgica. Para corregir (linealizar) las senales de sa-
lida del transductor se emplean varias técnicas de
linealizacion, incluyendo la modificacién de los cir-
cuitos del transductor o el procesamiento analégico
de la senal del transductor.

Es una parte del equipo o méaquina que se va a con-
trolar.

El grado en el cual un sistema o el componente
pueden funcionar correctamente en la presencia de
entradas invalidas o condiciones no deseadas, a los
sistemas que tienen esta propiedad se les denomina
sistemas tolerantes a fallas.

Los sistemas fisicos en un sentido més amplio, son una
interconexién de componentes, dispositivos o subsis-
temas. Un sistema puede considerarse como un proce-
so en el cual las senales de entrada son transformadas
por el sistema o provocan que éste responda de alguna
forma, lo que da como resultado otras senales como

salida.
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Sistema en lazo abierto:

Sistema en lazo cerrado:

Sistema de control:

Es aquel sistema en el que no hay una realimentacién
de la informaciéon para ajustar y mantener la salida
deseada.

Es aquel sistema en el que hay una realimentacion de
la informacién (por medio de sensores), que permiten
ajustar y mantener la salida deseada.

Es aquel que se encarga de gobernar la respuesta de
una planta sin que el operador intervenga directa-

mente sobre los elementos de salida.



Abreviaturas y acrénimos

CD

EDO
EDP

EL

GL
IDA-PBC

MATLAB
MIMO
PBC
PCH

PEI
PIC

PDI
PMRM
PVTOL

SISO
SPI
SMU

Corriente directa.

Ecuacion diferencial ordinaria.

Ecuacion diferencial en derivadas parciales.

Ecuaciones de Euler-Lagrange.

Grado de libertad.

PBC con interconexién y asignacién de amortiguamiento (Intercon-
nection and Damping Assigmnment-PBC').

MATh LABoratory software.

Sistema de multiples entradas y salidas.

Control basado en pasividad.

Sistema Hamiltoniano Controlado por Puertos (Port-Controlled
Hamiltonian System).

Péndulo Esférico Invertido (Spherical Inverted Pendulum).
Péndulo Invertido sobre un Carro (Inverted Pendulum Cart Sys-
tem).

Péndulo con Disco Inercial (Inertial Wheel Pendulum).

Péndulo con Masa Radialmente Mévil.

Sistema de aterrizaje y despegue de un avién (Planar Vertical Take-
off and Landing).

Sistema de una entrada y una salida.

Sistemas tipo Péndulo Invertido.

Sistema Mecanico Subactuado.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacién

Desde muchas décadas atras hasta la actualidad el desarrollo de técnicas de control
para sistemas mecanicos es uno de los campos de investigacién mas activos en la inge-
nieria, esto debido a que su desarrollo ha permitido crear maquinas automaticas con
un fuerte impacto en areas tales como produccién, almacenaje y supervisiéon de ma-
teriales peligrosos, construccién, tele-operacion y vehiculos auténomos por nombrar
solo algunas. No obstante, las soluciones a problemas existentes no se han agotado
ni problemas nuevos han dejado de surgir por ello la necesidad de desarrollar nuevas

técnicas de control sigue siendo una tarea vigente y en algunos casos urgente.

En esta tesis se aplica la Teorfa de Control de sistemas no-lineales a una clase muy im-
portante de sistemas mecanicos denominados sistemas mecanicos subactuados,’
que se caracterizan fundamentalmente por tener menos actuadores que grados de li-
bertad. En particular, me enfoqué a resolver el problema de estabilizacion alrededor
del punto de equilibrio inestable de algunos sistemas pertenecientes a la familia de
péndulos invertidos, que son una subclase de sistemas subactuados como el Péndulo
Invertido sobre un Carro (PIC), el Péndulo con Disco Inercial (PDI), el Péndulo
Esférico Invertido (PEI) y el Péndulo con Masa Radialmente Mévil (PMRM).

1Una bicicleta o una avién son ejemplo cotidianos de esta clase de sistemas.
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Actualmente existen técnicas de control desarrolladas a finales del siglo pasado para
sistemas completamente actuados? como los robots manipuladores clésicos. Por ejem-
plo, las técnicas basadas en pasividad [46, 31, 158]; la teorfa de Lyapunov [112, 181]
o la linealizacién por retroalimentacién [190, 188]. Desafortunadamente, un sistema
subactuado es considerablemente mas complejo que un sistema completamente actua-
do, por lo que las técnicas usadas para controlar a estos ultimos no pueden aplicarse

de forma directa a un sistema subactuado.

Asi, en los ultimos anos una serie de aplicaciones cientificas, militares e industriales
han motivado a los investigadores ha estudiar los sistemas mecanicos subactuados, con
la finalidad de desarrollar algoritmos de control que estabilicen sistemas como barcos,
vehiculos acudticos, helicopteros, aeronaves, aerodeslizadores, satélites o robots, los
cuales pueden ser considerados como “subactuados”, por alguna de las siguientes

razones:

1. La dindmica del sistema.
2. Reducir el costo en el diseno o por un propédsito practico.
3. Falla en los actuadores.

4. Provocar la creacién artificial de sistemas no-lineales complejos de bajo orden

con el propésito de mejorar el control de sistemas subactuados de alto orden.

Esto ha provocado que las investigaciones se enfoquen en la obtencién de algoritmos
de control para sistemas no-lineales subactuados generales, pero debido a la dificultad
para lograr este objetivo, se ha optado por estudiar sistemas mecanicos mas simples
los cuales son ejemplos representativos en el drea académica y de experimentacién
como el Péndulo Invertido [189]; el Péndulo con Disco Inercial [187]; el Pendubot
[186]; el Acrobot [183]; el Péndulo de Furuta [23]; el sistema bola-viga [170], y el
sistema de aterrizaje y despegue plano de un aviéon (PVTOL) [90].

2Es decir, son sistemas con el mismo nimero de actuadores que grados de libertad.
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Por lo anterior, en este trabajo se desarrollan estrategias de control para los Sistemas
Subactuados tipo Péndulo Invertido (SPI) que consisten en un péndulo situado sobre
una base movil que gira libremente por uno de sus extremos mediante una articu-
lacién,® debido a que la aceleracién del péndulo no puede ser controlada directamente,
los SPI se consideran sistemas subactuados. Estos sistemas mecénicos son una familia
de dispositivos que constituyen un banco de prueba muy completo e interesante en la
Ingenieria de control no-lineal, algunos de los integrantes de esta familia son: el Péndu-
lo Invertido sobre un Carro [20]; el Péndulo con Rueda de Inercia [187]; el Péndulo
Esférico Invertido [15]; el Péndulo de Furuta [72]; el Pendubot [39], entre otros de
interés para los investigadores, debido a que su modelo matematico puede modelar el
comportamiento de sistemas aplicados en la vida real mas complejos, como el control
de cohetes [210]; el modelo del control de posicién de un propulsor primario espacial
para despegues [148]; los robots caminantes de dos pies [102, 217]; el movimiento de
los pies del ser humano [113]; los vehiculos terrestres [200]; los sistemas antisismicos en
construcciones [191, 134], o bien, los sistemas de absorcién de vibraciones mecénicas.
Cabe destacar que el sistema Péndulo Invertido tiene caracteristicas importantes que

lo convierten en un tépico de investigacion muy interesante, resaltando las siguientes:
» Es un sistema multivariable subactuado con dinamicas de movimiento no-lineales.

» El sistema no es linealizable por medio de la relacién de entrada-salida, esto
significa que no podemos encontrar una relacion directa y simple entre la salida

del sistema y la entrada de control [99].

» Elsistema linealizado en lazo abierto presenta las caracteristicas de inestabilidad
y de fase no minima en el punto més alto del sistema [148]. Por otra parte, si
se estudia la energia de sistema no-lineal, su forma representa una punto silla

en el punto de equilibrio inestable demostrando la inestabilidad [57].

= El sistema pierde controlabilidad y otras propiedades geométricas cuando el

sistema cruza la horizontal [128].

3La base mévil puede ser un carro que se mueve a lo largo de una guia rectilinea horizontal bajo
la accién de una fuerza horizontal o un disco que gira libremente en un eje paralelo al eje de rotacién
del péndulo.
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Es importante comentar que estos sistemas tiene un rango de controlabilidad res-
tringido a una pequena vecindad alrededor del punto de equilibrio inestable [165].
Esto hace que muchas leyes clésicas de control no puedan ser completamente llevadas
a cabo [175]. Por ejemplo, en general el problema de seguimiento a una trayectoria
puede ser realizado alrededor de una pequena vecindad del punto de equilibrio in-
estable. Ademas, la mayoria de estos sistemas pierden la controlabilidad en ciertas

regiones del espacio de trabajo y no son robustos en presencia de fuerzas disipativas.

Lo anterior provoca que sea complicado realizar maniobras de control como las que
permitan estabilizar el péndulo alrededor de la posicién de equilibrio inestable y las
relacionadas a la estabilizacién alrededor de érbitas homoclinicas [128, 174, 184]. Sin
embargo, se conoce que el modelo lineal del Péndulo Invertido es localmente contro-
lable alrededor del punto de equilibrio inestable, por lo tanto, el problema de esta-

bilizacién puede ser solucionado utilizando la técnica de desplazamiento de polos [175].

Por consiguiente, lo anterior motiva la necesidad de desarrollar nuevas técnicas de
control aplicadas a sistemas subactuados y en especial a los sistemas tipo Péndulo
Invertido que son uno de los problemas clasicos de sistemas subactuados [20], ya que el
péndulo no recibe directamente ninguna senal de control debido a que toda la accion
es aplicada a la base movil, convirtiéndose en un modelo de referencia para evaluar

un amplia gama de métodos de control no-lineales [72, 54, 118].

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo general

= Proporcionar algunas herramientas analiticas que permitan resolver el problema
de estabilizacién de Sistemas Subactuados tipo Péndulo Invertido (SPI) alrede-
dor del punto de equilibrio inestable tales como el Péndulo Invertido sobre un

Carro, el Péndulo con Disco Inercial y el Péndulo Esférico Invertido.
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1.2.2. Objetivos especificos

= Proponer un controlador estabilizador capaz de llevar el Sistema del Péndulo
Invertido sobre un Carro alrededor del punto de equilibrio inestable, evitando la
necesidad de resolver el conjunto de ecuaciones diferenciales de las condiciones

de ajuste que en general son muy complejas [26, 32, 33].

= Desarrollar un controlador que estabilize al Sistema Péndulo Invertido sobre
un Carro alrededor del punto de equilibrio inestable por medio de un control
por funciones de saturaciéon anidadas sin que sea necesario tener una funcién

candidata de Lyapunov para todo el sistema.

= Resolver el problema de estabilizacién del Péndulo con Disco Inercial por medio
del método de control por funciones de saturaciéon anidadas, considerando la
presencia de fuerzas disipativas en la coordenada no actuada, ya que estas tien-
den a desestabilizar la solucién en lazo cerrado especialmente en la posicion

superior [78, 209].

= Solucionar la estabilizacién del Péndulo Esférico Invertido alrededor del punto
de equilibrio inestable utilizando el método de Lyapunov caracterizado porque

el dominio de atraccion puede ser tan grande como se desee.

= Proponer un controlador asintético estabilizador para atenuar las vibraciones en
un sistema mecanico subactuado no-lineal sin friccion, el cual esta restringido
a moverse dentro de un conjunto admisible predefinido. El sistema mencionado
representa una version simplificada de la dindmica de edificios rigidos restringi-

dos a oscilar en el plano.

1.3. Hipodtesis

Partiendo de la idea de que los sistemas tipo Péndulo Invertido (tales como el
Péndulo Invertido sobre un Carro y el Péndulo con Disco Inercial) pueden expresarse

como una cadena de integradores con una perturbacion no-lineal, permitird proponer
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una estrategia de Control basado en funciones de saturacién anidadas.

Por otra parte, si el sistema Péndulo Invertido sobre un Carro en lazo cerrado puede
ser forzado a comportarse como otro sistema no-lineal con ciertas propiedades de es-
tabilidad, entonces sera posible utilizar el ajuste de modelo.

Ademas, en el caso del Péndulo Esférico Invertido, si se puede encontrar un funcién
definida positiva, tal que su derivada sea semi-definida negativa entonces existe la

posibilidad de obtener una ley de control que estabilice el sistema.

Como consecuencia, resolveremos el problema de estabilizacién de sistemas tipo Péndu-
lo Invertido alrededor del punto de equilibrio inestable por medio de diversas técnicas
de control.

Las siguientes consideraciones seran tomadas en cuenta para proponer las estrategias

de control.

1. El Péndulo Invertido sobre un Carro y el Péndulo Esférico Invertido se pueden
mover unicamente por encima del plano horizontal, es decir es valido para va-

lores de angulo entre —m/2 y 7/2.

2. Se debe considerar que el desplazamiento del carro o la base son acotados, es de-
cir, estan restringidos a moverse en cierta region definida por las caracteristicas

fisicas del sistema.

3. En el Péndulo con Disco Inercial, el angulo del péndulo puede variar de —7 a

.

4. Ademas, se considera la presencia de una fuerza disipativa en la coordenada no

actuada del Péndulo con Disco Inercial.
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1.4. Planteamiento del problema

En este trabajo abordamos el problema de estabilizacién de Sistemas tipo Péndulo
Invertido (SPI), el cual consiste en estabilizar el sistema alrededor del punto de
equilibrio inestable bajo la suposicién que el sistema esta inicializado dentro de su

dominio de atraccion.

Se establece a partir del objetivo planteado una metodologia a seguir como se muestra

a continuacion:
1. Estudio y obtencién del modelo matematico del sistema mecanico.
2. Analisis de las caracteristicas dindmicas del modelo obtenido.
3. Diseno de los algoritmos de control.
4. Simulaciéon numérica de los algoritmos de control.

5. Evaluacién de las estrategias de control tomando como referencia los resultados

de las simulaciones numéricas.

1.5. Contribuciones

La principal aportacion del presente trabajo es proporcionar herramientas analiticas
que permitan solucionar el problema de establizacion de Sistemas tipo Péndulo Inver-

tido (SPI) alrededor del punto de equilibrio inestable.
Para lograr lo anterior, se proponen diferentes estrategias de control. A continuacion
los aportes mas relevantes de cada una:

1. Ajuste de modelo (Model Matching)

a) Desarrollar un ajuste de modelo (Model Matching) para obtener un contro-
lador que lleve el Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro a su posicién

de equilibrio inestable.
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b)

Presentar una manera sencilla de solucionar las condiciones de ajuste
(Matching Conditions) derivadas de la energia cinética y la energia
potencial de sistema, necesarias para encontrar un controlador que esta-
bilice el Sistema Péndulo Invertido sin tener que resolver un conjunto de
ecuaciones diferenciales muy complejo como lo realizan en otras trabajos

donde se utiliza este enfoque [26, 33, 32, 109].

La estrategia de estabilizacién consiste en forzar al sistema en lazo cerrado
a que se comporte como un sistema Euler-Lagrange, donde la matriz de
inercia es constante. Proponer una matriz de inercia con esta caracteristica
elimina la necesidad de solucionar tres ecuaciones diferenciales no lineales

como lo realizé Gémez-Estern [77].

La estrategia de control propuesta permite que el sistema en lazo cerrado
sea asintoticamente estable localmente y exponencialmente estable local-

mente alrededor del origen.

2. Control por funciones de saturacion anidadas

a)

Presentar un conjunto de transformaciones que permitan aplicar un con-
trolador basada en saturaciones anidadas para solucionar el problema de
estabilizacién del Sistema Péndulo Invertido, asi como del Péndulo con

Disco Inercial.

Esta técnica permite proponer un controlador estabilizador sin que sea
necesario tener una funcién candidata de Lyapunov para el sistema com-

pleto.

El analisis de estabilidad del sistema completo es sencillo comparado con

el que se realiza en otros trabajos [127, 149].

Ademas, el controlador propuesto permite que los sistemas en lazo cerrado
sean asintoticamente estables de forma global y exponencialmente estables
de forma local alrededor del punto de equilibrio inestable o posicién vertical

inestable.
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e) Fisicamente, la estrategia de control consiste en llevar el péndulo cerca de

la posicién invertida y mover gradualmente el carro o el disco al origen.

3. Control basado en el método de Lyapunov

a) Desarrollar una ley de control que estabilice al Sistema Péndulo Esférico

Invertido alrededor del punto de equilibrio inestable.

b) Proponer una metodologia para obtener una funcién de Lyapunov definida

positiva cuya derivada sea semi-definida negativa (disipativa).

c¢) La ley de control propuesta garantiza la estabilidad local y asintética del

sistema en lazo cerrado.

d) Ademis, el sistema en lazo cerrado tiene una regiéon de atraccién que puede
ser tan grande como se desee para cualquier posicién inicial por encima del

plano horizontal.

Como una motivacién del estudio de los sistemas tipo péndulo invertido; una
aportacion adicional de este trabajo, es proponer una solucion sencilla al problema
de atenuacién de vibraciones de un péndulo invertido sin friccién con masa moévil,
utilizado el enfoque basado en Lyapunov para estabilizar asintéticamente el sistema®
bajo la suposicién de que el sistema es inicializado en su dominio de atraccién. La
estrategia de control propuesta explota las propiedades fisicas del sistema original
que se utilizan para moldear la energia total del sistema en lazo cerrado. En lo que se
refiere a la aplicabilidad de la ley de control propuesta, el modelo no lineal presentado
es una versiéon simplificada de la dindmica de edificios rigidos, restringidos a oscilar
en el plano (excitaciones externas). Siendo un problema interesante la atenuacién
de los efectos provocados por perturbaciones desconocidos (fuerzas sismicas) en las

estructuras civiles por medio de un control activo.

4El péndulo estd anclado al pivote, por medio de un resorte torsional, que mantiene el sistema
en la posicién vertical estable, como consecuencia el sistema es estable en el sentido de Lyapunov.
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1.6. Limites y alcances

Este trabajo esta enfocado a desarrollar leyes de control estabilizadoras para los

Sistemas tipo Péndulo Invertido (SPI).

El alcance del presente trabajo de investigacion se limita, a los Sistemas tipo
Péndulo Invertido por ser considerados problemas cldsicos de sistemas subactuados,
ya que el péndulo no recibe directamente ninguna senal de control. Es importante co-
mentar que por medio de simulacion computacional se observard el desempeno de las
estrategias de control propuestas en esta tesis usando la plataforma de MATLAB™,
los objetivos y alcances de este trabajo no contemplan el desarrollo de una plataforma
virtual o una implementacion de las estrategias en un sistema real debido a que no
se cuenta con dicho sistema, por lo tanto, se da la pauta a una serie de lineas de
wnvestigacion futuras destinadas primordialmente a la extension de los razonamientos

teoricos aqui expuestos y a perfeccionar los resultados.

1.7. Estructura de la tesis

Este trabajo consta de ocho capitulos complementados con cuatro apéndices. En
este primer capitulo se ofrece una exposiciéon de motivos y las contribuciones del

trabajo.

El capitulo 2 muestra de manera general los antecedentes historicos de la Teoria de
Control, asi como una revision del estado del arte del estudio de sistemas subactuados
y en particular de los Sistemas tipo Péndulo Invertido resaltando las técnicas de con-
trol que se utilizan en las aportaciones de la tesis. Ademas, se presentan formalmente

los fundamentos tedricos necesarios para la comprensién del texto subsiguiente.

El capitulo 3 presenta los conceptos de los sistemas Euler-Lagrange, asi como la

definicion, caracteristicas y ejemplos de los sistemas subactuados.
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El capitulo 4 muestra el control de un sistema mecanicos subactuado simple emplean-
do el método de ajuste de modelo. Se presenta el método con rigor tedrico y se aplica
a la resolucién del problema ampliamente conocido en la comunidad del control como
Péndulo Invertido sobre un Carro. Se aporta una manera sencilla de solucionar las
condiciones de ajuste (matching conditions), con las cuales se encuentra la ley de
control que estabiliza el sistema en el punto de equilibrio inestable. Lo expuesto en

este capitulo ha dado lugar a una serie publicaciones [7, 11].

El capitulo 5 estd dedicado a la estabilizacion de los sistemas subactuados Péndulo
Invertido sobre un Carro y Péndulo con Disco Inercial por medio de funciones de
saturacion anidadas. Esta técnica parte de la idea de expresar el sistema como una
cadena de cuatro integradores con una perturbacién no-lineal para posteriormente
proponer un controlador. Los resultados de este capitulo han sido publicados [8] y

dieron la pauta para un articulo en congreso [14].

En el capitulo 6 se presenta la estabilizacién del Sistema Péndulo Esférico Invertido
por medio del método de Lyapunov y el teorema de LaSalle. Lo expuesto en este

capitulo dio lugar a una publicacién [84].

El capitulo 7 aborda el problema de control de vibraciones mecanicas de un sistema
no-lineal subactuado mediante el enfoque de Lyapunov, para obtener un controlador
que estabilice asintéticamente el sistema. Los resultados de este capitulo han sido

publicados en un articulo de congreso [4].

En el siguiente capitulo se muestra conclusiones del trabajo de investigacion y se

exponen algunas posibles lineas de investigacién posteriores a esta tesis.

El apéndice A describe como se obtienen los modelos matematicos del Sistema Péndu-
lo Invertido sobre un Carro, Péndulo con Disco Inercial y Péndulo Esférico Invertido

utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En el apéndice B se muestra el procedimiento de como realizar la linealizacion parcial

por retroalimentacién.



12 Capitulo 1. Introduccién

En el apéndice C se detallan los procedimientos de las pruebas de los Lemas que en

los capitulos anteriores se presentan, asi como un comentario del capitulo 4.

El apéndice D muestra las publicaciones en revistas y congresos derivadas del trabajo

de tesis.



Capitulo 2

Estado del Arte

2.1. Antecedentes historicos de la Teoria

de Control

La teoria de control ha desempenado un papel vital en el avance de la ingenieria
y la ciencia. Hoy en dia es parte importante e integral en los procesos industriales y
de manufactura. Por ejemplo, en el diseno de los sistemas de pilotos automaticos en
aeronaves y la construccion de automéviles. También es esencial en las operaciones
industriales para el control de variables fisicas como presién, temperatura, humedad,

viscosidad y flujo para mantener un desempeno éptimo en los procesos productivos.

Entonces, para iniciarse en el estudio de un area la mejor manera de entenderla es
examinar su evolucién y los motivos para su existencia. Enseguida mostramos una

breve revisién histérica del control automatico.

Una interesante trabajo que muestra el panorama historico de la teoria de Control
fue escrito por O. Mayr en 1970 [139], el cual describe detalladamente el control de
diversos mecanismos utilizados en la edad media, asi como otros creados hace 300
anos. A continuacién, se describen algunos de los trabajos mas significativos en el
area de control automatico que han tenido un impacto relevante en desarrollo de la

disciplina.

13



14

Capitulo 2. Estado del Arte

Ano

Propuesto

Descripcién

1788

1868

1877

James Watt

J. C. Maxwell

E.J. Routh!

Desarrollé el regulador de velocidad centrifugo para el con-
trol de velocidad de una maquina de vapor.

Se le atribuye realizar el primer estudio de estabilidad
en control automatico en su articulo denominado “On
Governors” [138], en el cual desarrollé las ecuaciones diferen-
ciales del regulador centrifugo de Watt y linealizando dichas
ecuaciones cerca del punto de equilibrio, encontro la ecuacion
caracteristica del sistema, permitiéndole estudiar el efec-
to que tienen los parametros del sistema en la estabilidad
mostrando que el sistema es estable si las raices tienen parte
real negativa. Maxwell encontré solo resultados satisfactorios
en sistemas hasta de tercer orden.

Este investigador propuso una técnica numérica para deter-
minar cuando la ecuacién caracteristica del sistema tiene
raices con parte real negativa (estables) sin tener que ob-
tenerlas por medio de factorizacién, conocido como Crite-
rio de estabilidad de Routh en un ensayo denominado
“Tratado sobre la estabilidad de un estado de movimiento
dado” (A Treatise on the Stability of a Given State of Mo-
tion) [167]. Este criterio de estabilidad sélo se aplica a los
polinomios con una cantidad finita de términos. Cuando se
aplica el criterio a un sistema de control, la informacién so-
bre la estabilidad se obtiene directamente de los coeficientes

de la ecuacion caracteristica.

Cont...

'E.J. Routh fue ganador del premio Adams en 1877 por su criterio de estabilidad.
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Ano

Propuesto

Descripcién

1893

1895

A. M. Lyapunov

A. Hurwitz

El trabajo de Lyapunov se considera uno de los mas rele-
vantes en la Teoria de Control, su estudio estuvo basado en
la ecuacion no-lineal de movimiento y la nocion generalizada
de energia [129], incluyendo resultados para ecuaciones dife-
renciales lineales que son equivalentes al criterio de Routh.
Desafortunadamente su trabajo no aparecié en la literatura
de control hasta 1958.

Plante6 una manera de determinar la estabilidad de la
ecuacion caracteristica denominandolo criterio de estabi-
lidad de Hurwitz? [94], que ofrece la condicién suficiente
para que todas la raices tengan parte real negativa. El crite-
rio define una matriz llamada Matriz Hurwitz con los coefi-
cientes de la ecuacién y enuncia el polinomio de la ecuacion
caracteristica tiene raices con parte real negativa si y solo
si los menores principales diagonales de la matriz son todos

positivos.?

Cont...

2El criterio estabilidad Hurwitz es equivalente al de Routh, y en Teoria de Control se denomina
Criterio de Routh-Hurwitz la demostracion de dicha equivalencia se puede encontrar en el libro
de Ingenierfa de Control Moderna del autor Katsuhiko Ogata [148].

3La ecuacién caracteristica que se cumple con el criterio de estabilidad de Hurwitz se le conoce
en Teorfa de Control como polinomio Hurwitz
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Ano

Propuesto

Descripcién

1932

1940

H. Nyquist

H. W. Bode

Nyquist desarrollé la Teoria de Regeneracion para el diseno
de amplificadores estables derivandose el eriterio de esta-
bilidad de Nyquist [147], el cual se basa en un teorema de
la teoria de variable compleja. El criterio de Nyquist deter-
mina la estabilidad de un sistema en lazo cerrado a partir de
la respuesta en frecuencia en lazo abierto y los polos en lazo
abierto, este criterio es 1til en la ingenieria de control, debido
a que permite determinar graficamente la estabilidad del sis-
tema en lazo cerrado a partir de las curvas de respuesta en
frecuencia en lazo abierto sin que sea necesario determinar
los polos en lazo cerrado.

Hendrik Wade Bode uso las graficas de respuesta frecuencial
de magnitud y fase de una funcién compleja e investigo la
estabilidad en lazo cerrado usando las nociones de margen de
ganancia y fase [41]. En 1945 aparecen los detalles completos
de su trabajo en el libro “Network Analysis and Feedback
Amplifier Design”[42].

Cont...
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Ano

Propuesto

Descripcién

1948

1957

1958

W. R. Evans

R. Bellman

L. S. Pontryagin

Propuso otro enfoque para disenar sistemas de control. Evans
trabajo en el area de control y guiado de aviones en donde
se dio cuenta que la utilizacién de métodos frecuenciales era
muy compleja, por lo cual se vio en la necesidad desarrollar
técnicas y reglas para encontrar la raices de la ecuacion ca-
racteristica de una manera grafica [58]. A este método se le
conoce como método lugar de las raices, y en él se re-
presentan las raices de la ecuacién caracteristica para todos
los valores de un parametro del sistema. El método debe su
nombre al lugar de las raices del polinomio caracteristico del
sistema en lazo cerrado cuando un determinado parametro
(por lo general la ganancia) varia de cero a infinito. Dicho
grafico muestra de manera clara la contribucién de cada polo
o cero en lazo abierto a las posiciones de los polos en lazo
cerrado.

Bellman aplico la programacion dinamica al control éptimo
de sistemas discretos demostrando que la manera natural
de solucionar el problema de control éptimo es por retrasos
en el tiempo. Su procedimiento resulté en esquemas en lazo
cerrado generalmente no lineales [29)].

Desarroll6 el principio mazrimo de Pontryagin, el cual solu-
ciona el problema de control partiendo del calculo variacional

desarrollado por L. Euler (1707-1783)[163].

Cont...
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Ano Propuesto Descripcién
1960 | R. E. Kalman Kalman y sus colaboradores publicaron una serie de articulos

de gran relevancia. En el primero hizo piblico el trabajo de
Lyapunov sobre control de sistemas no lineales en el dominio
de tiempo [105]. Ademds, abordé el tema de control éptimo
proporcionando el diseno de las ecuaciones para el Regulador
Cuadrético Lineal (LQR) [103]. Otros trabajos interesantes
fueron el filtrado 6ptimo y la teoria de estimacién en los
cuales proporcioné el diseno de las ecuaciones para el filtro

de Kalman discreto [104] y posteriormente desarrolld el filtro

de Kalman continuo [106].

Tabla 2.1: Panorama histérico de la Teoria de Control

Todas las técnicas previamente descritas que involucran conceptos relacionados con
métodos basados en frecuencia corresponden a lo que se conoce como Teoria de
Control Clasica, pero a partir de las nuevas e importantes herramientas tedricas
que R. E Kalman y otros investigadores introdujeron a principios de los anos 60’s
del siglo pasado se dio el paso a una nueva era en la Teoria de Control que se ha
denominado Teoria de Control Moderna, cuyo diseno es realizado en el dominio
del tiempo y su método principal es el modelo en espacio de estado, el cual permite
representar sistemas de miltiples entradas y salidas (MIMO por sus siglas en inglés)
como un sistema de una entrada y una salida (SISO) y sus herramientas principales

son el dlgebra lineal y matrices.

Cabe resaltar que la Teéria de Control Moderna dio la pauta para que se generaran
diversas ramas del Control Automaético como son: Control Lineal [53], Control No li-

neal [97], Control Optimo [207], Control Robusto [51], Control Adaptable [21], Control
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Jerarquico * y Control Inteligente ®

Por lo anterior, el interés de los investigadores aumenté dando lugar a nuevas dis-
ciplinas como la Mecatrénica® y debido al répido avance en la informética y las
comunicaciones, hoy dia se ofrecen oportunidades sin precedentes para que el campo

" como las que se han realizado en 4reas diferen-

de control amplié sus contribuciones,
tes a la ingenierfa como sistemas bioldgicos [178, 179, 180], aplicaciones biomédicas

[75, 208, 28] y sistemas socieconémicos [44, 132, 204, 49].

2.2. Control de Sistemas No lineales

En esta seccidn se presenta una revision de algunas investigaciones realizadas en
control de sistemas subactuados que son sistemas que poseen menor cantidad de
entradas de control (actuadores) que grados de libertad. Y de manera particular
se presentan algunos trabajos dedicados al control de sistema tipo péndulo invertido,
que son tema central de este trabajo. Por lo tanto, el enfoque principal de esta tesis es
la sintesis de controladores para estabilizar sistema tipo péndulo invertido y asi lograr

una contribucion al estado del arte en este tema.

Por tanto, la aportacion de este trabajo consiste en estudiar y desarrollar técnicas de
control no lineal para resolver el problema de estabilizacion del sistema subactuado

tipo péndulo invertido alrededor del punto de equilibrio inestable.

4Un sistema de control jerdrquico es una forma de sistema de control en el cual un conjunto
de dispositivos y software toman la forma de un arbol en donde cada nodo opera por separado,
realizando tareas de un nodo superior, ordenando las tareas de sus nodos subordinados, enviando
senales resumidas a su nodo superior y recibiendo senales de sus nodos subordinados. Las hojas de
los nodos son sensores o actuadores.

5 Abarca diversos tépicos de inteligencia artificial para controlar un sistema dindmico como redes
neuronales, 16gica difusa, algoritmos genéticos, cémputo evolutivo, entre otras.

6La Mecatrénica surge de la combinacién sinérgica de distintas ramas de la ingenierfa, entre las
que destacan la mecanica, la electrénica, la ingenieria de cémputo y los sistemas de control. Siendo su
principal propésito el andlisis y disenio de productos, y los procesos de manufactura automatizados.

"Un informe que presenta las conclusiones y recomendaciones de los nuevos desafios y oportu-
nidades que afronta la comunidad de Control, se presenta en el libro “Control in an Information
Rich World Report of the Panel on Future Directions in Control, Dynamics, and Systems”[22].
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Para lograr este resultado es importante comentar los siguientes temas:

1. Control de Sistemas No lineales Subactuados.
2. Control del Sistemas Subactuado tipo Péndulo Invertido.
3. Método de control por moldeo de energia.

4. Control de sistemas por funciones de saturacién anidadas.

En seguida, presentamos el estado del arte de cada uno de los temas mencionados.

2.2.1. Control de Sistemas No lineales Subactuados

Los sistemas subactuados estan compuestos por una amplia gama de sistemas
mecanicos. Por ejemplo, robots moviles no holonémicos, robots bipedos, vehiculos
submarinos, manipuladores con estructura flexible, misiles, satélites de comunica-
ciones, etc. [185]. El término subactuado se refiere a que no todas las uniones o
grados de libertad (GL) del sistema tienen un actuador o son directamente contro-
ladas. Por lo tanto, los investigadores han puesto bastante atenciéon a los problemas
de control asociados con sistemas subactuados y han propuesto diversas estrategias de
control para resolverlo tales como, control por back-stepping [171], control basado en
energfa o pasividad [63, 128], control adaptable [107], control difuso [116] o inteligente

[47], control hibrido [66], control por modos deslizantes [211], entre otras.

Existe una extensa literatura de investigacién dedicada a este tipo de sistemas [59].
Para una introduccién al problema y una clasificacion interesante desde el punto de
vista de posibles estrategias para la solucién de sistemas subactuados se recomienda
revisar [152, 203, 185]. Otros trabajos en los cuales se presentan diversas estrategias
de control aplicadas a los sistemas subactuados, se pueden encontrar en [39, 2, 85,

76, 30, 119].

En la practica un pequeno conjunto de sistemas subactuados ha cobrado gran po-

pularidad por el desafié que representan, para los que existe una amplia gama de
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controladores en la literatura. Evidentemente hay una infinidad de ejemplos inexplo-
rados, tantos como queramos idear para lo cual las técnicas existentes se muestran
insuficientes. A continuacién, comentaremos algunas investigaciones efectuadas para
solucionar problemas relacionados con el control de sistemas subactuados que han
tenido un impacto considerable en las dreas educativas y de invetigacion. Como primer
ejemplo podemos mencionar que M. Spong [182, 183, 184] presenta una excelente in-
troduccién al sistema Acrobot & utilizando la linelizacién parcial por retroalimentacién
(ver apendice B). Otro trabajo interesante para este sistema es el propuesto por Yan
Zheng et. al. [216], el cual desarrolla una ley de control difusa de estructura varia-
ble que utiliza la teoria de Lyapunov para garantizar estabilidad asintética global.
También [47] presenta un esquema de control inteligente para resolver el problema
de trasladar de la posicién colgante hasta la posicién invertida del Acrobot, asi como
el de mantener el sistema en la posicion inestable cuando inicia muy cerca de esta

posicién. Otro trabajos dedicados al control de este sistema se pueden encontrar en

[43, 88, 91, 164).

Para un sistema similar al anterior denominado Pendubot, [186] presenta el diseno
y control del sistema usando conceptos tales como linealizacion parcial por retroali-
mentacion, dindmica cero y se comenta su uso con fines eductivos. Fantoni et. al. [63]
proponen un algoritmo de estabilizacién considerando las propiedades de pasividad
del pendubot y utilizan métodos basados en energia para disenar la ley de control.
Ademas, el analisis de convergencia se realiza por medio de la Teoria de Lyapunov.
Un sistema subactuado muy interesante es el Péndulo de Furuta (péndulo rotacional)
desarrollado por K. Furuta en el Instituto Tecnolégico de Tokio. Algunos trabajos re-
levantes sobre el control de este sistema se comentan enseguida. En 1992, Furuta et.
al. [72] propusieron un controlador que utiliza el método de control por retroalimen-
tacién del seudo-estado. En 1996, Iwashiro et. al. [98] consideraron el uso de métodos
basado en energia para controlar el sistema. En 1999, Olfati-Saber [149] propuso una

estabilizacion semi-global para el péndulo invertido rotacional usando controladores

8El Acrobot es robot de 2 eslabones, el cual tiene un actuador en el eslabén 2 (codo).
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de punto fijo. Fantoni et. al. [60] presentan una técnica de control para estabilizar
el sistema en una orbita homoclinica. En [12] se propone un controlador que rea-
liza la estabilizacién y seguimiento de trayectoria utilizando el enfoque de platitud
diferencial. Un trabajo interesante fue el desarrollado en [145], donde se deriva un
controlador usando la idea de que el sistema puede ser representado como un péndu-
lo plano més una fuerza giroscopica. Gordillo et al. [79] proponen una solucién al
problema de trasladar el péndulo de la posicion colgante, hasta la posicion invertida
aplicando el método del gradiente de velocidad de Fradkov [17, 68] para el modelo de
dimensién 4. Ademds, se compara esta ley con la estrategia de Astrom-Furuta [24]
que utiliza un modelo de dimensién 2. En 2006, C. Aguilar et. al. [9] propusieron una

estrategia para estabilizar el péndulo de Furuta utilizando el método de Lyapunov.

Un sistema que ha atraido la atencién de los investigadores es el sistema viga-bola
[153] para el cual existen diversos trabajos en donde se proponen estrategias como el
método por retroalimentacién aproximada desarrollado por Hauser et al. [89], satura-
ciones anidadas pequenas [193] y establizacién por retroalimentacién de salida [196].
Sin embargo, la establizacion del sistema viga-bola por medio de funciones de Lya-
punov se puede encontrar en [170]. El cual estd basado en el trabajo de Mazenc y
Praly presentado en [140]. Otro sistema interesante es el Sistema Oscilador Trasla-
cional con Actuador Rotacional (TORA), el cual fue introducido por primera vez en
[201] y ha sido utilizado como un sistema no-lineal estandar en diversos trabajos con
el propdsito de comparar y realizar pruebas entre diferentes metodologias de con-
trol [48, 100, 108, 197]. Por ejemplo, Escobar et. al. [56] proponen una establizacién
asintdtica global utilizando el moldeo de energia y la inyeccién de amortiguamiento.
En [101] solucionan el problema de establizacién semi-global por retroalimentacién
de la salida y el de seguimiento de trayectoria del sistema TORA, considerando que
el dngulo de la masa y/o la posicién de carro son las salidas. Ademds, en [143] se
presenta un trabajo que incluye una estrategia de control adaptable por medio de

redes neuronales dindamicas.
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El sistema de aterrizaje y despegue de un avién (PVTOL) [90] es otro ejemplo de
sistema subactuado y diversas metodologias para controlar este sistema se pueden
encontrar en la literatura. En 1996, Teel [195] ilustré los resultados del teorema de
pequena ganancia aplicados al sistema PVTOL. Ademas, este teorema proporciona
los formalismos para analizar el comportamiento de sistemas de control que incluyan
saturaciones. También en 1996, Martin et. al [135] propusieron una extension de los
resultados presentados por Hauser [90]. La idea que presentan es encontrar una salida
plana para el sistema dividiendo el problema de seguimiento en dos etapas. En 2000, R.
Olfati-Saber [151] presenta una configuracién de establizacién global para el sistema
de aterrizaje y despegue de un avién (VTOL) con un acoplamiento de entrada fuerte
usando retroalimentacién de estado estatica. Otros métodos utilizados para controlar

este sistema se han basado en el método de Lyapunov [62] y en métodos de control

hibrido [141].

Por otra parte, un sistema subactuado es un ejemplo de sistema mecanico con res-
tricciones no holondémicas de segundo orden [154] que no cumple con la condicién
de Brockett [115] en la cual propone un teorema que proporciona las condiciones
necesarias para que exista una ley de control por retroalimentacién que estabilice
asintéticamente un sistema [45]. Como consecuencia en muchos sistema subactua-
dos es imposible utilizar una ley de control por retroalimentacién para estabilizarlos

alrededor de sus puntos de equilibrio, aunque sea localmente.

Como conclusion, pese a los grandes avances tedricos y experimentales que se han
logrado en los ltimos anos los resultados distan de tener gran generalidad, aunque
existen trabajos que han logrado generalizar los sistemas subactuados en dos tipos:
Uno es la forma normal en cascada introducido por Olfati-Saber [150] en donde mues-
tra un método que transforma el sistema completo en dos subsistemas no lineales,
reduciendo el problema de control del sistema completo, al de controlar cada subsis-
tema. El otro tipo, propuesto por Murray y Sastry [144], proporciona las condiciones
suficientes para convertir por medio de retroalimentacion de estado y transformacién
de coordenadas un sistema no holonémico con dos entradas a una forma de cadena.

Por lo tanto, el estado del arte de sistemas subactuados esta muy lejos de encontrar
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métodos de control que resuelvan toda la gama de esta clase de sistemas, ya que el
desarrollo actual solo ha resuelto cada ejemplo de manera particular. Por lo cual este

trabajo pretende contribuir al estado del arte.

2.2.2. Control del Sistema Subactuado tipo Péndulo

Invertido

Los sistemas tipo péndulo invertido son un conjunto de dispositivos mecanicos
tales como el Péndulo Invertido sobre un Carro [20], el Péndulo con Rueda de Inercia
[187], el Péndulo Esférico Invertido [15], el Péndulo de Furuta [72] que han sido
utilizados en las ultimas décadas por los investigadores como banco de pruebas para

evaluar una amplia gama de métodos de control [18, 19, 34, 205, 109].

Como se ha mencionado, los Sistemas tipo Péndulo Invertido (SPI) estan formados
por un péndulo en el cual uno de sus extremos esta unido mediante una articulacién
a una base mévil lo que le permite girar libremente y, debido a que la aceleracion
angular del péndulo no puede ser controlada, estos sistemas son considerados ejemplos

de sistemas subactuados.

Existen basicamente dos problemas relacionados con el control de péndulos invertidos
que se han estudiado. El primero, es el de llevar el péndulo desde cualquier posicién
y en particular de la posicion colgante natural hasta la posicién invertida. A este
problema se le conoce como swing up.? El segundo problema consiste en estabilizar

al péndulo alrededor del punto de equilibrio inestable.

De lo anterior, la aportacion principal que se presenta en esta tesis, consiste en de-
sarrollar técnicas para resolver el problema de estabilizacion de algunos sistemas del

tipo péndulo invertido alrededor del punto de equilibrio inestable.

A continuacién, comentaremos el estado del arte de algunas investigaciones que se

han realizado al Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro, al Péndulo con Disco

9Por su denominacién en inglés
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Inercial, asi como al Péndulo Esférico Invertido que son los sistemas que se abordan

en este trabajo.

Comenzaremos con el Péndulo Invertido sobre un Carro (PIC) que es uno de los
sistemas tipo péndulo invertido mas estudiados y consiste en un péndulo que gira
libremente por uno de sus extremos mediante una ariculacion situada sobre un carro
que se mueve sobre una guia rectilinea por la accién de una fuerza horizontal. Ini-
cialmente, en los anos 60’s del siglo pasado se podia observar el Péndulo Invertido
sobre un Carro en los laboratorios de control de las universidades mas prestigiadas
[20]. La demostracion consistia en situar de manera manual el péndulo en la posicién
vertical invertida y soltarlo para que de manera auténoma, retroalimentando su posi-
cion, continuara en la posicién invertida mediante la adecuada actuacion del carro.
Por ser este un problema de carédcter local, inicamente se utilizan métodos lineales
para resolver este problema, como por ejemplo, la técnica de desplazamiento de polos

[85).

Existe en la literatura una amplia gama de trabajos dedicados ha resolver el pro-
blema de control del Péndulo Invertido sobre un Carro. Por lo que, a continuacion,
mencionamos algunos trabajos interesantes que han estudiado este problema. Wei et.
al. en [202] presentan una estrategia de control que descompone en etapas la manera
de llevar el péndulo desde la posicion de equilibrio estable inferior a la posicion de
equilibrio inestable superior, tomando en cuenta que el movimiento horizontal del
carro esta restringido. Chung y Hauser [54] proponen una ley de control no-lineal
para regular la posicion del carro y la energia de oscilacion del péndulo, obteniendo
como resultado un sistema en lazo cerrado que posea una orbita peridédica localmente
estable. En 1996, Fradkov [67] propuso una estrategia de control para las oscilaciones
no lineales, en particular este método puede ser aplicado para estabilizar el péndulo
invertido. Mazenc y Praly presentan una ley de control que consiste en agregar in-
tegradores, la cual es usada en la estabilizacién del péndulo invertido en la posicion
de equilibrio inestable, cuando éste se encuentra por el encima del plano horizontal
[140]. En 1999, Olfati-Saber [149] fundamenté su trabajo en la linealizacion parcial

por retroalimentacion para desarrollar un procedimiento de estabilizacién global o
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semiglobal (fized point backstepping) el cual se aplicd para estabilizar el sistema en
un punto de equilibrio sobre el plano superior. En contraste con los autores anteriores,
Fantoni y Lozano [59] proponen un enfoque de control muy sencillo comparado con
otras estrategias de control, debido a que sélo considera la energia total del sistema
llevando al péndulo a una orbita homoclinica mientras el desplazamiento del carro
converge a cero. Por otro lado, en 2003 Salas et. al. [169] disenaron una ley de con-
trol utilizando técnicas de control no-lineal basadas en forwarding [170], provocando
que la posicion superior del péndulo invertido pase a ser asintéticamente estable para
condiciones iniciales que estén dentro de un dominio de atraccién predeterminado.

C. Aguilar et. al. [6] proponen una funcién candidata a Lyapunov para disenar un
controlador que permite obtener un sistema en lazo cerrado asintéticamente estable
localmente alrededor del punto de equilibrio inestable. Un trabajo recientemente pu-
blicado presenta una solucién a los dos problemas de control del péndulo invertido
por medio de una tnica entrada de control. Teniendo como caracteristica que al tener

una sola ley, se evita la necesidad de realizar una comutacién entre distintas leyes [80].

Otros enfoques que se han utilizado para resolver la estabilizacién del Péndulo In-
vertido sobre un Carro son los basados en légica difusa y redes neuronales. Como
por ejemplo, S. Horikawa et. al [92] proponen un controlador difuso para el péndu-
lo invertido utilizando redes neuronales difusas que son capaces de identificar au-
tométicamente las reglas difusas. En [131] se presenta un controlador difuso usando
retroalimentaciéon visual permitiendo observar que es posible controlar el sistema por
medio de logica difusa y retroalimentacién visual. Un trabajo donde se utiliza una red
neuronal back-propagation como controlador para estabilizar el péndulo invertido se
presenta en [96]. Otros trabajos interesantes que utilizan los métodos libres de modelo

pueden revisarse en [16, 142, 136].

Como comentario adicional, el Péndulo Invertido sobre un Carro es un sistema que ha
tenido una repercusion importante en la educacion, siendo utilizado como base para
el desarrollo de herramienta software/hardware destinada al estudio de sistemas de

control [73, 146], asi como el desarrollo de un vehiculo basado en la estabilizacién de



2.2. Control de Sistemas No lineales 27

un péndulo invertido, en el cual se prueban diversas estrategias de control con fines

educativos [200].

A continuacién, mencionaremos algunos trabajos de otro sistema que se aborda en
esta tesis denominado Péndulo con Disco Inercial (PDI)! introducido por M. Spong
[187]. Este dispositivo esta constituido por un péndulo unido a un disco giratorio en
uno de sus extremos, el cual gira libremente sobre un eje paralelo al eje de rotacién
del péndulo. El disco es accionado por un motor de corriente directa (CD), mientras
que el péndulo es subactuado. El torque del motor produce una aceleracién angular

del disco, lo que genera un torque de acoplamiento en el eje del péndulo.

En [187] se presentan un esquema de control basado en métodos de energia para
resolver el problema de traslacién desde la posicion mas baja, hasta la posicion inver-
tida del sistema Péndulo con Rueda de Inercia, permitiendo mantener el sistema en la
posicién inestable cuando inicia su movimiento muy cerca de dicha posicion, ademas,
se muestra que este sistema es linealizable por retroalimentacién con respecto a una
salida, suponiendo que el angulo del péndulo se encuentra encima del plano superior.
Olfati-Saber [151] transforma la dindmica del sistema en un sistema no-lineal en cas-
cada mediante un cambio de coordenadas globales, para proponer una estabilizacién
asintética global alrededor del punto de equilibrio superior. Fantoni y Lozano [59]
presentan una estrategia con la cual solucionan la oscilacién y balanceo del péndulo
alrededor del punto de equilibrio. La estrategia se basa en la energia total del sis-
tema y garantiza la convergencia del péndulo a una orbita homoclinica. En [159], el
método de Control Basado en Pasividad con Interconexion y Asignacion de Amor-
tiguamiento (IDA-PBC) se utiliz para estabililzar asint6ticamente el PDI alrededor
del punto de equilibrio inestable superior. Para lograr lo anterior, se solucionaron dos
condiciones de ajuste que permiten obtener de manera directa el controlador. Cabe
mencionar que en ninguno de los trabajos mencionados se toma en cuenta el efecto

de la fuerza de amortiguamiento en la coordenada no actuada.

10E] péndulo con disco (o rueda) inercial en inglés se denomina Inertial Wheel Pendulum (IWP)
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Para complementar esta seccion mencionaremos algunos trabajos dedicados al control
del sistema Péndulo Esférico Invertido [119], el cual es un miembro mas de la familia
de Sistemas subactuados tipo Péndulo Invertido. Este sistema es una versién mas

general que el péndulo en dos dimensiones.

Para controlar este sistema en el afio 2000, Albouy y Praly [15] disenaron un con-
trolador basado en pasividad para llevar el péndulo a la posiciéon superior con poca
velocidad y cambiar de un controlador no-lineal a uno lineal, para mantener el péndu-
lo en la posicién superior. Bloch et.al. [35] solucionan el problema de estabilizacion
no local por medio de un controlador Lagrangiano. Sin embargo, no garantizan la
convergencia asintotica al origen. Otro trabajo interesante fue desarrollo por G. Liu
et. al. [122] donde se presenta un controlador que es capaz de estabilizar las posi-
ciones angulares del péndulo garantizando la estabilidad local del sistema completo
por medio de saturaciones anidadas. Hoshino et.al. [93] describen la estabilizacion de
un triple péndulo esférico alrededor de la posicién superior usando un manipulador
planar y sensores de visiéon. Para obtener mejores resultados, los autores disenaron
el péndulo y el controlador. En [172], se presenta un nuevo modelo para el péndulo
en tres dimensiones y se soluciona el problema de control, considerando al sistema
como un caso de cuerpo rigido. Ademads, en este trabajo se comentan algunos retos
de investigacion interesantes de este sistema. Otros trabajos interesantes que abarcan
este tépico se pueden encontrar en [124, 120, 123, 121]. En las siguientes secciones de
esta tesis se presentan una serie de desarrollos para solucionar el problema de esta-
bilizacion de algunos sistemas tipo péndulo invertido tales como el péndulo invertido
sobre un carro, el péndulo con rueda inercial y el péndulo esférico invertido alrededor

del punto de equilibrio inestable. Contribuyendo al estado del arte de este tema.

2.2.3. Meétodo de Sintesis de Controladores que preservan la

estructura Lagrangiana/Hamiltoniana

En la literatura de control existen técnicas que permiten estabilizar en el punto

de equilibrio deseado a los sistemas subactuados mediante leyes de control disenadas
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por medio de procedimientos relativamente sistematicos. La idea principal de estos
métodos es buscar una ley de control que transforme el sistema en lazo cerrado origi-
nal en otro sistema mecanico con ciertas propiedades de estabilidad. Es decir, que se
conserve la estructura fisica del sistema. Para lograr la establizacién de sistemas sub-
actuados mediante estos métodos es necesario moldear la energia cinética y energia
potencial del sistema y obtener un sistema en lazo cerrado con una energia modifica-
da. Estos métodos se han basado en la estructura Hamiltoniana y Lagrangiana para

abordar este tipo de problemas.

El método que utiliza los formalismos de Euler-Lagrange fue desarrollado por el
grupo de Marsden, Bloch y Leonard [36] dando pauta para un serie de articulos
(37, 34, 35, 33, 209] y fue extendido por D. Auckly [27, 25, 26], J. Hamberg [86, 87] y
Zenkov (214, 38] denominéndolo Método de Lagrangianos Controlados. La prin-
cipal caracteristica de este método es determinar una ley de control que transforme
el sistema en lazo cerrado original en otro sistema mecanico a partir de solucionar un
conjunto de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) denominadas condiciones de
ajuste (Matching Condition), cuya solucién es una funcién total de energia modifi-

cada, que permite obtener de forma directa dicha ley de control.

Una metodologia similar a la anterior fue desarrollada a principios del afio 2000 por
R. Ortega et. al [162, 161, 159, 77, 156] cuyas ideas se basan en los formalismos de
los Sistemas Hamiltonianos controlados por puertos (port-controlled Hamiltonian),
llamandolo Método de Control Basado en Pasividad con Interconexion vy
Asignacion de Amortiguamiento (IDA-PBC) y su objetivo también es encon-
trar una ley de control que conserve la estructura del sistema a partir de un conjunto
de EDP, con la diferencia que al utilizar la estructura hamiltoniana es posible encon-
trar una gama mas amplia de soluciones a estas EDP, permitiendo encontrar diversas

funciones de energia modificada.

Como comentario adicional, en la literatura se describe de manera clara la equivalencia

entre el método de control basado en pasividad con interconexién y asignacion de
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amortiguamiento y el método de Lagrangianos Controlados [32, 52]. A continuacién,

describiremos brevemente cada uno de los métodos.

A. Método IDA-PBC

El método de sintesis Basado en Pasividad denominado Interconexién y Asig-

nacion de Amortiguamiento [159] o IDA-PBC tiene las siguientes caracteristicas:

1. Esta formulado para la clase de sistemas Hamiltonianos Controlados por Puertos
(PHC), que es una clase que contiene estrictamente los sistemas de Euler-

Lagrange

2. La funcién de energia en lazo cerrado se obtiene al resolver un sistema de
Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP), parametrizadas en términos de las
matrices de interconexion y amortiguamiento, las cuales pueden ser elegidas

cuidadosamente invocando consideraciones fisicas para resolverlas.

Para aplicar el método, considere un sistema subactuado con una funcién energia en

la forma Hamilton descrita como sigue:

1

H(q,p) = §pTM‘1(Q)p +V(q) (2.1)

Donde ¢ € R", p € R", son las posiciones y momentos generalizados respectiva-
mente, M(q) = M(g)" > 0 es la matriz de inercia, y V(q) es la energia potencial. Si
suponemos que el sistema no tiene amortiguamiento natural, entonces las ecuaciones

de movimiento pueden escribirse como

i]_[o &
Y -1, O

La matriz G € R™™ es determinada por el modo en que el controlador u € R"”

v, H
v, H

0

U 2.2
G(q) 22

actua sobre el sistema.
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El método IDA-PBC sigue dos pasos bésicos del Control Basado en Pasividad (PBC)
[158]:

1. Moldeo de energia: esto significa modificar la funcién total de energia del sistema

para asignar el punto de equilibrio (¢*,0).

2. Inyeccion de amortiguamiento para lograr estabilidad asintotica en el sistema.
Ademas, para mantener la interpretacién del mecanismo de estabilizacién se re-
quiere que el sistema en lazo cerrado sea en la forma de Hamiltoniano controlado

por puertos [198].

Enseguida, comentaremos los aspectos mas importantes de este método para un es-

tudio més detallado consultar [159].

En este método se persigue una dinamica en lazo cerrado con funcién de energia de

la forma:

1

Ha(g,p) = 50" My (9)p + Valg) (2.3)

Donde My(q) = Ma(q)" > 0y Vy(q) representan la matriz de inercia y la energfa

potencial en lazo cerrado respectivamente.

Ademas, la dindamica de un sistema Hamiltoniano Controlado por Puertos debe ser

de la siguiente manera.'!

q vV, H,
[.]ZW@M—&MM] ! (2.4)
p Vp}[d
Siendo,
0 MM 0 0
Jd(q7p) = _Jg(q7p) = 1 ¢ ) Rd = RT = -
—M M1 Js(q,p) 0 GK,G

HPara una justificacién analitica y fisica ver [160, 198].



32 Capitulo 2. Estado del Arte

que representan una matriz antisimétrica que permite aumentar los grados de libertad
en el diseno, también llamada de interconexion generalizada y la matriz de disipacion

en lazo cerrado, respectivamente.
Para poder obtener la ley de control que conserve la estructura del sistema, las ecua-

ciones de estado en lazo abierto y cerrado se deben ajustar exactamente. Esto quiere

decir que la ley de control debe calcularse de modo que:

B 0 I,
-1, O

Podemos mencionar que este método presenta dificultades cuando los sistemas son

v, Hy
v, Hy

v, H

u (2.5)
v, H

[ ? ] = [Ja(q,p) — Ra(q, p)]

p

G(q)

subactuados, ya que el conjunto de funciones de Hamilton H; alcanzables en lazo
cerrado es limitado y depende de la facilidad para resolver un sistema de Ecuaciones
Diferenciales Parciales (EDP). Por lo cual, en el caso subactuado existe una matriz
Gt de rango r < n siendo n el nimero de grados de libertad que representa las

direcciones en las que la ley de control no tiene efecto, cumpliéndose que:
G*G =0 (2.6)

es decir, si G es una matriz constante, las filas de G+ forman el niicleo de G.

Si multiplicamos (2.5) por G se obtiene:

v, Hy
v, H,

v, H

G [Jalq,p) — Ra(q, p)] v H

e (2.7)

:GLI 0 I

0
G(q)
Esta ecuacion deben cumplirse para cualquier valor de la ley de control, y por lo
tanto, representa una restriccion en el conjunto de sistemas hamiltonianos alcanza-
bles en lazo cerrado definidos por las matrices (Hy, J4,R;). Como consecuencia, los

pardametros (Hgy, Jq,R4) deben ser seleccionados de tal manera que se cumplan las

ecuaciones de ajuste derivadas de (2.7) y al mismo tiempo representar una dindmica
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en lazo cerrado con las propiedades de estabilidad deseadas.

Entonces, si existe un solucién para las ecuaciones de ajuste obtenidas de (2.7), es
decir, la solucién de (2.2) es igual a la de (2.4), podemos decir que la ley de control

esta dada por:

u=(GTG)Y'GT"(V,H — MyM 'V Hy + JoM;'p) (2.8)

Como conclusién, la esencia de el método IDA-PBC es proporcionar métodos de
calculo para determinar los valores mas adecuados de Hy, J; y Rd, y asi obtener leyes

de control para el ajuste lazo abierto-lazo cerrado.

B. Método de lagrangianos controlados

El método de Lagrangianos Controlados fue introducido por Bloch et.al. [36]

para controlar sistemas subactuados y posteriormente fue extendido y formalizado

37, 34, 86, 35, 33, 27].

Este método es una técnica constructiva para estabilizar sistemas subactuados, en la
cual se modifica el Lagrangiano del sistema original para construir un Lagrangiano
controlado. Definiéndose el Lagrangiano (£) como la diferencia entre la energia cinética
y la energia potencial. Las ecuaciones de Euler-Lagrange derivadas del Lagrangiano
controlado describen al sistema en lazo cerrado, donde los nuevos términos que apare-
cen en las ecuaciones de movimiento permiten determinar las entradas de control.

A continuacién expondremos brevemente sus fundamentos. Dado un sistema mecanico,

descrito por las ecuaciones de Euler-Lagrange

(- ()

Siendo, i= (1,....n).

Donde, eventualmente, algunos de los términos de control u; pueden ser nulos. Suponien-

do que el objetivo es estabilizar el sistema en un punto de equilibrio deseado (¢*, ¢*),
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para lograr lo anterior, el método de Lagrangianos controlados propone una mane-
ra de encontrar un sistema Euler-Lagrange, definido por el Lagrangiano L., tal que

(¢*,¢*) es un punto de equilibrio estable de la dindmica en lazo cerrado.
d (0L, oL, N
< — — i 2.10

Por tanto, este método consiste en encontrar una ley de control u que transforme al

Con, i= (1,....n).

sistema (2.9) en el sistema en lazo cerrado (2.10) a partir de la solucién de un conjunto
de ecuaciones diferenciales llamadas condiciones de ajuste. Esto significa que las

soluciones ¢(t) de las trayectorias del sistema (2.9) sean también las trayectorias de
(2.10).

En [37, 86, 35| se enuncian algunos teoremas que establecen las condiciones que debe
cumplir el conjunto de Lagrangianos controlados, este resultado es conocido como

teorema de ajuste o matching theorem, a continuacion se resume brevemente.

Utilizando la notacién de [86, 37|, los Lagrangianos en lazo abierto y cerrado

toman, respectivamente, la forma

£l0:4) = 5050 ~ V(@ (211)
Lla,d) = 330 V() (212)

donde, g;; y gi; representan los elementos de la matriz de inercia en lazo abierto y
cerrado, respectivamente. En caso de que el sistema presentado en (2.11) sea subac-
tuado implica la existencia de una variedad no nula denominada subespacio de las
direcciones no actuadas (A). La proyeccién en este espacio se representa por Au; = 0
(A =1---m). Empleando los simbolos de Christoffel T, vy f‘;k de las matrices g;; y
Gij [1], y definiendo
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Ty = fé’k — I
hf = gixg"
hl = ging"
Tijr = =h! h'qh'kgpn
donde, ¢ y §" representan las inversas de g;; y gi;, respectivamente. Enseguida,

presentamos los Teoremas de ajuste propuesto por J. Hamberg [86].

Teorema 2.2.1 [Teorema 2.1]Teorema de ajuste (Matching Theorem)

L. estd ajustado (es decir, cumple (2.10) cuando 1i; = 0) si y solo si las siguientes

condiciones se cumplen.

i I _
%gilTjk =0
z .7 BV i OV

Cuando las condiciones anteriores se cumplen, la ley de control en lazo cerrado es de
la forma:
oV ov ,
— W = guThd'd*
dqi g "

Por otro parte, este método también comprende la adiciéon de un término de amor-

U; =

tiguamiento para lograr la estabilidad asintoética de sus puntos de equilibrio, el si-

guiente teorema da las condiciones para cumplir lo anterior.

Teorema 2.2.2 [Teorema 2.2]Teorema de Ajuste Generalizado (Generalized

Matching Theorem)

Se tiene un ajuste generalizado (es decir, U;(q,q)¢" < 0 ) si las siguientes condi-

ciones se cumplen:

symm(Ty; Ny A BAEY =0
ABC

Az h] v A'L v

7 8(1] A 8(11
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donde symm denota la parte simétrica.

Ademas, con el fin de obtener estabilidad asintética del punto de equilibrio inestable
utilizando el método de Lagrangianos controlados y el ajuste generalizado, se debe

asegurar que la energia £ ' tenga un minimo en el punto de equilibrio.

2.2.4. Control por medio de funciones de Saturacion

Anidadas

Esta técnica fue introducida por A. R. Teel para estabilizar una cadena de in-
tegradores lineal y recientemente ha sido utilizado para controlar algunos sistemas
subactuados. Enseguida, ilustraremos de manera breve sus fundamentos, un expli-

cacién més detallada se puede encontrar en [192].

Como primer aspecto, definiremos la funciéon de saturacion como sigue:

Definicién 2.2.1 (Funcion de saturacion lineal)
Dadas dos constantes positivas L, M con L < M, una funcion o : R — R se
denomina un saturacion lineal para (L, M) si es funcidn continua, no decreciente y

satisface:
1. so(s) >0 Vs#0
2. o(s) =0 cuando |s| < L
3. |o(s)| <M VseR

Consideremos un sistema lineal constituido por multiples integradores de la forma:

L.Ulzxg
To =1
S (2.13)
Ty, = U

124 energia E se define como E £ g—(‘;;q'i - L
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La idea fundamental de esta técnica es encontrar una ley de control que estabilice

asintéticamente de forma global el sistema (2.13), derivandose el siguiente teorema

Teorema 2.2.3 Ezxiste una funcion lineal h; : R™ — R tal que, para cualquier con-
gunto de constantes {(L, M)} donde L; < M; para i = 1,...n y M; < % para
i =1,....,n—1, y para cualquier conjunto de funciones {o;} que son saturaciones

lineales para {(L;, M;)}, el control acotado

U= —0p(hn(2) + on1(hn-1(x) + -+ o1 (ha(2))) - --)

dé como resultado una estabilizacion asintdtica global del sistema (2.13)

A continuacion, la demostracion del teorema anterior para una mejor comprension.

Demostraciéon Consideremos la siguiente transformacion de coordenadas y = T'x la

cual transforma el sistema (2.13) en y = Ay + Bu donde A y B son definidas como:

0 1 1
1
A= B =
0 0 1
1
0

donde

i i!
(j ) = )!

y la transformacién inversa se caracteriza por

Tp—i = Z(_l)iﬂ ( Z ) Yn—i

§=0 J
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Entonces, a partir de la siguiente ley de control u

U=—0nYn+0n1(Yn1+--+o(y)) ) (2.14)

se obtiene el siguiente sistema en lazo cerrado

h=ye bty tu
Yo=yYs+: - +yn+u
: (2.15)
Z‘/nflzyn—i_u

Yo = U

Enseguida, consideremos la evolucion del estado y,,, para lo cual se propone la funcién

de Lyapunov V,, = y2, donde su derivada V,, es de la forma:

Vn = =2y, [UN(yn +0n a1 (Yn1+ -t or(yn)) - )]

Entonces, si aplicamos la condiciéon 1 de la definicién 2.2.1, a ¢, y la condicién 3 a
On_1, asi como el hecho que M,,_; < %, entonces V, <0 Vyn & Qn{yn : |yn] < %}
Por consiguiente, existird un tiempo finito en el cual y,, pertenece y permanece en @,,.
Ademas, debido a que el lado derecho de (2.15) es globalmente Lipschiz, los estados

restantes son acotados.

Ahora consideremos la evolucién del estado y,_1. Y observemos que ¥, ahora es parte

de @,, por lo cual el argumento de o, esta acotado por

L,
|Yn + Tpn-1(Yn—1 + -+ 01(v1)) -+ )| < 5 + M1

< Ln

Por tanto, o, opera en la regién lineal como se establece en la condicién 2 de la

definicién (2.2.1). Quedando la evolucién de y,,_; como:

yn—l = _Un—l(yn—l + -+ Ul(yl)) e )
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Utilizando el mismo razonamiento de y, se puede demostrar que y,_1 pertenece y
permanece en el conjunto (Q,,_; después de un tiempo finito. Por tanto, este procedi-
miento puede ser utilizado para mostrar que después de un tiempo finito el argumento
de las funciones o; se comporta como una funcién lineal. Como consecuencia, después

de un tiempo finito, la ecuacion de lazo cerrado tiene la siguiente forma:

%= —4
Yo = —Y1 — Y2
Un=—Y1—Y2— " —Yn
Se puede observar de manera clara que el sistema anterior es exponencialmente estable

después de un tiempo finito.

Cabe comentar, que recientemente el control por funciones de saturacién anidadas
se ha utilizado para solucionar el problema de estabilizaciéon en algunos sistemas
subactuados, tales como: el PVTOL [65, 126, 50, 213], el Péndulo Invertido sobre un
Carro [127, 61], el Péndulo con Rueda de Inercia [213] y el sistema viga-bola [194].

2.3. Fundamentos Teoricos

2.3.1. Estabilidad de Lyapunov

En los sistemas de control una de las interrogantes méas importantes consiste en
saber si el sistema es estable o no, debido a que si el sistema de control es inestable,

tipicamente éste es inutil.

En el siglo XIX, el mateméatico Ruso Mikhailovich Lyapunov introdujo la aproxi-
macion mas util y general para el estudio de la estabilidad en los sistemas no-lineales
en su trabajo denominado “El problema general de la estabilidad en el movimien-
to”(The General Problem of Motion Stability) [129], en el que incluyé dos

métodos para el andlisis de la estabilidad (denominados, Método de linealizacién y
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Método directo). El método de linealizacion describe la estabilidad local de los sis-
temas no-lineales alrededor de un punto de equilibrio a partir de las propiedades de
estabilidad de su aproximacion lineal. Por otro lado, el método directo no se restringe
a un movimiento local, y determina las propiedades de estabilidad del sistema par-
tiendo de la construccion de una funcién escalar de energia examinando su variacion
en el tiempo. En la actualidad, estos métodos son de gran interés en la Teoria de Con-
trol debido a que el método de linealizacion es la justificacion tedrica de la estabilidad
en los sistemas lineales mientras que el método directo es una de las herramientas
méas importantes para el andlisis y diseno de sistemas no-lineales, por lo que ambos

constituyen la Teoria de estabilidad de Lyapunov .

Los resultados presentados en esta seccion son ampliamente conocidos y empleados en
la literatura del control no-lineal [110, 177, 97]. Por lo que el propésito de este apartado
no es presentar un tratado sobre la Teoria de Lyapunov, sino mostrar algunas de las
definiciones y conceptos basicos. Incluyéndose tnicamente con el propdsito de crear

un texto de autocontenido, ya que son esenciales para los desarrollos de esta tesis.

Considérese un sistema auténomo de la forma:

= f(2) (2.16)

donde x € R™. De manera mas general, x denota un conjunto de coordenadas locales
en un espacio m-dimensional X. Ademas, suponemos que f : D — R" es localmente
continua en el sentido de Lipschitz en el dominio D C R", implicando la existencia y

unicidad de soluciones.

Definicién 2.3.1 [E. Stoline, 1991, Definicion 3.2](Punto de Equilibrio)
Un estado x* es un estado de equilibrio (o punto de equilibrio) del sistema si alguna
solucion x(t) es igual a x* y permanece igual a * para todo el tiempo futuro.

Matemdticamente esto significa que el vector constante x* satisface:

0= f(z") (2.17)
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con, f(x) de la forma (2.16)

Lo anterior significa que los puntos de equilibrio se determinan solucionando la ecuacion

algebraica (2.17).

Definicién 2.3.2 [Khalil, 1996, Definicion 3.1]
El punto de equilibrio del sistema (2.16) es:

Estable, si para cada € > 0 hay un 6 = §(e) > 0 tal que:

[z (O[] < 0= [lz(®)} <&, Vi =0

Inestable, si no es estable.

Asintoticamente estable, si el punto de equilibrio es estable y d puede elegirse

tal que:

|z (0)|| < 0= th'mx(t) =0

Exponencialmente estable, si existen dos niumeros estrictamente positivos

independientes del tiempo « y X\ tal que:

lze @) < allz (0)]] ), ¥t >0

en alguna bola B alrededor del origen.
Esto significa que el vector de estado de un sistema exponencialmente estable converge
al origen mas rapido que una funcion exponencial. El nimero positivo A es llamado

razon de convergencia exponencial.

Las definiciones anteriores corresponden a una propiedad local del sistema alrededor
del punto de equilibrio. Por tanto, los conceptos de estabilidad llegan a ser globales

cuando se satisfacen las condiciones correspondientes para cualquier estado inicial.



42 Capitulo 2. Estado del Arte

Método directo de Lyapunov (Definiciones y Teoremas)

El método directo de Lyapunov es una extension matemaética de las observaciones
fisicas, es decir, si la energia total de un sistema mecanico (o eléctrico) se disipa de
manera continua, entonces dicho sistema, ya sea lineal o no lineal, se estabiliza en un
punto de equilibrio, concluyendo que la estabilidad de un sistema se puede determinar
con la variaciéon de una sola funcion escalar.

Las siguientes definiciones y teoremas son parte importante para el estudio de la es-

tabilidad en los sistemas y resumen de manera general el método directo de Lyapunov.

Definicién 2.3.3 [E. Stoline, 1991, Definicion 3.7]

(Funciones definidas o semidefinidas)

Una funcion escalar V(x) se dice localmente definida positiva si V(0) =0y V(z) >0
para x # 0.

De manera similar, V(x) es definida negativa si —V (x) es definida positiva.

Ademas, si V(x) es igual a cero para x # 0, se puede decir que la funcidn es semi-

definida positiva o negativa:

SiV(0) =0y V(x) >0 para x # 0 se le llama semi-definida positiva; de la misma

manera V() es semi-definida negativa, si =V (z) es semi-definida positiva.

Definicién 2.3.4 [E. Stoline, 1991 Definicion 3.8/(Funcion de Lyapunov)

V(z) se llama funcion de Lyapunov para el sistema de la forma (2.16)

» Si en una bola B que contiene el origen, V(z) es definida positiva y tiene deriva-

da parcial continua.

» Sila derivada con respecto al tiempo a lo largo de cualquier trayectoria de estado

del sistema (2.16) es semi-definida negativa, es decir:
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. av oV 19)%
Vi(z) dt ox . ox fla) <0
0 bien,
1% () <0

Los siguientes teoremas pueden ser usados para el analisis de estabilidad local 6 global.

Teorema 2.3.1 [E. Stoline, 1991, Teorema 3.2](Estabilidad local)

Si en una bola B existe una funcion escalar continuamente diferenciable V(x) tal que:
» V(x) sea definida positiva (localmente en B)
» V(2) sea semi-definida negativa (locamente en B)

Entonces, el punto de equilibrio O es estable.
Mas aun, si la derivada V(:p) es definida negativa localmente en B, es decir,

V(zr) <0en B—{0}

entonces, el punto de equilibrio 0 es asintoticamente estable.

Teorema 2.3.2 [E. Stoline, 1991, Teorema 3.3]/(Estabilidad Global)

Supongamos que existe una funcion escalar V' del estado x con primera derivada

continua tal que:
» V(x) es definida positiva
» V(z) es definida negativa
» V(z) — o0 como ||z|| — o0

Entonces, el punto de equilibrio en el origen es asintoticamene estable global-

mente.
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Teoremas de conjuntos invariantes

Krasovskii-LaSalle extendieron el analisis de estabilidad anterior cuando V(z) es
solo semi-definida negativa. El punto central en estos teoremas es el conjunto inva-

riante, el cual es una generalizacion del concepto de punto de equilibrio.

Definicién 2.3.5 [E. Stoline, 1991, Definicion 3.9]/( Conjuntos invariantes)
Un conjunto S es un conjunto invariante para un sistema dindmico si para cada
trayectoria del sistema la cual comienza desde un punto en S permanece en S todo el

tiempo.

Teorema 2.3.3 [Khalil, 1996, Teorema 3.4](Principio de invariancia de LaSalle)
Sea Q un conjunto compacto (cerrado y acotado) con la propiedad de que cada solu-
cion del sistema (2.16) que comienza en 2 permanece en ) todo el tiempo. Sea V:
Q — R una funcion continua y diferenciable tal que V(m) <0 en €.

Sea E el conjunto de todos los puntos de ) donde V(:B) = 0. Sea M el mayor conjunto

imvariante, entonces toda solucion que comienza en ) tiende a M cuando t — oo.

Cuando V' (z) es definida positiva los siguientes dos corolarios son validos exten-

diendo los teoremas de estabilidad.

Corolario 2.3.4 [Khalil, 1996, Corolario 3.1] (Barbashin-LaSalle)

Sea © = 0 un punto de equilibrio de (2.16). Sea V : D — R una funcion definida
positiva, continuamente diferenciable en un dominio D que contiene al origen x = 0,
tal que V() < 0 en D. Sea S = {z € D | V(z) = 0} y supongamos que ninguna
solucion, excepto la trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en S, entonces,

el origen es asintoticamente estable.

Corolario 2.3.5 [Khalil, 1996, Corolario 3.2] (Krasovskii-LaSalle)

Sea x = 0 un punto de equilibrio de (2.16). Sea V : R" — R una funcion definida

positiva continuamente diferenciable y radialmente no acotada, tal que V(x) <0 para
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todo x € R". Sea S = {z € R" | V(z) = 0} y supongamos que ninguna solucion,
excepto la trivial x(t) = 0, puede permanecer idénticamente en S, entonces, el origen

es asintoticamente estable globalmente.

Es importante mencionar que cuando V (z) es definida negativa, S = {0} , entonces

los corolarios 2.3.4 y 2.3.5 coinciden con los teoremas 2.3.1 y 2.3.2 respectivamente.

2.3.2. Pasividad y Disipatividad

Los conceptos que se describirdn enseguida pueden ser estudiados con mayor de-
talle en: [199] para estabilidad L, [198] para pasividad e interconexién de sistemas
pasivos, [157] para control basado en pasividad de sistemas EL, y [125] para sistemas

disipativos.

A. Estabilidad £,

Definicién 2.3.6 (Espacios L,)
Para cada q € {1,2,---} se define L,]0.00] = L, como el conjunto de funciones

medibles 13 f : RT — R que satisfagan

/0 @) < oo

A su vez, Loo]0,00] = Lo consiste en un conjunto de funciones medibles f : Rt —

R acotadas, es decir

sup[f(¢)] <0

teRT

Ademas, se conoce que para estos espacios es posible definir las siguientes normas:

13Una funcién es medible si es el limite punto por punto de una secuencia de funciones constantes
a trozos, excepto un conjunto de medida cero.
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Definicién 2.3.7 (Norma L;)

Para toda funcién f: Rt — R contenida en L, se definen las normas

1
q

1flle = (fZ1F(@0)]edt) " g =1,2,---

[flle = sup [f(#)

t€(0,00)

Asimismo, en el caso del espacio £, la norma esta asociada al producto interior de

dos funciones f, g contenidas en L, definido como

< flg >= / R gyt

de donde se deduce:

1flls =< fIf >7

Por otro lado, para las funciones no acotadas sin tiempo de escape finito se define el

espacio extendido L

Definicién 2.3.8 (Espacios L)

Sea f : RT — R. Entonces, para cualquier T € R* la funcion fr : Rt — R se

define como

t) ,0<t<T
f(t) = f(t) <
0 L, t>T

denomindndose la truncacion de f en el intervalo [0,T].
Para cada ¢ = 1,2,...,00, el espacio L4 consiste en todas las funciones medibles

[ :RT = R tal que fr € L, para todo T con 0 < T < co. Ly se denomina el espacio
extendido de L.

Lo expuesto anteriormente se puede extender trivialmente a funciones f : RT — R

suponiendo la existencia de una norma definida en R”. Los conceptos presentados son
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elementales para las siguientes definiciones de estabilidad £, entrada-salida.

Para representar la dindmica de un sistema haremos uso del concepto mas general,
mapa de entrada-salida. Sea U un espacio lineal m-dimensional con norma ||.||y, e
Y otro espacio lineal p-dimensional con norma ||.||y y considere el espacio de senal
de entrada L, (U) y el el espacio de sefiales de salida L,(Y) junto a una aplicaciéon

entrada-salida
G:Lye(U) = Lye(Y)
u—y = G(u)

Definicién 2.3.9 (Estabilidad L)

Sea un sistema representado por el mapeo G : L,(U) — Ly(Y'). Entonces, se dice

que G es Lg-estable si

u € L,(U)= GU) € Ly(y)

es decir, G aplica el subconjunto L,(U) C L, (U) en el subconjunto L,(Y) C
Lye(Y)

B. Pasividad y Ganancia £,
Considere un sistema descrito en variables de estado de la forma

= f(x,u) ,uelU
y=nhlz,u) ,yey

>

donde x = (21, ..., x,) son las coordenadas locales en una variedad X y U e Y son
espacios lineales, de dimensiones m y p, respectivamente. En el espacio de estados

U x Y de variables externas se define la funcion
s:UXxY

denominada tasa de suministro.
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Definicién 2.3.10 (Disipatividad)
Un sistema en variables de estado ) se dice que es disipativo con respecto a la tasa de
suministro w si existe una funcion S : X — R*, llamada funcién de almacenamiento,

tal que para todo x € X, VYt >ty y todas las funciones de entrada u

S(alt) < Stalto) + [ wlu(t) y0)at (2.18)

to

La desigualdad (2.18) se conoce como desigualdad de disipatividad [200].

Definicién 2.3.11 (Pasividad)

Un sistema en variables de estado > con U =Y = R™ es pasivo si es disipativo
con respecto a la tasa de suministro w(u,y) = uly. > es estrictamente pasivo a la
entrada si existe § > 0, tal que > es disipativo con respecto a w(u,y) = uly — d|ul|®.
> es estrictamente pasivo a la salida si existe € > 0, tal que > es disipativo con
respecto a w(u,y) = uly — elly||>. Finalmente, Y es conservativo si se cumple (2.18)

con el signo de igualdad con respecto a la funcién w(u,y) = u'y.

Definicién 2.3.12 (Ganancia L;) Un sistema en variables de estado . con U =

R™ Y = RP, tiene ganancia Lo < 7y si es disipativo con respecto a la tasa de suminis-

tro w(u,y) = 37*|Jull® = ly||*>. La ganancia Le de " se define como y(3)=inf{y| >
tiene ganancia Lo < v} Se dice que Y tiene ganancia Lo < 7 si existe ¥ < 7, tal que
> tenga ganancia Lo < 7

Existe un resultado fundamental que relaciona la pasividad con la ganancia Ly y se

menciona a continuacion.
Proposicién 2.3.6 Si el sistema > es pasivo estrictamente a la salida, entonces

tiene ganancia Lo finita.

2.3.3. Sistemas No holonémicos

Los sistemas no holémicos son sistemas mecanicos que tienen restricciones de ve-

locidades o aceleracion las cuales no pueden ser integradas.
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Este término fue concebido por Hertz en 1894 [168]. Y los ejemplo mds tipicos son

sistemas 6 vehiculos méviles [38].

A continuacién, comentaremos las definiciones de los sistemas holonémicos y no

holonémicos.

Definicién 2.3.13 [Goldstein, 2001 [74]](Sistemas Holonémicos)

Considere un sistema de coordenadas generalizadas q

supongamos que existen restricciones que limitan el movimiento del sistema. Si las
condiciones de restriccion pueden expresarse como ecuaciones que conectan las coor-

denadas (y posiblemente el tiempo) de la forma
h(q,t) =0 (2.19)

entonces las restricciones se denominan holonomicas, las cuales pueden integrarse

para obtener la derivada de alguna funcion de las coordenadas generalizadas.

Definicién 2.3.14 [Goldstein, 2001 [74]](Sistemas No holonémicos)

Cuando no es posible expresar las ecuaciones de restricciones de la forma (2.19)
se les denomina No holonomicas, esto significa que las restricciones no pueden
expresarse como la derivada de alguna funcion de las coordenadas generalizadas y por

tanto no puede ser resuelta por intregracion.

Por otra parte, podemos mencionar que las restricciones No holonomicas se dividen

en dos tipos:

» Las restricciones no holonémicas de primer orden definidas como restricciones de
las coordenadas generalizadas y sus velocidades, las cuales se pueden encontrar

en los robots moviles.



50 Capitulo 2. Estado del Arte

= Y las restricciones no holonémicas de segundo orden o restricciones de acelera-
cién definidas como restricciones de las coordenadas generalizadas, velocidades

y aceleraciones, las cuales se presentan en los sistemas subactuados.

Enseguida, se muestran ejemplos que ilustran de manera sencilla los conceptos de

sistemas holonémicos y no holonémicos propuestos por Lefeber [115].

Counsidere el sistema

I.'1 = UT9 (2 20)

Zt'g = —UuUIr

donde (xy, z5) son los estados y u es la entrada.

Tome en cuenta que el sistema (2.20) tiene una restriccién de velocidades de la forma:

ZL‘li‘l + ZL‘zi'CQ =0: (221)

Podemos observar que esta restriccion puede integrarse para obtener

1 1
51‘% + 51‘% =c (2.22)

donde ¢ es una constante, por tanto la restriccion (2.20) es una restriccion holondmica

Ahora consideremos el siguiente sistema:

.i?l = U1
iy = Uy (2.23)

T3 = T1lUy — Tolly

donde (21, 9, x3) son los estados y (uy, u2) son las entradas. El sistema (2.23) también

tiene un restriccién de velocidades de la siguiente manera:

Ili’g - IQ.I.‘l — .I.'g =0 (224)
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Sin embargo, la restriccién (2.24) no puede integrarse como en el caso de la restriccién
(2.21), es decir, la restriccién (2.24) no puede expresarse como la derivada de alguna

funcién del estado y se denomina restriccion no holonomica.



Capitulo 3
Sistemas Mecanicos Subactuados

Los sistemas mecanicos subactuados se pueden encontrar en diversas aplicaciones
de control, como, Robética (ej. robots flexibles, robots méviles), vehiculos aéreos (ej.
helicopteros, aviones y satélites), vehiculos acudticos y algunas aplicaciones en la
construccién (ej. edificios, puentes). Debido a esta gran variedad de aplicaciones estos
sistemas han tomado gran importancia en los dltimos anos. Por tanto, el control de
sistemas subactuados atin es un problema interesante para la investigacion, como se

puede observar en las siguientes referencias [76, 85, 152, 184].

En este capitulo se presenta una breve descripcion de los sistemas Euler-Lagrange.
Para posteriormente, comentar la definicién y caracteristicas de los sistemas subac-

tuados, asi como algunos ejemplos representativos de éstos.

3.1. Sistemas Euler-Lagrange

Una interesante definicién de los sistemas de Euler-Lagrange (EL) se enuncia
mediante el principio de minima accién (o de Hamilton)[114]. Entonces, en virtud
de este principio todo sistema mecéanico esta caracterizado por una funciéon de las

coordenadas generalizadas ¢;,' sus derivadas y el tiempo t definida como:

1i=1,2..m

52
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L(gi, is t) (3.1)
tal que las trayectorias ¢(t) del sistema satisfacen la siguiente condicién[114]:
Supongamos que en los instantes ¢t = t; y t = t, el sistema ocupa posiciones deter-
minadas, definidas por los conjuntos de coordenadas ¢V y ¢®. Entonces, entre estas

posiciones, el sistema se movera de forma que la integral

s= [ la.d (3.2)

t1

tome el menor valor posible. La funciéon £ se conoce como funcién de Lagrange y la

integral S como integral de accion.

A continuacién, se deduciran las ecuaciones diferenciales que dan solucién al pro-
blema de minimizacién de la integral (3.2), por facilidad supondremos que el sistema

posee un solo grado de libertad, definido por la funcién ¢(t).

Sea, precisamente, ¢ = ¢(t) la funcién (trayectoria) para la cual S se minimiza, esto
significa que S aumenta si el sistema se sustituye por cualquier trayectoria alternativa
a ¢(t) de la forma.

q(t) + dq(t) (3.3)

Donde d¢(t) es una funcién pequena en todo el intervalo de tiempo entre t; a to;* y
puesto que para t = t; y t = t5 todas la funciones de la forma (3.3) deben tomar los

mismos valores de ¢V y ¢®, ocurriendo las siguiente condicién:

dq(ty) = 0q(t2) =0 (3.4)

La variacién que experimenta S al sustituir ¢ por g + dq esta dada por

to

5= [ e+ oga+ i [ eaw.qni=s [ aw.qnu=0 35

t1 t1 t1

desarrollando la variacién de la integral (3.5) se tiene

25q(t) se denomina variacién de la funcién q(t)
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2 7oL oL )
—0g+ —0qg | dt 3.6
/tl (aq 1+ 550 (3.6)

Y tomando en cuenta que 6§ = %5(], entonces, integrando por partes el segundo

término de (3.6) se obtiene:

oL |™ t2 oL d oL
- 9= = 272 sgdt .
0S 9 oql + /t1 (aq 7 aq) 0q (3.7)

t1

Al evaluar la condicién (3.4), en el primer término de la ecuacién (3.7) este desaparece.

Por tanto, la condicién necesaria y suficiente para que 65 = 0 sera

—o 2= (3.8)

Para el caso que el sistema posea varios grados de libertad, la expresion anterior queda

de la siguiente manera

doc oL
dtdg; Oq

i=(1,2,..,n) (3.9)

donde la funcién L se define de manera general como la diferencia entre la energia

cinética (T'(q,q)) v la energia potencial (V(¢)), es decir

Por otra parte, de manera general si existieran m fuerzas externas, f;(¢q) : @ — R",
i ={1,---,m} independientes que son aplicadas al sistema, entonces la ecuacién de
Euler-Lagrange para un sistema mecanico con estas caracteristicas seria de la siguiente

forma:

4oL oL
dtdq  Oq

F(q)u (3.11)

donde u € R™y F(q) = (f1(q), -----, fm(q)) representa el conjunto de fuerzas y momen-

tos externos que no derivan de un potencial, entre los que habitualmente se incluyen:
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= Los efectos de friccién que tienen como consecuencia una disipacion de energia.

= Fuerzas y pares de control.

Estas ecuaciones representan las ecuaciones de movimiento para un sistema mecanico,

pudiendo ser representadas como:

Xmyi(q)d; + Ei,jffj(q)qiqj + gr(q) = e{F(q)u, k=1,...,n (3.12)

Donde ey, es la base estandar en R, gx(q) = 9V (q)/dqx, y T'};(¢) son llamados simbolos
de Christoffel definidos como:

1 (Omy(q)  Ompi(q)  Omii(q)
Fk = — J - .
zj( ) 2 ( aQi + aqj 8Qk

Entonces, la forma vectorial que representa la ecuacién de movimiento del sistema se

expresa como:

M(q)j+ Clq,4)q+ G(q) = Flq)u (3.13)

Donde M(q) es la matriz de inercia del sistema y c;; = 37, I;(¢)gx es un elemento
de C(q,4)

Cabe mencionar que C(q, )¢ contiene dos tipos de términos que involucran a ¢;g;
denominados Centrifugo (i = j) y de Coriolisis (i # j) ademds, G(q) es el componente

provocado por la fuerza de gravedad que esta relacionado con la energia potencial
como: G(q) = 0V (q)/0q [190].

Por otro lado, la matriz M(q) es una matriz simétrica y definida positiva para todo
¢, y existe una interesante relacion entre las matrices M y C' definida de la siguiente

forma: S = M(q) — 2C(q.4), la cual es una matriz anti-simétrica que se usa para

establecer la propiedad de pasividad del sistema.

Como comentario adicional, el modelo de Euler-Lagrange ha dado lugar a una serie de

métodos de sintesis de controladores que ademas de perseguir la estabilidad asintotica
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de los puntos de equilibrio preservan la estructura de Euler-Lagrange en lazo cerrado.

Logrando con esto [76]:

1. Una funcién de Lyapunov natural como es la funciéon de energia.
2. Estructuras pasivas que permiten obtener resultados de robustez.
3. Generalizar teorias de sintesis para el control de sistemas subactuados.

4. Separacién entre energias cinética y potencial en lazo cerrado, lo que permite

hacer andlisis en espacios de dimensién reducida.

3.2. Sistemas Subactuados

3.2.1. Definicion de Sistema Subactuado

En los iltimos anos en aplicaciones como barcos, helicpteros, satélites, robots, etc.;
el peso y el espacio son parametros importantes y debido a que es posible disminuir el
peso 6 tamano mediante la reduccion del niimero de actuadores que contenga, ya que
algunas ocasiones son dificiles de manejar y muy pesados, dichos sistemas se pueden

considerar sistemas subactuados por diseno.

Ademas, la dindmica de muchos sistemas mecanicos, como los manipuladores robéticos,
se construyen suponiendo que sus eslabones o miembros son rigidos. Esta suposicién
para algunos casos es correcta mientras que en otros no. Es decir, si se tomara en
cuenta en los modelos una dinamica de que no fueran rigidos, muchos de estos modelos

serian esencialmente subactuados.

Por otra parte, cuando ocurre una falla en los actuadores o por la ausencia de los
mismos debido a consideraciones de diseno del sistema fisico (falta de espacio, exceso
de peso y por cuestiones de presupuesto, entre otras), el sistema se considera sub-
actuado. Una solucién para evitar el problema de ausencia (o falla) de un actuador
se logra equipando el sistema con actuadores redundantes o cambiando la ley de con-

trol para que trabaje solamente con los actuadores restantes cuando se detecta una
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falla en el actuador. Como se puede observar la segunda solucién es menos costosa
en comparacion con la primera y puede ser muy importante en algunas aplicaciones,

motivando la creacion de vehiculos subactuados.

Finalmente, provocar artificialmente la creacion de sistemas complejos no-lineales de
bajo orden con el propédsito de mejorar el control de sistemas subactuados de alto
orden.

El Acrobot, el Pendubot, el sistema viga-bola, el Péndulo Invertido sobre un carro y

el Péndulo Rotacional son algunos ejemplos de esta idea.

Es importante mencionar que las consideraciones anteriores son algunas razones para
continuar con el desarrollo de nuevas técnicas de control aplicadas a sistemas subac-

tuados.

De lo anterior, en este trabajo simplemente definiremos a los Sistemas Subactuados
como aquellos sistemas que tienen menor cantidad de entradas (controles)
que grados de libertad. En algunos sistemas subactuados la ausencia de un actua-
dor en alguna direccién puede ser interpretada fisicamente como una restriccién no

holonémica de segundo orden (o de aceleracion).

Esta definicién concuerda con la usada por Oriolo y Nakamura [154], la cual dice que
los sistemas subactuados son sistemas con menor cantidad de actuadores indepen-

dientes que grados de libertad a controlar.

3.2.2. Dinamica de los Sistemas Subactuados

Considere un sistema de n grados de libertad y m actuadores con la caracteristica

que m < n, cuyas ecuaciones de FEuler-Lagrange son:

8@1 an
d (0L oL
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Donde u € R™ = (uy,*+ ,u,,)" son las entradas de control

Evidentemente, la ecuaciéon de movimiento del sistema anterior derivada de las ecua-

ciones de Euler-lagrange puede expresarse de la siguiente manera [152]:

M(q)i+C(q,q)i+G(q) =F(q)u (3.15)

y se denomina Sistema Mecédnico Subactuado (SMU) si m = rango(F(q)) < n =
dim(q) (ver la definicién para la ecuacién (3.11)). Dicho de otra forma, los sistemas
subactuados son sistemas mecdnicos con menor cantidad de actuadores que grados

de libertad.

Entonces, asumiendo que F(q) = [0, ,]T y dividiendo al vector de coordenadas ge-
neralizadas como ¢¢ = (¢, ¢l) € R"™™™ x R™, donde ¢q; € R"™™ corresponde a las
coordenadas generalizadas subactuadas y ¢ € R™ expresa las coordenadas actuadas

del sistema.

Por tanto, después de tomar en cuenta dicha division en la matriz de inercia, se

obtiene la ecuacién dindmica del sistema subactuado de la siguiente forma [184]:

h1 (g q)
h? (q7 Q)

+

[ mn <Q) ma1 (Q) ] [ a1

ma1 (q) maz (q) i

Donde

(3.17)

es una matriz positiva y simétrica. Ademas, las funciones hi(q, ¢) € R'y hy(q, ) € R™
contienen los términos de Coriolisis y Centrifugos del sistema, los términos ¢1(q, ¢) €
R!'y ¢9(q,4) € R™ representan los efectos gravitacionales y u € R™ corresponde a las

fuerzas generalizadas producidas por los m actuadores.
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Un inconveniente que tienen los sistema subactuados de la forma (3.16), es que la

primera ecuacién diferencial no tiene una entrada de la control, es decir

ma1(q)Ggr + mi2(q)go + ha(q, ¢) + ¢1(q) =0 (3.18)

la cual representa las restricciones del sistema provocadas por las coordenadas sub-
actuadas.

Siendo entonces una restriccion no holonémica de segundo orden, debido a que no se
puede encontrar una funcién por integracién que relacione las velocidades y posiciones

de las coordenadas subactuadas y actuadas [155].

Entonces, estos sistemas no pueden ser linealizados por retroalimentacion usando un
cambio en la senal de control; sin embargo Spong [184] estudié que estos sistemas
puede ser linealizados parcialmente de tal forma que la dinamica del sistema se trans-
forme en dos subsistemas, uno no-lineal y otro lineal. La aplicacién de esta técnica se

muestra en [85, 152, 185].

Cabe notar que la ecuacién (3.16) es similar a la estructura dindmica de un robot de
n eslabones, con la diferencia de que la primera ecuacion no tiene entradas de control

[190].

3.3. Ejemplos de Sistemas Subactuados

A continuacion, presentamos algunos ejemplos de sistemas subactuados de la fa-
milia de los péndulos invertidos que se han utilizado para estudiar conceptos de Teoria
de Control no-lineal, Robética, y en el diseno de nuevos esquemas de control. Los
ejemplos que se muestran enseguida son el Acrobot, el Pendubot, el Péndulo Inver-
tido sobre un Carro, el Péndulo Esférico Invertido, el Péndulo con Rueda de Inercia,
el Péndulo de Furuta y el PVTOL (Planar Vertical Take-off and Landing), de los
cuales se presentara el modelo matematico no-lineal identificando la propiedad de

subactuado. [59, 152].
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3.3.1. Acrobot y Pendubot

El Acrobot y el Pendubot son robots subactuados de dos eslabones usados en las
investigaciones de control no-lineal y para estudiar algunos conceptos como dindmica

no-lineal, robética y diseno de sistemas de control [39, 43, 64, 130, 183].

Los parametros mas importantes del Acrobot y el Pendubot son:

mq : Masa del eslabén 1

mo : Masa del eslabén 2

Iy . Longitud del eslabén 1

lo : Longitud del eslabon 2

l, : Distancia del centro de masa del eslabén 1

l., : Distancia del centro de masa del eslabon 2

I; : Momento de inercia del eslabén 1 cerca de su centroide
I, : Momento de inercia del eslabén 2 cerca de su centroide
g : Aceleracion debida a la gravedad

T Angulo del eslabén 1 respecto a la horizontal

g2 Angulo del eslabdén 2 respecto al eslabén 1

71 : Fuerza aplicada al eslabén 1 o eslabén 2

Para simplificar la representacién de los modelos del Acrobot y el Pendubot se definen

las siguientes cinco variables:

01 = mllgl + mgl% + Il
92 = mglzg + ]2

93 = m2l1l02

94 = mllcl + m2l1

05 = mal,

Enseguida, se mostrara el modelo matematico de cada uno de los sistemas.

1. Acrobot
Este dispositivo es un robot plano de dos eslabones, el cual tiene un tinico actuador
en eslabén 2 (codo) como se observa en la figura 3.1. El eslabén 1 (hombro) se mueve

libremente alrededor del eslabén 2.



3.3. Ejemplos de Sistemas Subactuados 61

YA

DX \

Figura 3.1 Acrobot.

Modelo Matematico

Las ecuaciones dindmicas del sistema son descritas de la siguiente manera [183]:

0 = (6 + 0y +205c08q2) Gy + (0 + 03 cos q2) Go — O sen gada

— 203 sen qaG1Go + 049 cos g1 + 059 cos (g1 + g2) (3.19)

71 = (03 + 05 cos q2) G1 + O2Go + O3 sen q2q'f + 05g cos (q1 + ¢2) (3.20)

Expresando el modelo del sistema en la forma vectorial:

M(q)i+C(q.q)i+G(q) =T

Donde

¢ = [q] M(q) =

q2

01 + 09 + 203 cosqy By + O3 cos ¢o
0y + 03 cos ¢ 0o
Clgd) = —03senqagy  —03sen gags — 03 8engaga
’ 03 sen gz 0
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Figura 3.2 Pendubot.

Glg) = 049 cos qi + 59 cos (q1 + ¢2)

059 cos (q1 + q2)

2. Pendubot

Un sistema mecdanico similar al anterior se denomina Pendubot, la diferencia entre
estos sistemas radica en que éste dispositivo tiene un actuador en el primer eslabén
(hombro) y, en este caso el eslabén 2 (codo) se mueve libremente alrededor del eslabén

1 como se observa en la figura 3.2. El objetivo del control es llevar el mecanismo a su

punto de equilibrio inestable [59, 63, 152, 186].

Modelo Matematico

Las ecuaciones de movimiento que describen al sistema son [40]:

71 o= (0140 +203c05¢) Gy + (02 + O3 cos q2) G — O sen gads
— 203 sen qaG1Go + 049 cos g1 + 059 cos (1 + ¢2) (3.21)

0 = (02 + 03cos @) G + B2 + O3 5en qodi + 059 cos (q1 + qa) (3.22)
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Las ecuaciones dindmicas del sistema en la forma vectorial son:

M(q)i+C(q.q)i+G(q) =T

Donde
q 01 + 05 + 203 cosqa By + O3 cos o
a2 0y + 63 cos ¢ 0y
) —03sen qaga  —03sen qage — O3 sen qaqy
Clq,q) = '
03 sen gag1 0
049 cos q1 + 059 cos (g1 + ¢2) T
G(q) = T =
059 cos (q1 + q2) 0
Comentario:

» Es importante notar que la matriz M (q) es simétrica y definida positiva para

todo q.

= Ademsds, el Acrobot y el Pendubot son sistemas que cuenta con dos grados de
libertad y un sélo actuador. Donde, para el caso del Acrobot ¢; es la coordenada
subactuada y ¢ la coordenada actuada; y en el Pendubot la coordenada actuada

se representa por ¢; y la subactuada por gs.

» Por otro lado, la diferencia entre un manipulador de dos eslabones [190] y el
Acrobot 6 Pendubot es la ausencia de una entrada de control en alguna de las

ecuaciones.

3.3.2. Péndulo Invertido sobre un Carro (Cart-Pole System)

Este sistema es uno de los mas populares para disenar leyes de control no lineal

en los laboratorios y se ve reflejado en la gran cantidad de articulos publicados en la
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Figura 3.3 Péndulo Invertido sobre un Carro.

literatura [6, 54, 61, 81, 149] y su estudio estd motivado por las diversas aplicaciones
como el control de posicion de los sistemas de despegue de cohetes y el control de

vibraciones mecdanicas en construcciones.

Este dispositivo consiste en un péndulo con libertad para rotar montado encima de
un carro que se mueve a lo largo de una via debido al impulso de una fuerza, como

se muestra en la figura 3.3.

Existen dos problemas relacionados con la estabilizacién de este dispositivo: el primero
es llevar el péndulo desde cualquier posicion y en particular de la posicion colgante na-
tural, hasta la posicién invertida [20, 128, 174, 184] y el segundo consiste en establizar
el sistema alrededor del punto de equilibrio inestable suponiendo que el péndulo
estd inicialmente encima del semi-plano superior [6, 33, 140, 195].

Los parametros de péndulo invertido descritos en la figura 3.3 son:

Masa del carro

Masa del péndulo

Distancia desde el pivote al centro de gravedad del péndulo
Aceleracion debida a la gravedad

Distancia del centro de masa del carro desde su posicién inicial
Angulo del péndulo respecto a la vertical

Fuerza aplicada al carro

~o 89 ~3I Z
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Modelo Matematico

Las ecuaciones de movimiento del sistema estan dadas por [85]:

(M +m) i —milsen 06 + mlcos 00 = f (3.23)

mil cos 0 + ml*0 — mglsen = 0 (3.24)

Ademss, el sistema puede ser escrito en la forma estandar de los Sistemas de Lagrange

definido como:

M(q)G+C(q.4)q+G(a) =T

Donde
T M+m mlcos@
q = M(q) = )
0 mlcosf ml
_ 0 —mlsen0d
Cl(q,q) =
0 0
0 /
G(q) = y T =
—mgl sen ¢ 0
Comentario

» Es importante notar que la matriz M (q) es simétrica y definida positiva para

todo q.

» Ademads, el sistema péndulo invertido sobre un carro es un sistema subactuado
porque tiene dos grados de libertad denominados como x y 6, y una sola entrada

de control f.

= Donde z y 0 representan las coordenadas actuada y subactuada, respectiva-

mente.



66 Capitulo 3. Sistemas Mecanicos Subactuados

Figura 3.4 Péndulo Esférico Invertido.

3.3.3. Péndulo Esférico Invertido (3D Cart-Pole System)

Una version mas general del péndulo invertido en dos dimensiones es el llamado
Péndulo Esférico Invertido (3D Cart-Pole System) [152]. El cual es un sistema no
lineal que permite ilustrar una versién académica simplificada del propulsor de un

cohete [70, 71, 175, 212].

El Péndulo Esférico Invertido es un sistema de cuatro grados de libertad integrado
por un péndulo esférico libre montado sobre una base mévil (ver figura 3.4). Esta base
puede ser idealmente un punto y se mueve en el plano horizontal por la influencia de
una fuerza.

En lo que se refiere al control de este sistema, existe en la literatura una amplia gama

de trabajos [10, 15, 19, 121, 122, 173].

Modelo Matematico
Este sistema puede ser descrito por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales

normalizadas [152].
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Po= (3.25)
i = u, (3.26)

= SpC¢p — SpCyp* — Cyuy + SoSpuy (3.27)
$ = Cig (CoSs +250Colp = CoC, ) (3.28)

Donde los parametros del sistema son:

x Desplazamiento normalizado del centro de masa de la base mévil en el eje-x
Y Desplazamiento normalizado del centro de masa de la base movil en el eje-y
0 Rotacién alrededor del eje-y
© Rotacién alrededor del eje-x
S sen (z)
Cy cos ()
Uy Aceleraciéon de la base en la direccién x
u, : Aceleracién de la base en la direccién y
Comentario

» El sistema péndulo esférico invertido es un sistema subactuado, ya que tiene

cuatro grados de libertad z, y, ¢ y 6 y cuenta con dos entradas de control u, y

Uy

» Siendo (z,y) y (¢, 0) las coordenadas actuadas y subactuadas, respectivamente.

3.3.4. Péndulo con Disco Inercial (Inertial Wheel Pendulum)

El Péndulo con Disco Inercial (o rueda inercial) es uno de los sistemas subactuados
mas simples que ha atraido la atencion en el area educativa y de investigacion, debido a
que su dindmica es muy sencilla comparada con la de otro tipo de péndulos y al mismo
tiempo permite, gracias a que es un sistema no-lineal y subactuado, ser utilizado como

un elemento de experimentacion para el estudio de técnicas avanzadas de control.

Este sistema fue introducido y estudiado por M. Spong et. al. [187] y estd constituido

por un péndulo fisico unido a un disco giratorio en la parte final, el cual esta girando
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Figura 3.5 Péndulo con Disco Inercial.

libremente sobre un eje paralelo al eje de rotacién del péndulo (ver figura 3.5). El
disco es accionado por un motor de DC y el péndulo es subactuado. El torque del
motor usado como entrada de control produce una aceleraciéon angular del disco, lo

que genera un torque de acoplamiento en el eje del péndulo.

Existen dos problemas de control relacionados con este sistema, el primero es ba-
lancear el péndulo en el semi-plano superior y equilibrarlo en la posicién invertida
13, 59] y el segundo consiste en estabilizar el sistema alrededor del punto de equilibrio

inestable, con las dos posiciones angulares del sistema en el origen [151, 152, 159].

Modelo Matematico

La ecuaciones dindmicas del sistema son descritas como [59]:

([1 + [2 + mllg + mgl%) él + IQéQ — ngsen 61 =0 (329)
Lo+ L6, = 7 (3.30)
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Los parametros del sistemas se describen en la siguiente tabla:

Masa del péndulo

Masa de la rueda

Longitud del péndulo

Distancia al centro de masa del péndulo

Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada subactuada
Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada actuada
Angulo que forma el péndulo con la vertical

Angulo del disco

Momento de Inercia del péndulo

Momento de Inercia de la rueda

Torque del motor aplicado al disco

n = myly + maly

En forma vectorial el sistema puede ser escrito como sigue:

Donde

D(q)G+g(q)=u

I I

Comentario

= El Péndulo con Disco Inercial cuenta con dos grados de libertad y una entrada

de control (1), donde 6; es la coordenada subactuada y 6, es la coordenada

actuada.

» Es importante notar que la matriz D(q) es constante y definida positiva.

= Ademads, una caracteristica importante del sistema, es que puede ser linealizable

por retroalimentacién [187].
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3.3.5. Péndulo de Furuta

Un sistema diferente al Péndulo Invertido sobre un Carro es el Péndulo de Furuta,

desarrollado por el profesor K. Furuta en el Instituto de Tecnologia de Tokio [72].

Este sistema cuenta con un motor que funciona como actuador y el péndulo esta unido
a la flecha del motor como se muestra en la figura 3.6, algunos autores lo denominan
péndulo rotacional [152] y existen diversos trabajos en la literatura relacionados con

el control de este tipo de péndulo [9, 69, 79, 111, 145, 149].

Modelo Matematico
El modelo matematico del sistema se obtiene a partir de las ecuaciones de Fuler-
Lagrange [59] suponiendo que la friccién es despreciable. La notacién descrita en la

figura 3.6 se muestra en la siguiente tabla :

Iy : Momento de inercia del brazo

Ly : Longitud total del brazo

my : Masa del péndulo

[y : Distancia al centro de gravedad del péndulo

Ji: Momento de inercia del péndulo alrededor de su centro de gravedad
Oy Angulo rotacional del brazo

6, Angulo de rotacion del péndulo

71 . Torque aplicado al brazo

El sistema es descrito por las siguientes ecuaciones:

T = [Io + my (Lz + lf sen? 91)] éo + mqly Lo cos 9191 + mllf sen 2919091
— m1l1L0 sen 919% (331)

0 = myly Lo cos 0,6, + [Jl + mllﬂ 61 — m, 3 sen 6, cos 9193 —myglysenf;  (3.32)
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Figura 3.6 Péndulo de Furuta.

El sistema puede ser agrupado en la forma:

D(q)i+C(q,q)i+g(q) =T

Donde

q = [Z?] D(q) =

I, +my (L% + 12sen®6) myly Lo cos b, ]

m1l1L0 COSQl Jl +m1l%

C(q,q) = [

%mll% Sen 2‘910.1 %mll% sen 29190 — m1l1L0 Sen 9191 ]

—mq 12 sen 0, cos 610, 0

(0 ’ "
g\q) = y v =
—mlgll Sen 91 0

Las ecuaciones anteriores definen un sistema subactuado por que tienen una sola
entrada 71 y dos grados de libertad 6y y 6. Donde 6, corresponde a la coordenada

actuada y 0, a la subactuada.
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Figura 3.7 PVTOL.

3.3.6. PVTOL (Planar Vertical Take-off and Landing)

El sistema conocido como PVTOL (Planar Vertical Take-off and Landing) es un
modelo simplificado de un aeronave que tiene el numero de estados y entradas minimo
para mantener las caracteristicas principales que se deben de tomar en cuenta en el
diseno de leyes de control en aeronaves reales. La figura 3.7 muestra un representacion

del sistema [62, 65, 89, 117, 140, 152, 195].

Modelo Matematico

Las ecuaciones de movimiento del sistema son [59]:

& = —sen(0)uy +ecos(f)us (3.33)
§ = cos(f)us +esen(f)ug —1 (3.34)
S (3.35)
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Donde:

x Posicion horizontal del centro de masa de la aeronave

Y Posicion vertical del centro de masa de la aeronave

0 Es el dngulo de giro que la aeronave hace con la horizontal

Uy Empuje

Us Acelereracion angular
-1 Aceleracion gravitacional normalizada

€ Coeficiente pequeno que caracteriza el acoplamiento entre el mo-

mento de giro y la aceleracién lateral de la aeronave
Comentario

= El sistema PVTOL cuenta con tres grados de libertad x, y y 6, y dos entradas

de control uy y ug, entonces es un sistema subactuado donde las coordenadas

actuadas son y y 6 y la coordenada subactuada es x.



Capitulo 4

Estabilizacion del Péndulo
Invertido utilizando un ajuste de

modelo

En este capitulo, se aborda el problema de estabilizacién del sistema Péndulo In-
vertido sobre un Carro mediante el método de ajuste de modelo (model matching).
La estrategia de control consiste en forzar al sistema en lazo cerrado a comportarse
como otro sistema no-lineal con ciertas propiedades de estabilidad.

Para lograr esto, se propone una manera sencilla de solucionar las condiciones de
ajuste (Matching Conditions) derivadas de la energia cinética y la energia poten-
cial de sistema, necesarias para encontrar un controlador que estabilice el Sistema
Péndulo Invertido en el punto de equilibrio inestable.

La mayor parte de lo que se expone en este capitulo aparece publicado en un articulo

de revista [11].

4.1. Introducciéon

El problema de estabilizacion del sistema Péndulo Invertido sobre un Carro ha
recibido la atencién de los investigadores en los ultimos anos debido a que este dis-

positivo es un banco de pruebas muy interesante en la ingenieria de control no lineal

74
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[20]. En general, consiste en llevar el péndulo a la posicién vertical invertida con en

carro en el origen [33, 35, 81, 127, 140, 149, 189, 195, 215].

En este capitulo, se aborda el desarrollo de un ajuste de modelo para estabilizar el
sistema Péndulo Invertido sobre un Carro alrededor del punto de equilibrio inestable.

El controlador propuesto tiene dos principales caracteristicas:

1. El dominio de estabilidad puede ser tan grande como se desee.

2. El sistema en lazo cerrado es robusto con respecto a pequenas fuerzas de amor-

tiguamiento, obteniendo un sistema exponencialmente estable localmente.

La principal contribucion de este capitulo es proponer una manera sencilla de solu-
cionar las condiciones de ajuste, necesarias para encontrar un controlador que estabi-
lice el sistema sin resolver un conjunto de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP).
Como es el caso de otros trabajos que utilizan este tipo de enfoque [32, 33, 26, 109].
La principal diferencia entre esta propuesta y el ajuste de modelo presentado por
Gomez-Estern [77], consiste en forzar al sistema en lazo cerrado a comportarse como

un sistema Fuler-Lagrange, donde la matriz caracteristica de inercia es constante.

El resto del capitulo se organiza del siguiente modo. En la seccion 4.2 presentamos el
modelo dinamico del PIC. La seccion 4.3 muestra la obtencion del ajuste de modelo
y la solucién de la condiciones de ajuste. En la seccion 4.4 se describe el andlisis
de estabilidad del sistema en lazo cerrado y en la seccién 4.5 se observan algunas

simulaciones computacionales.

4.2. Modelo del Péndulo Invertido sobre un Carro

Consideremos el sistema Péndulo Invertido sobre un Carro PIC (Figura 4.1), el

cual se describe por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales normalizado [6].!

'En el apéndice A.1 se muestra la obtencién de este modelo.
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Figura 4.1 Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro.

cos@d—i—é—sen@—I—ﬁé:O,

. 4.1
(1+6)G+ cosf0 — 0*sen 6 = f, (4.1

donde ¢ es el desplazamiento normalizado del carro; 6 es el angulo que forma con la
vertical; f es la fuerza aplicada al carro siendo la entrada de control del sistema; 50
es un fuerza disipativa lineal que acttia sobre la coordenada no actuada 6 2; § es un
parametro estructural relacionado con las masas del carro y del péndulo, respectiva-

mente [175].

Después de aplicar la siguiente retroalimentaciéon
f =cosfsenf — 6?send + v(sen?d + &)

en el sistema (4.1), obtenemos el siguiente modelo

6 = sen® — cos v — 30,

(4.2)
q=v.
Evidentemente, el sistema (4.2) puede expresarse como:
x =—F(0) — Bx+ G(0)u, (4.3)

2La fuerza disipativa en coordenada actuada ¢ puede ser compensada de manera sencilla, por lo
tanto, no se incluye en el modelo.
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donde

y x" = (0,q).

Comentario 4.2.1 El modelo (4.3) es un sistema parcialmente linealizado que no
conserva la estructura original del sistema PIC, debido a que se cancelan no linea-
lidades tmportantes como la fuerza de Coriolisis y provoca que el sistema no sea
de la forma FEuler-Lagrange. FEsto es una diferencia importante con los métodos de
Lagrangianos y Hamiltonianos controlados, donde se conserva la estructura original
[52]. Cabe destacar que la cancelacion de estas no linealidades puede provocar que el
proceso de ajuste sea dificil. Sin embargo, en nuestra estrategia de control es sencillo
encontrar las condiciones de ajuste relacionadas con la estructura del sistema objetivo
(sistema en lazo cerrado). Dicho sistema estd formado por un sistema Fuler-Lagrange

asintoticamente estable con matriz de inercia constante.

Comentario 4.2.2 La fuerza de disipacion puede hacer al sistema en lazo cerrado
inestable [209]. Y en general, esta fuerza no puede ser compensada por la accion de la
ley de control u. Sin embargo, el efecto indeseable de amortiguamiento puede ser par-
ctalmente eliminado usando un controlador estabilizador robusto, como se menciona

en el Apéndice C.2.

Comentario 4.2.3 El modelo parcialmente linealizado del péndulo invertido repre-
sentado en (4.2) tiene una caracteristica muy importante, ya que si lo linealizamos
en el punto de equilibrio inestable, podemos observar que tiene lo siguientes polos
s=0,s=0,s=1ys=—1, y debido a que cuenta con un polo en el semiplano
derecho se puede decir que el sistema es inestable en lazo abierto (la obtencion de
los polos se encuentra en el apendice A.1.2) provocando que sea necesario aplicar un
control realimentado para estabilizarlo. Ademds, cabe mencionar que utilizando esta
metodologia se puede mostrar que los demds sistemas estudiados en esta tesis tienen

la caracteristica mencionada.
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4.3. Estrategia de control

El objetivo de la estrategia de control propuesta es llevar el péndulo a la posicion
invertida y el carro al origen, suponiendo que la posicién inicial del angulo esta por
encima del plano horizontal. Para lograr esto se propone un ajuste de modelo que
consiste en encontrar un controlador u que transforme el sistema (4.2) en otro sistema
no lineal con ciertas propiedades de estabilidad. Es decir, buscamos una ley de control

tal que el sistema en lazo cerrado puede ser expresado en la forma:

Mk = —Ky(x)% — ~-Valx), (4.5)

donde M, y K4(x) son matrices simétricas definidas positivas y V;(x) es una funcién
estrictamente positiva.?

Entonces, se dice que los sistemas (4.3) y (4.5) estan ajustados para la ley de control
u, si la solucién de los dos sistemas es la misma. Es decir, (x,u) es una solucién de
(4.3), si y solo si x es una solucién de (4.5). Por consiguiente, se asegura que (4.3) y

(4.5) estan ajustados, si cumplen

—F(0) + G0)u = —M; ' Ky(x)x — Md—I%Vd(x). (4.6)

Si G* es invertible, entonces se puede obtener directamente el controlador u para
cualquier Ky y V;. Sin embargo, como G es de una sola columna no es invertible
sino s6lamente de rango completo por columnas, y u puede sélo influenciar a los
términos dentro del espacio imagen de . De lo anterior, multiplicando los dos lados
de la ecuacién (4.6) por el anulador de G® se obtienen las siguientes ecuaciones de

restriccién

3Posteriormente se discutird por qué el sistema (4.5) es asintéticamente estable.

4Por simplicidad, usamos G para denotar G(6).

5Se entiende como anulador por la izquierda de una matriz A, otra matriz B cuyas filas estdn en
el espacio nicleo de A. Dicho anulador es de rango completo si el espacio generado por las filas de B
coincide con el niicleo de A. Entonces, debido a que GT = [~ cos 6, 1], el anulador por la izquierda
de G se define como G+ = §(z,)[1,cos 6], donde § puede ser una funcién estrictamente positiva,
pero por simplicidad se ha seleccionado como § = 1. Ademds, es importante tomar en cuenta que
GG =0.
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0

0=0G* ({M;%Vd(x) — F(G)} + [M; ' Kq(x) | x) : (4.7)

Por consiguiente, si se encuentran los términos Ky y V; para el vector F', la ley de

control u se puede calcular directamente por:

e
Finalmente, la estrategia de control consiste en resolver las condiciones de ajuste

u = ¢! {(M_l%\/d(x) - F(Q)) + Md_le(x)X] : (4.8)

(4.7), las cuales se pueden dividir en las dos ecuaciones

0=3G* [MJIC%W(X) - F(@)} : (4.9)
y
0=G" [M;'Kq(x)] %, (4.10)

Por lo tanto, el control u se puede obtener por medio de la relacién (4.8).

Comentario 4.3.1 En esta seccion, no se consideran los efectos de la fuerza disi-
pativa, y se puede mostrar por medio de algebra lineal que no es posible compensar
estd fuerza. Esto significa que no existe una variable de control que conserve las
propiedades de estabilidad del sistema objetivo y asequre las condiciones de ajuste
necesarias simultdneamente ya que este tipo de fuerzas rompen las propiedades simétri-
cas de sistema objetivo [209]. Sin embargo, este efecto puede ser parcialmente evitado
usando una linealizacion del sistema en lazo cerrado en lugar de buscar una funcion

de Lyapunov para el sistema que incluye dicha fuerza.

4.3.1. Solucién de las condiciones de ajuste

Enseguida, encontraremos las matrices My, K, y la funcién V,; que satisfacen las

dos condiciones de ajuste. Para lograr esto, establecemos el siguiente lema:

Lema 4.3.2 Si las matrices M; 'y Kq(0) son de la siguiente manera:

Mf:[ : _“2]; K4(6) = vMG(0)GT (6) M, (4.11)
—H2 {3
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donde los coeficientes de la matriz Md’1 satisfacen las desigualdades

pe > 1 5 pss s, (4.12)

v es una constante positiva  y la funcién Vy(z) se selecciona como

1 1 k
Va(x) = —In(=1+ pg) — — In(—1+ pg cos ) + L5 (4.13)
M2 [ip) 2
donde
_ s 2(pu3—p3) I+po [
s—q+u20+u2\/marctanh(\/T%tan2> ; (4.14)

entonces, las dos condiciones de ajuste se cumplen simultdineamente para todo 6 €

IM - (_emgu); con
1
0, = cos™* (—) ) 4.15
" s (4.15)

Es importante tomar en cuenta que, si 0 € I, y psspu3 entonces Kq(0) > 0 para todo

0el,.

La demostracion del lema anterior se encuentra en el apéndice C.1.

Comentario 4.3.3 Como %Lc:o =0y %2):2"’

do por Vy(z) < a (con a > 0) es un conjunto convezo.” Por otra parte, la funcion

> 0, entonces el conjunto forma-
0

de energia cinética en lazo cerrado es una funcion convexa globalmente de mane-
ra estricta, por lo tanto, el conjunto F(x,%x) < « define un conjunto compacto.
Esta propiedad es importante para aplicar el Teorema de LaSalle. En la figura 4.2
mostramos las curvas de nivel obtenidas de Vy(x). Cabe notar, que cuando o > 3,
el conjunto {x € R*: Vy(x) <3} no es un conjunto convero o compacto. De otra
manera, cuando o < 1, el conjunto {x € R? : Vy(x) < 1} es compacto. Lo anterior
se interpreta fisicamente como que cualquier solucion tal que, E(x,%) < 1 siempre

permanecerd en el conjunto compacto.

SEn este caso escogemos v = 1.

"El valor mas grande de a, tal que Vy(r) < « sea un conjunto compacto, permite tener una
estimacién del dominio de estabilidad, donde F(x,%) < « define un conjunto compacto invariante,
y por lo tanto E es una funcién decreciente.
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Figura 4.2 Curvas de nivel para a = 0,25, « = 0,5, a = 0,1 y a = 3.

Comentario 4.3.4 FEn el apéndice 4.2.2 se muestra que el sistema en lazo cerrado
obtenido es exponencialmente estable localmente; por lo tanto, el sistema en lazo cerra-
do es robusto con respecto a dindmicas pequenas no modeladas. Esto significa que si la
fuerza disipativa es muy pequena y el sistema inicia cerca del origen podemos esperar
que el sistema alcanza el punto de equilibrio inestable. En la seccion de simulaciones

numéricas se muestra lo anterior.

4.4. Analisis de estabilidad

Es importante notar que la estabilidad del sistema (4.3) en lazo cerrado con el
controlador u expresado en (4.8), es equivalente a la estabilidad del sistema en lazo
cerrado deseado (4.5). Siendo consecuencia de la definicién de las condiciones de
ajuste. Por lo tanto, se realizara el analisis de estabilidad para el sistema en lazo
cerrado deseado (4.5). Y para conseguir esto, proponemos la siguiente funcién de

Lyapunov:

1
B(x,%) = axTde + Va(x) (4.16)

donde My y Vy(x) son definidos en (4.5) y (4.13), respectivamente. Calculando la



Capitulo 4. Estabilizacién del Péndulo Invertido
82 utilizando un ajuste de modelo

derivada de E con respecto al tiempo, alrededor del sistema (4.5), se obtiene lo si-

guiente
B(x,%) = X" Mg% + x7 %)
= —xT (Ka(x)% + 2 Vy(x)) + x7 Lalx) (4.17)

= —xTK,(0)x.

Cabe notar que los signos de E y F dados en (4.16) y (4.17) estén bien definidos
mientras que el angulo ¢ se encuentre dentro del conjunto I, (ver lema 4.3.2). Lo cual
se asegura si las condiciones iniciales (xg,X¢) con 6y € I, pertenecen a una vecindad

del origen, tal que

E(xo,%0) < Vy(6,,0) = C, (4.18)

donde 0, fue previamente definida en la ecuacién (4.15).

Comentario 4.4.1 La desigualdad anterior definen una region de estabilidad para el
sistema en lazo cerrado, es decir, si las condiciones iniciales cumplen que E(Xg,Xo) <
C, con by € 1,. Entonces, necesariamente 0(t) € I,. Considerando esto podemos

definir el conjunto compacto Q como?®

Q={(x,%x): E(x,x) <C,} (4.19)

El conjunto 2 tiene la propiedad de que todas las soluciones del sistema en lazo cerrado

(4.5) que comienzan en €2 permanecen en §2 para todo el tiempo.

Entonces, continuando con el analisis de estabilidad afirmamos que el sistema en lazo
cerrado deseado (4.5) es estable localmente con una region de estabilidad definida
por la desigualdad (4.18). Por supuesto, si se selecciona M ' K, v V; de acuerdo al
lema 4.3.2. En otras palabras, la solucién en lazo cerrado es acotado para cualquier

condicién inicial que satisfaga la desigualdad (4.18).

8Este conjunto serd utilizado posteriormente para aplicar el Teorema de invariancia de LaSalle.



4.4. Andalisis de estabilidad 83

Para garantizar que la solucién en lazo cerrado converja asintéticamente a cero se

necesita usar el Teorema de LaSalle. Para este fin, definimos el conjunto
S ={(x,%x) € Q: —x' M;GG" Msx = 0}, (4.20)

siendo M el conjunto invariante mas grande en S. Esto significa que el Teorema de
LaSalle garantiza que todas las soluciones que comienzan el conjunto compacto (2

tiende a M como t — oo [110].

Entonces, para calcular el conjunto invariante mas grande M en S se realiza lo si-

guiente.
De la ecuacién (4.20) se obtiene que

S ={(x,%x) € Q:G"Myx =0} (4.21)

la cual es equivalente a

(—p3 €080 + 1) + (—pgcosf +1)¢ = 0 (4.22)

Tome en cuenta que en el conjunto S se tiene que ¢ € I,,. Por lo tanto, las variables
0 y ¢ no cambian su signo como se estableci6 en el lema 4.3.2. Ahora, si 9 y ¢ son
diferentes de cero y tienen el mismo signo dentro de S, entonces, (0, q) tiende a salirse
del conjunto invariante €2, siendo este caso una contradiccion, ya que se asume que
(x,%) € 2. En el caso que x = 0 y x sea un vector constante fijo en S. Y definiendo
a x = xX°. Siendo X uno de los dos puntos de equilibrio del sistema (4.3). Es decir,
X =(0,0) ox = (0 = 7, q = 0). Sin embargo, de la definicién del conjunto invariante )
descrito en (4.19), necesariamente se obtiene que X = 0. Por consiguiente, el conjunto

invariante més grande es M = 0.

Concluimos que el conjunto invariante mas grande M contenido en S esta constituido

por un solo punto de equilibrio (x = 0,% = 0). Y de acuerdo con el Teorema de LaSalle

9El simbolo 7 indica que la variable 3 es una constante.
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todas las soluciones que comienzan en €2 convergen asintoticamente hacia el conjunto

invariante mas grande M, el cual esta definido por (x = 0,x = 0).

Para resumir lo anterior, presentamos la siguiente proposicién:

Proposicién 4.4.2 Considere el modelo no lineal (4.3) en lazo cerrado con (4.8),
donde My, K4 y Vy son seleccionadas de acuerdo al lema (4.3.2). Entonces, el origen
(x =0,% = 0) del sistema en lazo cerrado es localmente estable asintdticamente con

un dominio de atraccion definido por (4.19).

Es importante notar que si la constante k, es grande,'® entonces el dominio de
atraccion {2 se incrementa. Es decir, se puede incrementar el dominio de atraccién

para casi todos los estados que inicien por encima del plano horizontal.

Comentario 4.4.3 Si las posiciones del sistema estdn inicialmente dentro de €)
(comentario 4.4.1) con velocidades cero, entonces sintonizando adecuadamente los
parametros de control se asequra que la posicion del carro y el dngulo del péndulo

permanecerdn dentro del conjunto Q) C €2 donde

Q={z=(0,9) CQ:|0| <8, <7/2ylq <q}
Por supuesto, q debe ser seleccionada a partir de las restricciones fisicas del movimien-

to del carro. En otras palabras, es posible llevar todos los estados a la posicion inestable

si el dngulo y el movimiento del carro se confinan dentro del conjunto Q).

4.5. Resultados de la simulacion

A fin de probar el desempeno de la ley de control obtenida realizamos algunas

simulaciones numéricas utilizando el programa MATLAB™,

En el primer experimento mostramos cémo afecta el pardmetro k, sobre el compor-

tamiento transitorio y lo realizamos para dos diferentes valores que son k, = 1y

19La constante k, se relaciona con la energfa potencial (4.13)
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1.5 6

50 100 150 200 0 50 100 150 200
Tiempo Tiempo

Figura 4.3 Comportamiento en lazo cerrado de las posiciones del sistema para dos

valores diferentes de k.

k, = 2. Los valores asignados a los parametros del controlador se proponen como
sigue: o = 2,5, ug = 7. Las condiciones iniciales del sistema son 6, = 1,1[rad],
0o = 0,1[rad/sec|, go = 0 y ¢o = 0, mientras que el coeficiente de amortiguamiento (3
es cero. Las figuras 4.3 y 4.4 muestran el comportamiento transitorio de las posiciones
y velocidades del sistema, respectivamente. Como se puede observar, el incremento en
el valor de k, produce una mayor cantidad de oscilaciones y provoca que los estados
converjan lentamente al punto de equilibrio deseado. Intuitivamente el controlador
inyecta energia potencial, de modo que el sistema disipe toda la energia potencial

inicial mediante movimientos oscilatorios.

En el segundo experimento utilizamos los parametros y condiciones iniciales del ex-
perimento anterior. Para ilustrar la robustez del sistema no lineal en lazo cerrado se
considera la presencia de una fuerza disipativa en la direccién subactuada. La figura
4.5 muestra el comportamiento de las posiciones del sistema, cuando el coeficiente de
amortiguamiento toma los valores de = 0,1 y 8 = 0. Como se puede ver, el efecto de
la fuerza disipativa provoca una desestabilizacién del sistema en lazo cerrado; es decir,
el sistema converge mas lentamente al origen en comparacién con el caso cuando la

fuerza no existe, ya que el sistema tiene una convergencia méas rapida.
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Figura 4.4 Comportamiento en lazo cerrado de las velocidades del sistema para dos

valores diferentes de k.

Figura 4.5 Robustez del controlador propuesto.



Capitulo 5

Control de Sistemas Subactuados
tipo Péndulo Invertido

por funciones de Saturacion

Anidadas

En este capitulo se presenta una técnica sencilla que resuelve el problema de
estabilizacion de dos sistemas subactuados no lineales tipo péndulo invertido como

son el Péndulo Invertido sobre un Carro y el Péndulo con Disco de Inercia.

Esta estrategia parte de la idea que los sistemas pueden ser expresados como una
cadena de integradores con una pertubacién no lineal que permite aplicar una ley
de control basada en funciones de saturacién anidadas, que garantiza que todos lo
estados converjan a cero. La mayor parte de lo que expuesto en este capitulo aparece

publicado en los articulos [8, 14].

5.1. Introduccion

La estabilizacién de los Sistemas Subactuados tipo Péndulo es uno de los proble-

mas mas interesantes en Teoria de Control no lineal y se ve reflejado en la literatura

87
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por la gran gama de trabajos que abordan este tema [6, 54, 59, 72, 81, 152], entre

otros.

En este capitulo, nos centraremos en resolver el problema de estabilizacién de este de
tipo de sistemas subactuados aplicando la técnica de control basada en funciones de
saturacion anidadas. Con el fin de ilustrar la metodologia se disenaran controladores
para el clsico problema del Péndulo Invertido sobre un Carro [6], y para un sistema
subactuado presentado hace algunos anos denominado Péndulo con Rueda Inercial
[187]. Esta técnica fue propuesta por A. R. Teel [192] para estabilizar una cadena de
integradores lineal y recientemente se ha utilizado para controlar algunos sistemas
subactuados como el PVTOL [50, 213]; el Péndulo Invertido sobre un Carro [127, 61];
el Péndulo con Rueda de Inercia [213] y el sistema viga-bola [194].

Una de las principales contribuciones de este capitulo es presentar un conjunto de
transformaciones lineales que permitan aplicar un controlador basado en funciones de
saturacion anidadas para solucionar el problema de establizacién del sistema péndu-
lo invertido, asi como del péndulo con disco inercial. Ademads, esta técnica permite
proponer un controlador estabilizador sin que sea necesario tener una funcién candi-
data de Lyapunov para el sistema completo, provocando que el andlisis de estabilidad
del sistema completo sea bastante sencillo, comparado con otros trabajos [127, 149].
Por otra parte, el controlador propuesto permite que los sistemas en lazo cerrado
sea asintoticamente estables de forma global y exponencialmente estables localmente
alrededor de la posicion vertical inestable. Cabe destacar que la aportacién mas re-
levante es solucionar el problema de estabilizacion del Péndulo con Disco Inercial
considerando la presencia de fuerzas disipativas en la coordenada no actuada, ya
que estos términos destruyen la propiedades estructurales originales de los sistemas

Euler-Lagrange o Hamilton [78, 209].

El resto del capitulo se organiza como sigue. En las secciones 5.2 y 5.3 presentamos la
estabilizacion de los sistemas Péndulo Invertido sobre un Carro y Péndulo con Disco

Inercial, respectivamente.
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5.2. Control del Sistema Péndulo Invertido sobre

un Carro

En esta secciéon se propone una estrategia sencilla para estabilizar el Péndulo
Invertido sobre un Carro alrededor del punto de equilibrio inestable, suponiendo que
el péndulo inicia su movimiento por encima del semi-plano superior. Inspirados por el
procedimiento presentado por R. Olfati-Saber [149], transformamos el sistema original
en una cadena de cuatro integradores con una pertubacion no lineal. Y entonces,
aplicando el método de Lyapunov, introducimos un controlador basado en funciones
de saturacién anidadas. Para posteriormente, mostrar que el sistema en lazo cerrado es
acotado, permitiendo probar que el sistema es localmente estable exponencialmente.
Ademas, el analisis de estabilidad del sistema completo de cuarto orden es bastante
simple comparado con otros andlisis [127, 149]. Debido a que unicamente utilizamos

el enfoque de Lyapunov.

5.2.1. Modelo no lineal

QO O

Figura 5.1 Péndulo Invertido sobre un Carro.

Consideremos el modelo tradicional del PIC como se muestra en la Figura 5.1.
Este sistema se describe por el siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales norma-

lizadas [85]:!

'La obtencién del modelo se puede encontrar de manera detallada en el apéndice A
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cos0i + 6 —senf = 0,

. (5.1)
(1+6)Z + cosff — 0*sen = u,

donde, x es el desplazamiento normalizado del carro, 6 es el dngulo del péndulo con

respecto al eje vertical, u es la fuerza normalizada aplicada al carro, y 6 > 0 es una

constante que depende directamente de las masas del carro y del péndulo.

Si definimos v = 6 y cancelamos a & de la segunda ecuacién diferencial de (5.1), y

después de sustituir a:

140
u:(1+5)tan91—€§sen01+v(cos@l— + ),
cos 6,

en el sistema (5.1) se obtiene:

Ty = T,

To = tanb; — ﬁ, (5.2)
01 = 0,

0y =v

Donde x = x1, 8 = 01 y v es un controlador auxiliar ficticio que actiia en la coordenada
6,. Por supuesto, el sistema anterior solo es valido para todo ¢y € (—7/2,7/2). En lo
sucesivo, ésta restriccion se denominard suposicion A1 y al sistema (5.2) como un

modelo parcialmente linealizado del PIC.

Problema 5.2.1 FEl principal objetivo es controlar el sistema parcialmente linealiza-
do (5.2), de acuerdo a la suposicion A1. En otras palabras, queremos llevar el dngulo

del péndulo y la posicion del carro a cero.
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A. Transformacion del modelo parcialmente lineal en una cadena de inte-

gradores

Introducimos el siguiente cambio de coordenadas [149].

2 =g9(01)+x1 20=27g(01)02+ 22 (5.3)
donde la funcién g serd escogida, tal que la derivada de la variable zo no depende del

control v, es decir,

. / 1 "
2o = tanf; + v (g (01) — = 01) + 039" (601). (5.4)
Asi, (9,/2)
1 1+ tan(6,/2
! = ; =1 — :
g (91) cos 91, 9(91) 0g (1 _ tan<91/2)) ) (5 5)

y estan definidas para |0;] < /2.
Por lo tanto, de las expresiones (5.3) y (5.5), el sistema (5.2) puede escribirse de la

siguiente manera:

21 = 22,

. 63

29 = tan(@l)(l + cos 0 ), (5 6)
91 = 027

92 = .

Entonces, para expresar el sistema anterior como una cadena de integradores con una
pertubacion no lineal, es necesario definir las siguientes transformaciones globales no

lineales

w1 = tan 01, Wo = SeC2 9102,

(5.7)
vy = sec? Oyv + 202 tan 0, sec? 6,
con las cuales obtenemos el siguiente sistema:
Zl = 22,
o w1w§
2o = Wy + _(1+w%)3/2’ (58)
wl = W3y,

wg = Uy.



Capitulo 5. Control de Sistemas Subactuados tipo Péndulo Invertido
92 por funciones de Saturacién Anidadas

Comentario 5.2.2 Una representacion similar del modelo (5.8) fue propuesta en
[127]. En donde, el control y la coordenada no actuada no estin completamente des-
acopladas. Esto significa que el control actia directamente sobre la perturbacion no
lineal y como consecuencia el sistema en lazo cerrado tiene un dominio de atraccion
mas restringido. Por otra parte, en nuestro caso la accion de control esta desacoplada
completamente de la pertubacion no lineal, de modo que, es posible aumentar el do-
minto de estabilidad para todas las condiciones iniciales que pertenecen al semi-plano

Supertor.

5.2.2. Estrategia de Control

En este apartado se propone una funcién de saturacién anidada para controlar
un sistema no lineal que puede ser expresado aproximadamente como una cadena
de integradores con una perturbacién no lineal. Esta técnica fue propuesta por A.
Teel [192] para estabilizar una cadena de integradores lineal, y ademds ha sido usa-
da para controlar pequenas maquinas voladoras [50]. Por lo tanto, para solucionar
nuestro problema de estabilizacion realizaremos los siguientes pasos. Primero usamos
una transformacion lineal que permite proponer el controlador. Posteriormente, se
demostrara que ésta ley de control garantiza que todos los estados sean acotados y

después de un tiempo finito se asegure que todos los estados converjan a cero.

Definicién 5.2.1 0,,(s) : R — R es una funcion de saturacion lineal, si satisface:

am(s):{ s i llsm (5.9)

m sign(s) if |s| >m
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A. Diseno de la ley de control

En primer lugar, proponemos la siguiente transformacion lineal:

a1 1 3 31 21
01 21 z
2= 2 (5.10)
qs 0 011 w1
a1 000 1]/ w

Por lo tanto, aplicando la transformacién anterior, el sistema (5.8) se expresa de la

siguiente manera,

1 =vf+q2+q3 +q +36,(q)
G2 =vf+qs + q1+ 04(q)

. (5.11)
a3 =Vf +qa
Gs = Uy
donde la perturbacién d, se define como:
0a(q) = 4G (g3 — qu), (5.12)
y
w
G(w) = (TR (5.13)

por simplicidad, ¢ = [¢1, g2, g3, q4].

Comentario 5.2.3 Es importante notar que el max |G(w)| < ko = 575, y se obtiene

cuando w = 1/+/2.

Finalmente, el controlador se propone como sigue:

vy = —qy — kO'a (QS + UB(QZ"F U’y(Ql))) ) (514)

donde, k£ es una constante positiva.
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B. Acotamiento de los estados

A continuacién, mostramos en cuatro pasos que el controlador propuesto (5.14) ase-
gura que todos lo estados son acotados; sin embargo, el acotamiento de cada estado

depende directamente de los pardmetros del controlador.?

Primer paso: Definamos la siguiente funcion de definida positiva, para mostrar que

el estado ¢4 es acotado.

Vi =qi/2 (5.15)

Entonces, calculando la derivada de Vj con respecto al tiempo se obtiene la expresién:

V, = —q; — kquoo(q3/k + 05(q2 + o (q1)) / k). (5.16)

Se puede observar claramente que Vj < 0, cuando |g4| > k. Por consecuencia, existe

un tiempo finito 77 > 0 tal que:

la(t)] < ak; Vit>1T. (5.17)

Segundo paso: Para analizar el comportamiento del estado g3. Consideremos la

funcion definida positiva

Vs = /2 (5.18)

Por tanto, diferenciando V3, y sustituyendo (5.14) en la tercera ecuacién diferencial

de (5.11) se obtiene lo siguiente:

Vs = —qskoa(gs/k + 0p(q2 + oy (q1)) k), (5.19)

donde a y 3 son escogidos, tal que a > 23. Y claramente, si |g3| > [, entonces Vi <0

y existird un tiempo finito 75 > T después del cual

2Cabe destacar que |q4(t)| < q4(0)e™" + a y |G(gs — q4)| < ko. Por lo tanto, el lado derecho
del sistema en lazo cerrado (5.14) y (5.11) es localmente Lipschitz. Por consiguiente, los estado
{¢1,92, g3} no pueden tener un tiempo de escape finito [110].
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3(t)] < B; Vi>To. (5.20)

Cuando la condicién anterior se satisface, la ley de control v toma la siguiente forma.

vp=—qs—q3 — (@2 + 0y(qn)) V1>To. (5.21)

Tercer paso: Sustituyendo (5.21) en la segunda ecuacién de (5.11), obtenemos

Go = —05(q2 + 0(q1)) + alq)- (5.22)

Ademas, definiendo la funcién definida positiva.

Vo =q3/2 (5.23)

Y derivando V5 a lo largo de las trayectorias de la ecuacién (5.22) se produce lo

siguiente:3

Vo = —q2 (05(q2 + 04 (q1)) + 0a(q)) (5.24)

donde 3 y « deben satisfacer la relacion 3 > 2 + koa?k?. Y obviamente, si |ga| >
v + koak?, entonces Vs < 0. Por lo tanto, existe un tiempo finito Ty > Ty despies
del cual |go| satisface lo siguiente:

lga| < v+ kok?a®, Yt > Ts. (5.25)

Por consiguiente, g2 es acotado y el control vy se convierte en:

Vf = —qs— Gz — G2 — 0 (q1), Vt > T;. (5.26)

Cuarto paso: Sustituyendo (5.26) en la primera ecuacién de (5.11), se obtiene:

@1 = —o(q1) — 30a(q). (5.27)

3Recordando que después de t > T3, se tiene que |5,(q)| < koo k2.
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Ahora, introduciendo la funcién definida positiva
Vi =qi/2 (5.28)

Y derivando V; a lo largo de las trayectorias de (5.27), obtenemos

Vi = —q1(0(q1) + 384(0)). (5.29)

donde el pardmetro v debe escogerse, tal que v > 3koa?k®. Y si q > 3koa’k?,

entonces V; < 0, Por lo cual, existird un tiempo finito Ty > Ty en donde:

lq1| < 3koa®k?, Yt > T. (5.30)

Por consecuencia ¢; también es acotado. Entonces, todas las restricciones de los

parametros «, 3y 7 se pueden resumir como:

a>28, B>2v+kok*a?, v > 3kok?a?. (5.31)

Entonces, manipulando las desigualdades anteriores, tenemos que

a < 1/(14kok?). (5.32)

Por lo tanto, el pardmetro k se puede tomar como 14kok? = 1 y el conjunto de

parametros de control se pueden escoger como

a=r [=r/2, v=23r/l4, (5.33)

para todo 0 < r < 1.

C. Convergencia de los estados a cero

Enseguida, demostraremos que el sistema en lazo cerrado dado por (5.11) y (5.14)
es asintoticamente estable y exponencialmente estable localmente si lo parametros del

controlador satisfacen las ecuaciones definida en (5.31).
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Cabe notar que después del tiempo ¢t > Ty, la ley de control ya no esta saturada, es

decir:

Vy = —q1 — 42 — 43 — (4,

y el sistema en lazo cerrado toma la forma siguiente:

th =—q + 35a(Q)7
Go=—q1 — g2+ 94(q),

. (5.34)
43 = —q1 — g2 — (3,
Q4= —q1— G2~ q3 — qa,
con ¢, descrita en (5.12).
Definamos la siguiente funcién de Lyapunov:
1 7
V=3aq (5.35)

Y diferenciando V' a lo largo de las trayectorias del sistema (5.34), obtenemos:

V=—¢"Mq+ (3¢ + ¢2)34(q) (5.36)
donde
(111 1]
19 11
M=|2 2 2 (5.37)
1101 1
2 2 2
53 3 1]

siendo M definida positiva con A\, {M} = 1/2.

Es importante destacar que del comentario 5.2.3 y de la expresién (5.12), podemos

determinar facilmente que el segundo termino de la ecuacién (5.36) satisface:

|(Bq1 + 42)0(q)] < 2 1Baq1 + @) ;

2 ) (5.38)
< gy + (Bqr + q2)7).
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Por lo tanto, V cumple:

. 1 q 1
V<=5 o+ a3 — koG + )] — 5 (1= koad) — 545 (5.39)

De la definicién de ky y recordando que 14kgk® = 1, obtenemos que la desigualdad

anterior es definida negativa estrictamente, si:

qi + 45 — ko(3q1 + g2)* > 0, (5.40)

—1+ koqi < —1+ 14kok* < 0. (5.41)

Por consiguiente, V' es estrictamente negativa y el vector de estados ¢ converge a

cero de manera exponencial localmente despies de un tiempo ¢t > Tj.

Del procedimiento descrito se obtiene que el sistema (5.11) en lazo cerrado con el
controlador (5.14) es asintéticamente estable semi-globalmente, asi como exponen-
cialmente estable localmente, cuando los pardmetros cumplen con la (5.31). Sin em-
bargo, podemos solo asegurar que los estados originales (z, 0, z, 9) convergen a, cero, si
suponemos que el angulo del péndulo se encuentra en el semi-plano superior, debido
a que (5.2) y (5.7) tnicamente estdn definidas para 6 € (—n/2,7/2). Es decir, la
suposiciéon A1 se necesita para evitar los puntos singulares del sistema definidos en
0 ==+m/2.

Entonces, de lo anterior se deriva:

Proposicién 5.2.4 Considere el modelo parcialmente linealizado del Sistema Péndu-
lo Invertido sobre un Carro (5.2), de acuerdo con la suposicion A1 y en lazo cerrado

con la ley de control:

v = —6y — ko, (q3 t “ﬁ(qj{f ”W(ql))) cos? 0; — 262 tan 6, (5.42)

donde k = \/1/(14 x (2/33/2)) y los estados q1, g2 y g3 se definen como:
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g1 = 21+ 322 + 3w +wa; Go = 2o + 2wy + we; gz = wy + wo, (5.43)
con
wy = tan 6y; wy = Oy sec? 0y;
—] 1+tan(61/2) . _ (5'44>
Z1 = 1log m —|—l'1, ZQ—QQ/COSel‘l‘JfQ.

Entonces, el sistema en lazo cerrado es globalmente estable asi como exponencial-

mente estable localmente; si los pardmetros del controlador o, B y v cumplen con las

desigualdades definidas en (5.31).

5.2.3. Resultados de Simulacién

La eficiencia de la estrategia de control propuesta ha sido probada mediante si-
mulaciones computacionales implementadas en el programa MATLAB™™. Los pa-
rametros de controlador usados son o = 0,99, § = 0,49 y v = 0,214, ademas, las
condiciones iniciales toman los siguientes valores: #;(0) = 1,18 [rad], #2(0) = —0,05
[rad/sec, z1(0) = —0,6 y 22(0) = 0,5.

La figuras 5.2 y 5.3 muestran las respuestas en lazo cerrado del controlador (5.42)
cuando se aplica al modelo parcialmente linealizado (5.2). De las figuras se puede
observar que el estado x; converge muy lentamente a cero, comparado con el estado 6.
Esto significa que la posicion del carro se incrementa hasta que el angulo del péndulo
se aproxima a cero. Esto se puede explicar de la siguiente manera: el controlador
primero lleva al péndulo a colocarse en una vecindad muy cercana a cero, mientras que
la posicion del carro alcanza su valor maximo para que posteriormente el controlador
mueva el carro lentamente al origen. Cabe destacar que la estrategia de control sélo

realiza movimientos lentos del sistema.

Finalmente, la figura 5.4 representa el comportamiento de la ley de control v y de la
funcion de energia. Como se puede ver en la grafica, la entrada de control v, asi como

la funcion de Lyapunov que decrece después de ¢t > 10 convergen a cero.
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5.3. Control del Péndulo con Disco Inercial

En esta seccion se aborda el problema de estabilizacion del sistema conocido como
Péndulo con Disco de Inercia alrededor del punto de equilibrio inestable, el cual tiene

la caracteristica de estar fuertemente amortiguado.

Siendo la principal contribucién de esta secciéon una serie de transformaciones que
permitiran utilizar un controlador basado en funciones de saturacién anidadas para
llevar al sistema a su punto de equilibrio inestable. Obteniendo un sistema en lazo

cerrado globalmente asintético y exponencialmente estable localmente.

5.3.1. Modelo no lineal del Péndulo con Disco Inercial

- s
—>

Figura 5.5 Péndulo con Disco Inercial.

El sistema conocido como Péndulo con Disco Inercial (PDI) mostrado en la figura
5.5, fue definido por M. Spong [187] y consiste en un péndulo fisico con un disco
equilibrado situado al extremo. El par motor produce una aceleracion angular de la

masa del extremo lo cual genera un par de acoplamiento en el eje del péndulo.
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El modelo de este sistema puede ser descrito como sigue [59]:4

(]1 + _[2 + mllg + mgl%) él + ]2652 —ng SGH(&l) + (510.1 = 0

) . ) (5.45)
[291 + [292 + (5262 =T

donde, 6, es el angulo del péndulo, 05 es el angulo de disco y 7 el torque aplicado al

disco. Los parametros restantes se describen en la siguiente tabla:

my : Masa del péndulo

mo : Masa de la rueda

[y : Longitud del péndulo

[ : Distancia al centro de masa del péndulo

01 : Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada subactuada
do : Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada actuada

I; : Momento de Inercia del péndulo

I, : Momento de Inercia del disco

n = myly +maly

Como puede verse, 1 y 65 son las coordenadas subactuada y actuada, respectiva-
mente. Y 7 actia directamente en la posicion angular del disco. Entonces, para
simplificar las manipulaciones algebraicas en desarrollos posteriores reescribiremos

el sistema (5.45) como:

(]_ + /€1> 91 + ég — Ko sen(@l) + (501 =0 (546)
91 + 92 =0

donde
k1 = (I} + myl2 +mol?)/Iy; ke = ng/Is;

) (5.47)
T:UIQ+5262 (5:%

El objetivo principal de este apartado es encontrar una retroalimentacion v que
lleve el péndulo a la posicion invertida con la posicion del disco en el origen, aun si

se presentara una fuerza disipativa lineal en la coordenada no actuada.

4La obtencién de las ecuaciones dindmicas del sistema utilizando las ecuaciones de Euler-Lagrange
se describen en el apéndice A.2
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Comentario 5.3.1 Cuando 6 =0, en la literatura se puede encontrar la solucion al
problema de estabilizacion asintotico del sistema alrededor del punto de equilibrio in-
estable por medio de métodos basados en energia u otro procedimiento [151, 59, 159].
Ya que, si el amortiguamiento se presentara en el sistema utilizando estos métodos
se perderian las propiedades de platitud y pasividad, provocando que el sistema en
lazo cerrado pudiera ser inestable o convergiera a otro punto de equilibrio [209, 166].
Lo anterior puede demostrarse por medio de una linealizacion del sistema alrededor
de la posicion invertida. Por otra parte, tampoco es posible resolver la estabilizacion
asintdtica del sistema utilizando enfoques basados en ajuste de modelo [78, 156]. Es
decir, los métodos de Lagrangiano o Hamiltoniano controlado no son adecuados para
soluctonar la estabilizacion del sistema cuando el amortiguamiento se presenta en el
sistema. FEsto se debe a que la fuerza de amortiguamiento rompe las propiedades de
simetria de los sistemas Fuler-Lagrange o Hamilton. Para evitar este obstdculo intro-
ducimos una transformacion global que permita expresar el sistema (5.46) como una
cadena de integradores con una pertubacion no lineal. Para posteriormente, utilizar
un controlador basado en funciones de saturacion anidadas que haga asintoticamente

estable el origen del sistema transformado.

A. Transformacion de la estructura original del sistema:

Introducimos el siguiente cambio de coordenadas globales:

21 = (14 kK1)01+ 0y 21 = p1; (5.48)

29 = bh; Z2 = P2,

de las cuales se obtiene el siguiente sistema no lineal

&= Aoz + A(z) + bou (5.49)
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donde
[ 2 ] (001 0 0 |
o P1 : AO _ 0 0 ) —5 :
29 00 0 1
P2 00 0 O
_ . - _ . _
Ko@(z 0
A - | 0 | -
0 0
0 1

La pertubacién ¢ y el nuevo controlador u se definen como sigue

¢(2z2) = sen(zq) — 29;

_ 1 ;
u = 7-(—v— 0% + Kasen(z)).

(5.50)

Cabe destacar que la estructura del sistema (5.49) tiene una forma similar a la de
una cadena de integradores con una pertubacion no lineal. Por otra parte, el nuevo
controlador u actuada directamente en la coordenada no actuada 6y, la cual es la
posicién del péndulo. Contrario a lo que sucedia en el sistema (5.46) en donde el torque
7 manejaba directamente la posicién del disco. Por consiguiente, se han realizado
pequenos cambios a la estructura original del péndulo con rueda de inercia fuertemente

amortiguado.

5.3.2. Estrategia de control

En esta seccion establecemos la estructura de nuestra estrategia de control. La
idea primordial es llevar todos los estados a una vecindad cercana del origen, donde
la pertubacion no lineal puede ser acotada por el cuadrado de la posicién angular
del péndulo para, posteriormente, realizar el andlisis de estabilidad por medio de la
estabilidad de sistema lineal robusto. En otras palabras, forzamos los estados del sis-

tema (5.49) a comportarse como un sistema lineal exponencial con una perturbacién
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pequena. Para lograrlo usamos un controlador basado en funciones de saturacién
anidadas semejante al que se utilizd para resolver el problema de estabilizacion del
sistema Péndulo Invertido sobre una Carro presentado en las secciones anteriores de

este capitulo.

Como se ha comentado esta técnica fue propuesta en [192, 195], y ha sido usada
para estabilizar una cadena de integradores lineal, asi como para controlar diversos

sistemas subacutuados [8, 50, 127, 126, 194].

El procedimiento que se utilizard es el siguiente: Primero, usamos una transforma-
cion lineal para proponer un controlador estabilizador, después, se mostrara que el
controlador propuesto garantiza el acotamiento de todos los estados. Y finalmente, se
demuestra que el sistema en lazo cerrado es asintéticamente estable exponencialmente

de manera local después de un tiempo finito.

Antes de efectuar los desarrollos de la estrategia de control introducimos la siguiente

definicién:

Definicién 5.3.1 Decimos que la funcion oy,[s] : R — R es una funcion de satu-

racion lineal, si satisface
s if |s|<m
Omls] = { flsl< . (5.51)

msign(s) if |s| > m

A. Controlador basado en saturaciones anidadas.

Inspirados en el trabajo presentado por A. R. Teel [192], proponemos una trans-
formacion lineal que permitird obtener el controlador u que estabilizara al sistema no

lineal (5.49).
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Por tanto, la transformacién lineal ¢ = Sx, se escogera de tal manera se cumpla lo

siguiente:

SA,S7t =

o o o O
o o O =
o O = =
S = = =

<

nn

S

S

I
— = =

Realizando, algunas manipulaciones algebraicas proponemos a S como

[ 1 43k 82 3 1|
0 = 2+2 1
S = 2 & : (5.52)
0 0 1 1
0 0 0 1
Por lo tanto, el sistema (5.49) se puede escribir de la siguiente forma:
Gi=u+@+qg+at+ (%) ?(q3 — @)
Go=u+qs+qs+ (g — q) (5.53)
g3 =u+qa
Ga=1u

Entonces, para estabilizar el sistema (5.53), se propone la siguiente ley de control u

basada en saturaciones anidadas, como:

1
u=—qs — ko, T (g3 + 082+ 0y [@1]]) |, (5.54)

donde k es una constante positiva.
Cabe senalar que el sistema en lazo cerrado definido por las ecuaciones (5.53) y (5.54),
es globalmente Lipschitz. Por consecuencia, todos los estados {¢;} ® no pueden tener

un tiempo de escape finito [110].

°{z;} denota a x = [z1, 22 3, 24]" .
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B. Acotamiento de los estados.

A continuacién, mostraremos en cuatro sencillos pasos que la solucién del sistema
en lazo cerrado formado por (5.53) y (5.54) garantiza que todos los estados sean
acotados. Ademas, el acotamiento de cada estado depende de manera directa del

diseno de los pardmetros del controlador (5.54).

Paso 1: Para mostrar que el estado ¢4 es acotado introducimos la funcién auxiliar

V;, definida como:

1
Vi= 54 (5.55)

Entonces, derivando (5.55) y usando la cuarta ecuacién diferencial de (5.53), se tiene

que:

Vi = —qi — @skoo [as/k + 03 [go + 0 [@1]] /]

Y si |q4| > ka entonces, de la expresién anterior se obtiene que Vi < 0. Por tanto,

habra un tiempo finito T} después del cual se tenga que:

lqu(t)| < ka;; YVt > Ty.

Es decir, g4 es acotado después de un tiempo finito 7.

Paso 2: Para poder analizar el comportamiento del estado g3 se necesita definir la
funcién auxiliar positiva V5, como:
1

Va = 54 (5.56)

Por lo cual, sustituyendo el controlador propuesto (5.54) en la tercera ecuacién dife-

rencial de (5.53), se tiene lo siguiente:

s = —hoa | (a5 + 03+ o [a]) | (557)
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Diferenciando (5.56) y usando (5.57), obtenemos:

. 1
Vo = —qskoq 7 (g3 + og [q2 + Oy [@1]])

donde los parametros de control « y 3 han sido seleccionados tal que, o > 23/k. Y si
lgs| > 3 entonces, V; < 0. Por consiguiente, existird un tiempo finito 7y > T}, después

del cual se tiene que la |g3(¢)| cumpla lo siguiente:

as(t)| < By Vt>To.

Consiguientemente, g3 también es acotado después de un tiempo finito 75. Por otra

parte definimos la siguiente variable auxiliar

w=gqs+03(q+0y[q]],

de la cual se tiene que |w(t)| < |g3(t)| + B, para todo ¢t > 0, y evidentemente, |w(t)| <
23 después de t > T. Y debido que @ > 2(3/k entonces

koo {—w} =w; t>Ts.

De lo anterior, el control u toma la siguiente forma:

u=—q—qs—0ogl@+o,ql]]; t>Ts. (5.58)

Comentario 5.3.2 Después de t > T, tenemos que

ak
5 — @il < B+ ka < = + ok = . (5.59)

por lo cual, el pardmetro k se puede seleccionar como se desee, y pu < 1. Por conse-
cuencia, |q3(t) — qa(t)| < p < 1, para todo t > Ty. Entonces, aplicando la siguiente
destgualdad

sen(z) — x| < [sen(1) — 1|2% =0 2*; V |z] < 1, (5.60)

en la definicion de la funcion ¢, se obtiene que

|p(g3 — qa)| < 5|Q3 - Q4|2 < 5,112; Vit > Ts. (5.61)
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Paso 3: Ahora, sustituyendo (5.58) en la segunda ecuacién diferencial de (5.53) se

obtiene:

Go = —03(q2 + oy [q1]] + ¢(az — qu);t > T, (5.62)

donde [ y ~ satisfacen la relaciéon 5 > 2v + gui. Entonces, para mostrar que ¢, es

acotado se necesita introducir la funcién auxiliar V3, como:

1
Vs =545 - (5.63)

Por lo cual, derivando (5.63) y utilizando (5.62), se produce la expresién siguiente:

Vs =—qy (08 lg2 + oy [@1]] + P(a3 — qu)) -

Obviamente, si |gs| > v + Ou? se cumpliria que Vi < 0y existird un tiempo finito
T5 > Ty, después del cual se obtendra la siguiente desigualdad:

o (t)| < v+ 0u3; Vt>Ts.

Como consecuencia, gs es acotado y el control u se convierte en:

U=—q—qs—q@—0y[q]; Vt>T; (5.64)

Paso 4: Para analizar el comportamiento de ¢;, sustituimos (5.64) en la primera

ecuacién diferencial de (5.53), obteniendo:

¢ = —oy @] + (% + 3) O(gs — qu); YVt >Ts. (5.65)

Entonces, para mostrar que ¢; es acotado, definimos la funcién auxiliar positiva V}

de la siguiente manera:

Vi = =g (5.66)
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Por lo tanto, derivando (5.66) y usando (5.65) se obtiene que:

Vi=-a (07 (1] + (% + 3) ¢(q3 — 614)) : (5.67)

Donde « tiene que ser seleccionada tal que, v > (§/ky +3) Ou?. Y si |qi| > (0/k2 +
3)0u2 se obtiene que V; < 0, y habra un tiempo Ty > T tal que:

) _
o) < (Z+3)Buks >
2
Entonces, de los pasos anteriores podemos concluir que los estados {¢;} son acotados

después del tiempo t > T}

A continuacion, resumimos esta seccién con el siguiente lema que permitira calcular
los pardametros del controlador adecuadamente definidos como {a, 3,7, i }, los cuales

son necesarios para garantizar el acotamiento de todos los estados.

Lema 5.3.3 Dadas las constantes positivas § y ko; y considerando que py € (0,1)°

se obtienen las siguientes desigualdades:

a>20; B>2y+0u; > <% + 3) 0p3, (5.68)
que se cumplirdn si los pardmetros v, B y a son escogidos como Sigue:

v = N0p (%2 + 3) ;8= Mpp(7+ 2);

i (5.69)
a =203 (7 + Z—g),

donde \ > 1.

C. Convergencia de los estados a cero

Para probar que el sistema en lazo cerrado descrito por (5.53) y (5.58) es asintitica-
mente estable y exponencialmente estable localmente de acuerdo con las suposiciones
del lema 5.3.3. Es decir, si los pardametros, k, v y [ son escogidos de acuerdo al lema

5.3.3, entonces el vector de estado ¢ converge a cero.

6Cabe recordar que k = 23 /3a.
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Cabe destacar que después del tiempo t > T}, la ley de control ya no esta saturada,

es decir:

U= —q1 — G2 — {43 — g4,

y el sistema en lazo cerrado toma la siguiente forma:

G@=—q+ (,% + 3) ¢(g3 — qu),
G=—q — @+ (@3 — qu), (5.70)
43 = —q1 — g2 — (g3,
Qa=—q1—q2—q3 — Qa,
Entonces, para demostrar la convergencia de los estados a cero, usaremos la siguiente

funcion de Lyapunov

1
V= iqTq, (5.71)

Derivando (5.71) a lo largo de las trayectorias del sistema (5.70), se obtiene que

V=—¢"Mq+ <Q2 + (% + 3)@11) o(g3 — qa) (5.72)

donde M se define como sigue:

1 1 1
1222
17 11

M:2 2 2
1 1 1
2212
1 1 1
R

Cabe notar que Ay {M} = 1/2 , por tanto M > 0. Y recordando que después del

tiempo t > Ty, los estados qi1, g2 y la funcion ¢ satisfacen las siguientes desigualdades:

| < O3 (% + 3) D gl < Ouf (% + 4) :
|P(gs — qu)| < g(% - CJ4)2.

Entonces, sustituyendo las desigualdades anteriores en el segundo término de (5.72)

y después de usar la desigualdad del triangulo tenemos que:
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(6/k2 + 3)q1 + ol |6(a3 — qu)| < K(gs — 1) < 2K (3 + ¢3); (5.73)

donde
K =0p2(6/ky+3)" + 042 (6/ky + 4). (5.74)

Es importante comentar que K puede ser tan pequeno como se necesite, ya que

i € (0, 1) puede seleccionar como se desee.

Por lo cual, aplicando las desigualdades (5.73) en la derivada de V' expresada en

(5.72), es evidente que tengamos lo siguiente

L1 _
V<=5 la+ae+a+a] +2K(e +q)

y si forzamos a que K < 1/4, se obtendra que V< 0, para todo g # 0. Por lo tanto,
si K se escoge tal que K < 1/4, entonces el vector de estado g convergird a cero

exponencialmente de manera local.

De la discusion anterior se deriva la siguiente proposicion:

Proposicién 5.3.4 Considere el sistema péndulo con disco inercial descrito por (5.46),

en lazo cerrado con

1 .
v =K1y + Fikoa |- (g3 +0glq2 + 0y [q1]])| — 061 + Ko sen(6y),

donde q se obtiene por medio de la relacion {q;} = S{x;}, la matriz S es dada en

(5.52), y el conjunto x; estd definido como

r1=2=1+kK1)0+0s, x9=p =&, x3=29=0, T4 =py = 6.
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Suponiendo que los parametros de control {a, 3,7, k} se han seleccionado de acuerdo
con el lema 5.3.3. Entonces, se obtiene que el sistema en lazo cerrado es globalmente
asintético y exponencialmente estable localmente, siempre que K < 1/4 donde la

estimacion de K se define en (5.74).

Comentario 5.3.5 Podemos mencionar que el torque T es parcialmente acotado.
Debido a que el controlador propuesto incluye las velocidades angulares del sistema

como se puede observar en (5.47) y la proposicion 5.3.4.

5.3.3. Simulacion Computacional

Para ilustrar el desempenio de la ley de control obtenida realizamos dos simu-
laciones usando el programa de MATLAB™. Los pardmetros fisicos del sistema se
seleccionan como m; = 0,01[kg], mo = 0,1]kg], I; = 0,5[m], I = 0,35[m], [; =
3,5 x 1073kgm?] y I, = 1,4 x 107%[kgm?]. Sin embargo, en el primer experimento
el término correspondiente al amortiguamiento lineal fue escogido como §; = 0,5,

mientras en el segundo se le dio el valor de 9; = 0,05.

En el primer experimento, transferimos el sistema de la posiciéon de equilibrio inferior
estable a la posicion invertida inestable. Esto significa que las condiciones iniciales se
proponen de la siguiente manera: 6;(0) = w[rad], 62(0) = O[rad], 6;(0) = Ofrad/s] y
05(0) = Orad/s]. Ademés, los pardmetros estructurales definidos en (5.47) toman los
siguientes valores k1 = 0,80357, ko = 36,75 y 0 = 35,71. Los parametros de contro-
lador se han disenado de acuerdo al lema 5.3.3 y la proposicion 5.3.4, seleccionandolos

como o = 0,23, = 0,1171, v = 0,05195 y p = 0,33.

En la figura 5.6 se muestra la respuesta en lazo cerrado del sistema y se puede observar
que el estado 6; converge a cero mas rapido que el estado #,. Esto significa que,
mientras la posicion angular de la rueda decrece, la posicion angular del péndulo se
mueve hacia una vecindad del origen. Y, ya que el péndulo esta muy cerca del origen,

la accién de control regula la dinamica de la rueda.
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En otras palabras, primero la accion de control lleva al péndulo a una vecindad de cero,
mientras la posicion angular de la rueda decrece hasta alcanzar su valor minimo para
posteriormente llevar de manera lenta la posicién de la rueda al origen. Cabe notar
que la maniobra de control descrita no podria realizarse si se usaran métodos basados
en energia, debido a que la posicion inferior estd fuera del dominio de estabilidad de

este tipo de estrategias [59, 159].

En el segundo experimento se toman las mismas condiciones iniciales, asi como los
parametros fisicos y del controlador propuestos en el experimento anterior, excepto
los valores para o y pu, los cuales se han modificado para tomar los valores de 6 = 3,5
y pur = 0,4. En la figura 5.7 se presenta la respuesta en lazo cerrado de todos lo estados
y se puede ver que 6; y 0; tienen un comportamiento similar al primer experimento
pero con la caracteristica que tardan menos tiempo en alcanzar el cero. Sin embargo,
los valores numéricos de 6 y 0, son més pequenos que en el primer experimento,
esto se debe a que la compensacion para el amortiguamiento lineal es directamente
proporcional al numero de vueltas de la rueda, asi como a su velocidad angular. Es
decir, si el efecto indeseable del amortiguamiento se incrementa, la accién de control
de la rueda tiene que ser mas fuerte para poder realizar la maniobra de control.

Obviamente, si el efecto es mas pequeno, se require una accién con menor fuerza.
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Figura 5.7 Respuesta en del sistema en lazo cerrado para 6 = 3,5.



Capitulo 6

Estabilizacion del Péndulo Esférico
Invertido mediante el método de

Lyapunov

6.1. Introduccion

En las ultimas décadas, el sistema Péndulo Esférico Invertido (PEI) ha atraido
la atencion de los investigadores. Su interés se debe a que el sistema permite probar
diversas estrategias de control. Ademas de ilustrar una versiéon académica simplificada
del propulsor de un cohete [19, 70, 71, 175]. En lo que se refiere al control de este
sistema existen en la literatura muchos trabajos dedicados a este tépico [10, 15, 19,

173, 122, 121].

La principal contribucion de este capitulo es desarrollar una ley de control para re-
solver el problema de estabilizacion del PEI. La estrategia de control esta basada en
el método de Lyapunov combinado con el Teorema de LaSalle. Con la cual se obtiene
un estabilidad local y asintoética para el sistema en lazo cerrado con un dominio de

atraccién muy grande.
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El resto del capitulo se organizara del siguiente modo: En la seccién 6.2 se presenta el
modelo normalizado parcialmente linealizado del sistema. La seccion 6.3 estd dedicada
a construir la funcién de Lyapunov que permitira obtener el controlador. Ademas de
mostrar el analisis de estabilidad del sistema en lazo cerrado . Por ultimo, en la seccién
6.4 se muestran algunas simulaciones numéricas. Los resultados del capitulo dieron

lugar a una publicacién [84].

6.2. Modelo del Péndulo Esférico Invertido

Figura 6.1 Sistema Péndulo Esférico Invertido.

El sistema Péndulo Esférico Invertido (Figura 6.1) se describe por el siguiente

conjunto de ecuaciones diferenciales normalizadas [152]."

T = Uy,
U = uy,
b = SyC, — SyCyp?® — Cotiy + SpS,yuy,
6= (09530 +28,Cy0p — C’nguy> ,

(6.1)

'La obtencién del modelo por medio de las ecuaciones de Euler-Lagrange se puede encontrar en
el apéndice A.3.
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donde x e y son los desplazamientos normalizados del centro de masa de la base moévil
en las direcciones x e y, respectivamente.? Los dngulos 6 y ¢ denotan las rotaciones
alrededor del eje-y y del eje-z. Los simbolos S, y C, representan al sen(x) y cos(z).
Las entradas u, y u, son las aceleraciones de la base en cada una de las direcciones.

Entonces, podemos escribir el sistema anterior de la siguiente manera:

q=f(a) +g(q)u, (6.2)

con q = (2,9,0,¢0,4,9,0,0)" y u = [ug,u,|". Cabe notar que el sistema estd bien

definido para todo 6 € I, = (—7/2,7/2).

Problema 6.2.1 FEl objetivo primordial de la estrategia de control es llevar el sistema
al punto de equilibrio inestable q = 0, suponiendo que el péndulo estd inicialmente

encima del plano horizontal, es decir |0(0)] < 7/2 y |p(0)| < 7/2.

6.3. Estrategia de control

En ésta seccién buscamos una funcién definida positiva localmente (o funcién de
Lyapunov) V| con la condicién de que su derivada con respecto al tiempo a lo largo
de la trayectoria (6.2) sea semi-definida negativa para un dominio de atraccién muy
grande. En otras palabras, obtendremos un control estabilizador u para que el punto
de equilibrio inestable q = 0 sea asintéticamente estable de manera local suponiendo

que las posiciones angulares del péndulo estan sobre el plano zy.

6.3.1. Coémo proponer una funcién de Lyapunov

Inspirados en el trabajo presentado por C. Aguilar et. al. [6], se construird una
funcién definida positiva localmente V', tal que su derivada sea disipativa.
A continuacion, definamos las siguientes variables auxiliares £ y p como £ = x4+ ¢, (0)
y 1=y + g2(p,0), donde las funciones g; y go son suaves y se determinarén poste-

riormente.

2La base idealmente puede ser un punto.
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Intuitivamente la idea de esta estrategia es hacer que los valores de ¢ y p simultanea-
mente tomen el valor de cero. Para lograr esto, primero proponemos la siguiente

funcion candidata de Lyapunov:

1

Viq) = 552 +

1., k k
S+ S8+ S+ 1o(a), (6.3)

donde {ky, ko, [} son constantes estrictamente positivas y la funcién ¢(q) se escogerd tal

que:?

mo(@g(@)u = u,€ +uyit, Fo(a)f(a) =0. (6.4)
Por consiguiente, para solucionar las ecuaciones anteriores, proponemos a ¢ tal que

0¢/0i =1y dp/0y = 9. Y de la ecuacién de la izquierda de (6.4), después de realizar

algunas manipulaciones, se obtiene lo siguiente
E=(i—Co35), fr=(9— C,Co3% + 595, 55). (6.5)

Entonces, tomando en cuenta que £ = & 4+¢,(0)0 y 1 =7 +8929 +692g0, y después de

sustituir a S y [t en (6.5), se obtienen la siguientes dos relaciones

0)0 = —Cy22,
, - a0 o (6.6)
592(0,0)0 + 920, )¢ = 595,57 — CoCas
De las relaciones anteriores ¢ se expresa como
h h -2 -2
ola) = F0+ SO+ 5 + 5 +w.e), (6.7)

donde la funcién escalar w(f, ¢), y las constantes hy y hy se determinarédn ensegui-

da. Entonces, sustituyendo a ¢ dada en (6.7), en la ecuacién de la derecha de (6.4),

3 9 — (Ow dw OJw Ow Ow Jw Jw IJw
Recuerde que aqw(q)f (aw, 5y B0 De> D81 TG 58 Bsb)'
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obtenemos

$20CpSp(—hy + ha) = 0,
& (haCoS, + 52) = 0, (6.8)
0(h155Cy + G2) = 0.

Por lo tanto, hy = ho = h y w(f,¢) = h(CyCy, — 1), donde h = —k, y k, > 0.

El siguiente lema proporciona las condiciones suficientes para garantizar que la funcion

candidata de Lypuanov sea positiva.

Lema 6.3.1 Consideremos la funcion de Lyapunov V descrita en (6.3), donde ¢

esta dada por

22

A I TRV
R R L L (L L A
Y supongamos que

—1—1+k,>0 (6.10)

Por lo tanto, V' es definida positiva localmente para todo 0 € (—a,a) =1, y ¢ €

1., donde a estd dada por
a=maz{y} ={0 <y <7/2: (-1 —1+k,C5) >0} (6.11)

(La prueba de este lema se puede encontrar en apéndice C.3).

Finalmente, las variables auxiliares se proponen como:

f =x + k?pSQ nw=vy-+ kpCQSSO . (6.12)

6.3.2. Obtencién de la ley de control

Basandonos en la funcién de Lyapunov V' descrita en (6.3), calculamos su derivada

con respecto al tiempo a lo largo de la trayectoria del sistema (6.2).
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Y usando (6.4) se obtiene la siguiente expresién.

V(@) =€ (% (@) + (Zola) + (L0)) ut kig) +

fi (%f(q) + (%g(q) + (0, l)) u+ kzu) : o1

Entonces, utilizando la relacién (6.13), se propone la ley de control tal que se cumplan

las siguientes expresiones:

¢ ¢ .
7q (q) + <a—q (q) + (5,0)> u+ ki = ¢, (6.14)
y
of oJ!
Sas@+ (So(a)+ 0.0) ko = i (6.15)
con lo cual define a V como:
V() = —€ - ji*. (6.16)

Comentario 6.3.2 De acuerdo con las condiciones del lema 6.3.1, se deduce que la

matriz
€ _ 2
N, ) = g(?lg(q) + (1,0) _ 1+1-k,Cj k,CoSpS, 7
agg(q) + (0,1) k,CoSpS, 141 — /{:pC’f, — /{:pSgSi
(6.17)
es invertible para todo 0, ¢ € I, y su determinante es de la siguiente forma
det(N(0, ) = (=1 =1+ ky)(—1 — 1 + k,C35C2). (6.18)

FEvidentemente de la definicion de o (ver lema 6.53.1) se deduce que det N (6, ¢) > 0,
para todo 0, € 1,. Por lo tanto, el controlador propuesto en (6.14) y (6.15) no tiene

singularidades cuando 6, € I,.
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Consiguientemente, para garantizar que la funciéon de Lyapunov V' sea positiva y evi-
tar las singularidades del controlador (ver relaciones (6.14) y (6.15)), es importante
mantener a |0(t)] < a y |¢(t)] < «, para todo ¢ > 0. Para conseguir esto es sufi-
ciente que las condiciones iniciales, qo = (o, Yo, 0o, ©o, L0, Yo, 90, $o) con by, pg € Iy,
pertenezcan a una vecindad del origen, tal que

il
2

ks

V(o) < Vi = 1k,S% + = (kpSa)* + E(kpcasa)? (6.19)

lo anterior se deriva del hecho que la funcién V' sea decreciente (6.16).

Comentario 6.3.3 La desigualdad anterior define una region de estabilidad para el
sistema en lazo cerrado propuesto, ya que para todas las condiciones iniciales qq, tal
que V(qo) < Vi, con la restriccion que |6y] < o y |po| < a. Lo anterior implica que
V(q) < Vy con |0(t)] < a y |e(t)| < a. Por lo tanto, podemos definir al conjunto

compacto £ como sigue:

Q={q=(2,9,0,0,2,9,0,0) : V(q) < Va} (6.20)

Cabe mencionar que ) es un conjunto compacto con la propiedad que cualquier
solucion del sistema en lazo cerrado ((6.2), (6.14) y (6.15)) que inicia en S per-

manecen en ).

6.3.3. Analisis de estabilidad

Partiendo del hecho que V(q) es definida positiva para todo q € Q, y que su
derivada V(q) es solo semi-definida negativa, inicamente es posible asegurar estabi-

lidad en el sentido de Lyapunov para cualquier condicién inicial qq € €.

Por lo tanto, aplicando el Teorema de LaSalle aseguraremos que el punto de equilibrio

q = 0 sea asintéticamente estable. Entonces, definiendo al conjunto S como

S={qeQ:&+ > =0} (6.21)
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y sea M el conjunto invariante mas grande contenido en S. Por consiguiente, el
Teorema de LaSalle garantizard que cada solucién que inicia en {2 se aproximara a M

como t — oo [110].

Como primer aspecto, calcularemos al conjunto M en S. Consideremos que en el
conjunto S, las variables £ y p son constantes, y evidentemente, E=0y i = 0.

Ademas, de las ecuaciones (6.14) y (6.15), el vector u se ha seleccionado, tal que,

f(Q) (q)u + k1€ + lu, =0,

(6.22)
f(Q) (Q)u + kopt + lu, = 0.

y sustituyendo ' .

§=5:(f(a) + Fg(a)w)

ji = 9(f(a) + Gg(a)u),
en la ecuacién (6.22), obtenemos que k1§ + lu, = 0y kop + lu, = 0. Por tanto, si
Uy = Uy y Uy = Uy, son constantes en S, se tiene que £ y p son constantes.* Ahora,
supongamos que U, # 0y que %, # 0, entonces, de las dos primeras ecuaciones de
(6.1) obtenemos que & = u, y que § = u,, y obviamente, las constantes @, y @, deben

ser cero, bajo la suposicién que las variables {x,y, ,§} estdn acotadas en el conjunto

S.

De manera similar, es sencillo mostrar que en S, 2 = 0y y = 0 es decir, las variables x
e y son constantes en el conjunto S. Entonces, de la definicién de £ y p dada en (6.12)
se tiene que 7 + kysenf = 0y que u = y + k,sen® = 0. Finalmente, si 2 # 0y 6 # 0
significarfa que el péndulo puede mantenerse en un dngulo # y en un desplazamiento
z (en direccién-z), sin aplicar un accién de control. Esto es imposible por que se
necesita una accién de control para mantener el d4ngulo fijo en 6.° Por consiguiente,
los valores posibles para zy 6 son x =0y # = 0 en el conjunto S. Ademas, de forma

similar se puede mostrar que y y ¢ tienen que ser cero en S.

Por consiguiente, del Teorema de LaSalle garantizamos que todas la soluciones en lazo

cerrado que inician en {2 convergen asintéticamente hacia el conjunto invariante més

4% denota que z es una constante en el conjunto S.
®Recuerde que U, =0y %, =0en S.
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grande M contenido en S, que estd constituido por el punto de equilibrio inestable.
q=0.

De la discusion anterior, se obtiene la siguiente proposicion:

Proposicién 6.3.4 Considere el sistema del péndulo esférico parcialmente linealiza-
do (6.2) en lazo cerrado con el controlador (6.14) y (6.15), donde , ky,ks y k, son
constantes estrictamente positivas. Suponga que las condiciones iniciales pertenecen
(0 inician) en el conjunto compacto S definido en (6.20). Entonces, podemos decir
que el origen del sistema en lazo cerrado es local y asintoticamente estable con un

dominio de atraccion definido por la desigualdad (6.19).

6.4. Simulaciones numeéricas

Para probar el desempeno del controlador propuesto se han realizado algunas
simulaciones computacionales usando MATLAB™™™ |
En la simulacién aplicamos el controlador (6.14) y (6.15) al sistema (6.2) con los

siguientes parametros:
ki=1 ko=15 k=5 l=1".

Ademas, las condiciones iniciales se han seleccionado como cero, excepto los angulos
definidos como 6y = 0,5[rad] y ¢y = —0,5[rad]. La figura 6.2 muestra la respuesta
en lazo cerrado de los angulos y sus derivadas. De igual forma, en la figura 6.3 se
puede observar el comportamiento en lazo cerrado de las posiciones y sus respectivas

velocidades.

Como podemos ver, la ley de control encierra al péndulo en el origen por medio de
movimientos suaves, mientras que la base inicia su movimiento de tal forma que las
oscilaciones tiene amplitudes grandes pero con movimiento suaves. Y, en ambos casos

se reducen gradualmente sus amplitudes.
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Figura 6.2 Respuesta en lazo cerrado de las variables angulares del sistema.
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Figura 6.3 Respuesta en lazo cerrado de las posiciones y velocidades del sistema.

Intuitivamente, podemos decir que la energia total del péndulo es transferida a la
base movil por medio de movimientos largos de dicha base. Para que, finalmente, la

energia total sea disipada lentamente por el controlador.



Capitulo 7

Control del comportamiento
oscilatorio de un sistema mecanico
no lineal: Caso Péndulo Invertido

con Masa Modvil

7.1. Introducciéon

Los sistemas mecanicos que vibran constituyen una importante clase de sistemas
dindmicos: edificios, puentes, suspensiones de coche, marcapasos, generadores de vien-
to y altavoces son algunos ejemplos comunes de este tipo de sistemas.

En términos fisicos todos los sistemas que vibran tiene un componente que almacena
energia y otro que la transforma. Por lo tanto, el comportamiento de estos puede ser
descrito en término de cambios energéticos, es decir, el movimiento del sistema resul-
ta de la conversion de energia. Por razones tedricas y tecnoldgicas el control de este
tipo de sistemas ha resultado un campo de investigacion importante, debido a que
ha proporcionado diversas soluciones a problemas que involucran comportamientos
oscilatorios, como por ejemplo el control de vibraciones se ha aplicado para atenuar
las oscilaciones no deseadas en edificios producidas por fuerzas externas; tales como

fuertes vientos o terremotos [13, 55, 95, 137, 176], asi como en suspensiones de autos
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para mejorar el manejo en caminos complicados. Por consiguiente, este capitulo se
enfoca en el control activo de un sistema mecanico vibratorio no lineal subactuado y
subamortiguado utilizando el enfoque de Lyapunov [5, 6, 13, 59], es decir, el control
del comportamiento vibratorio se aborda por medio de un moldeo del flujo de energia,

el cual caracteriza al sistema en términos dindmicos.

Entonces, el objetivo principal de este capitulo es proponer un controlador estabi-
lizador asintoético para la vibracién activa amortiguada en un sistema mecanico no
lineal subactuado sin friccion, el cual estard restringido a moverse dentro de un con-
junto admisible predefinido.

Este sistema consiste en un péndulo fisico invertido que rota alrededor de un pivote
localizado en la parte inferior del péndulo. Ademas, cuenta con un masa que se mueve
a lo largo del brazo del péndulo y para mantener la estructura en la posicién estable
superior se incluye un resorte torsional.

La estrategia de estabilizacion consiste en amortiguar el movimiento péndulo ejer-

ciendo una fuerza sobre la masa radialmente mévil.

El resto del capitulo se organiza como sigue. En la seccién 7.2, se presenta el modelo
matematico no-lineal del sistema obtenido por medio de las expresiones de Euler-
Lagrange.

El controlador lineal Proporcional Derivativo (PD) se expone en la seccién 7.3. Final-
mente en la seccion 7.4 se muestran las simulaciones del comportamiento del sistema
en lazo cerrado. Los resultados expuestos en este capitulo dieron lugar a una publi-
cacién [4] y pretenden mostrar una ejemplo sencillo de la importancia que tiene el

estudio del Sistema Péndulo Invertido.

7.2. Ecuacion de movimiento

El sistema dinamico consiste en un péndulo fisico de masa M, que gira sobre
el pivote O. Ademas, cuenta con una masa auxiliar m que se desliza a lo largo del

péndulo. Por otra parte, para mantener la estructura en la posicién estable superior,
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it ettt

Figura 7.1 Péndulo Invertido con Masa Radialmente Movil .

un resorte torsional con constante ;' produce un momento de restablecimiento, como
se puede ver en la figura 7.1. El momento de inercia del péndulo se define como I
y el centro de masa C' esta localizado a una distancia r. del pivote. La masa m se
mueve debido a la aplicacion de una fuerza f paralela a OC'. Es decir, f es la entrada

de control que actia sobre la masa m.

Para describir el movimiento del péndulo el origen del marco inercial es escogido
en el punto O. Los ejes x e y corresponden a las direcciones horizontal y vertical,
respectivamente. Y el vector ¢ = [r,0]7 describe las coordenadas generalizadas, donde:
r es el desplazamiento de la masa m medido desde el punto O y 6 denota el angulo
formado por el eje y y el eje OC.

Entonces, la energia cinética y potencial del sistema son definidas como:

1 .. 1 .
Ko = 516" + 5m (ﬁ + 7’202> (7.1)

y
K, = Mgr.(cosf — 1) + mgr cos 6 + %02 (7.2)

1Se supone que el sistema es estable en el sentido de Lyapunov (pero no asintéticamente estable).
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Por lo tanto, el Lagrangiano £(q, ¢) tiene la forma

c(q7 Q) = Kc - Kp

Consiguientemente, las expresiones obtenidas de la ecuaciones de Euler-Lagrange

son:2

mi* — mré? + mgcosf = f

. . (7.3)
(mr? + 15)0 + 2mri0 — g(Mr, + mr)sen 0 + k.0 = 0
siendo F' = [f,0]7 vector de fuerzas externas.
Entonces, definiendo la fuerza f como
f=mg+v (7.4)

donde, v es una nueva variable de control y mg es un término que compensa la fuerza
de gravedad. Sustituyendo (7.4) en (7.3) podemos expresar las ecuaciones diferenciales

anteriores como:

M(q)i+ C(q,d)q + ViK;(q) = Gv (7.5)
donde
m 0 ) 0 —mré 1
M(q) = Cle, )= | . | G=
0 mr?+ I mrf  mrr 0
y

K;(q) == —r3(1 — cos ) — kar(1 — cos ) + %92
con Ky =mgy k3 = Mgre.
Cabe destacar que el sistema (7.5) satisface las siguientes propiedades:

P1: M(q) es una matriz definida positiva.

P2: La matriz H = M(q) — 2C(q, §) es una matriz antisimétrica con:

2Es decir, % (%(q,q')) - %(q,d) =F
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0 —mrf
H = )
[er 0 ]

P3: El operador v — 7 es pasivo.

La propiedades P1 y P2 son compartidas por cualquier sistema Euler-Lagrange.
Ademas, para probar la propiedad P3 definimos la siguiente funcion de almacenamien-

to.

Blg.4) = 5i" ()i + Ki(o) (7.6

Calculando la derivada con respecto al tiempo de (7.6) y usando las propiedades P1

y P2.

E =ur

De acuerdo a los resultados anteriores ([110], pp 236) el operador v — 7 es pasivo.

Comentario 7.2.1 Note que, siv =20, 0 € (—w/2,7/2) yr > 0 entonces, el sistema
(7.5) tiene un conjunto de puntos de equilibrio definidos por (r =7,0 = 0,7 = 0,0 =
0).

Donde 7 es una constante positiva, es importante mencionar que estos puntos son
estables en el sentido de Lyapunov, pero no asintoticamente estables.

Para desarrollos posteriores, los simbolos x y T se definen como

z=(¢,9)" = (r,0,7,0)T |, 7 = (3,07 = (7,0,0,0)7

conr >0, y ademds zy indica a z(0)

7.3. Control lineal PD

El sistema anterior es subactuado y pobremente amortiguado debido a que tiene
una sola entrada de control y dos grados de libertad, ademas de no tener una fuerza

disipativa en la coordenada no actuada 6. Por tanto este sistema es muy sensible a las
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perturbaciones externas. Entonces, para atenuar los efectos indeseables de dichas per-
turbaciones se propone un controlador que haga al sistema en lazo cerrado asintética-

mente estable alrededor del origen 7.

Antes de establecer el objetivo de control es necesario introducir la siguiente suposi-
cién:

A1: Los parametros del sistema original deben satisfacer la siguiente relacién

K1 > K3+ Kka(T +¢€) (7.7)

Comentario 7.3.1 La desigualdad (7.7) significa que la fuerza del resorte es mayor
que la fuerza debido a la gravedad de todo el sistema para cualquier posicion de m.
Es decir, A1 es una condicion estructural que estd relacionada con la rigidez interna

del sistema.
El problema de control se define como sigue:

Problema 7.3.2 Encontrar un controlador v que forzard al sistema (7.5) a com-
portarse asintoticamente estable alrededor del punto de equilibrio @, restringiéndolo a

moverse dentro del conjunto Q C R?, definido como:

Q={qg=0r>00):|r—7<eyl <0} (7.8)

donde ¢, 0 y T son constantes positivas; con 0 < /2.

Comentario 7.3.3 Debemos destacar que las restricciones fisicas incluidas en la
formulacion del problema son necesarias para garantizar que el péndulo invertido sélo
pueda moverse en el plano superior, mientras que la masa m se mantiene en el brazo
del péndulo. Esto significa que la masa auxiliar m se mueve a lo largo del péndulo y
la posicion angular estd restringida a moverse dentro del intervalo (—g, 5).

En otras palabras, pedimos que al mismo tiempo la masa m se mueve a largo del

péndulo y el angulo se confine en una vecindad cerca de la posicion invertida.

Enseguida resolveremos el problema propuesto.
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Figura 7.2 Curvas de nivel alrededor del origen.

7.3.1. Control basado en energia

Consideremos la siguiente funcién candidata a Lyapunov:

Fr(e) = Fr(g,d) = 30" M(a)i + Kn(a) (7.9

donde K, es la energia potencial modificada definida como:

Kn(q) = Ki(q) + -7 (r =7)? (7.10)

con k, > 0.

Comentario 7.3.4 De acuerdo con la suposicion A1, la energia potencial modificada

K, tiene un minimo local en g = (7,0). Esto se debe a lo siguiente:

Kn(@) =0, V¢Kn(7) =0 V¢@Kn,(@q) >0 (7.11)

Lo anterior implica que K,, es una funcion convexra alrededor de q. En términos
geométricos las curvas de nivel de K, constituyen el conjunto de curvas en lazo cerra-
do alrededor de G (Figura 7.2). Esta propiedad permite definir el conjunto invariante

compacto que serd usado para el andlisis de convergencia.
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Tomando en cuenta las propiedades de pasividad del sistema (7.5), la primera derivada

de Er a lo largo la trayectoria del sistema esta dada por

Er(q,q) = vi + ky(r — F)7 (7.12)

Y, debido a que se necesita que la derivada sea definida negativa, la entrada de control

v se propone como una ley de control proporcional derivativa

v=—ky(r—7) — kgr (7.13)

con k, > 0y kg > 0. Por lo tanto, sustituyendo (7.13) en (7.12) se obtiene

E(q,q) = —kqi? (7.14)

Entonces del hecho, que Er es definida positiva y Er es semi-definida negativa pode-
mos establecer la estabilidad del punto de equilibrio T en el sentido de Lyapunov. Es

decir, ¢ y ¢ estan acotados.

Para asegurar que la solucién en lazo cerrado converja asintéticamente al origen 7,
utilizaremos el Teorema de LaSalle [110]. Pero antes de aplicarlo introducimos el
siguiente lema que permitira seleccionar adecuadamente a la constante k, que propi-
ciard que todas las soluciones del sistema en lazo cerrado se mantengan dentro del

conjunto Q).

Lema 7.3.5 Considere el sistema en lazo cerrado formado por las ecuaciones (7.5)

y (7.13).

De acuerdo con la suposicion A1 y la restricion del parametro k, definida como:

%(1 ~cosh) < ¢ (7.15)

P

y si las condiciones iniciales xo = (qo, Go); con qo € Q satisfacen

Er(z0) < E (7.16)
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donde la cota E se define como

E=maz{c>0:K,(q) =c, conqeQ} (7.17)

y puede estimarse a partir de solucionar la igualdad

E=K, (F + ;,5) = Aekia(1 — cos ). (7.18)

donde \ > 1.

Entonces, podemos garantizar que:

Er(q(t),4(t)) < Br(z) < E (7.19)

con q(t) € Q; para t > 0 (La demostracion de este lema se puede ver en el apéndice
C4).
Enseguida describiremos la aplicacion del Teorema de LaSalle.
Como primer paso, definamos el conjunto compacto 2

Q={z=1(q.4): Er(z) < E} (7.20)
donde E > 0 escogido de acuerdo al lema 7.3.5.

Comentario 7.3.6 FEl conjunto €2 tiene la propiedad que todas las soluciones del
sistema en lazo cerrado que inicia en €2 permanece en €2 por todo el tiempo.
En particular, todas las condiciones iniciales o = (qo, o) tal que Er(xg),E, con

qo € Q. Esto implica que q(t) € Q para todo el tiempo.
Entonces, definiendo a I' como

r:{er:ET(x)zo}:{er:rzo} (7.21)

Y sea M el conjunto invariante més grande en I'. Por tanto, el Teorema de LaSalle

garantiza que todas las soluciones que comienzan en el conjunto compacto €2 tienden
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a M como t — oo [110]. Enseguida, calcularemos el conjunto M. Del conjunto I'
se tiene que 7 = 0 y r = r,* donde r es una constante, tal que [T — r| < . Aho-
ra suponga que en I', r # r. Entonces, de la definiciéon de v (7.13); tenemos que
v = —ky(r —7T) # 0, siendo esto una contradiccién, por que existirfa una fuerza cons-
tante que eventualmente producird un desplazamiento de la masa m y el estado r no

seria acotado (observar la primera ecuacién de (7.5)).
Ahora, si suponemos el caso que en I', r =T, el sistema (7.5) toma la forma:
—mif? + Ky(cosfh — 1) =0 (7.22)

(m7)0 — (k3 + KoT) sen ) + k10 = 0 (7.23)

De las ecuaciones anteriores podemos decir que la trayectoria que satisface a (7.22),
se obtienen cuando 6 y # son iguales a cero en el conjunto I, siendo || < 6 < 7/2,
ke > 0y 7T > 0. Por lo tanto, se concluye que el conjunto invariante mas grande
contenido en I' C €, es decir, M estd constituido por el punto de equilibrio 7 = (r =
7,.0=0,7=0,0= 0). Y de acuerdo con el Teorema de LaSalle todas las trayectorias
que comienzan en ) convergen asintéticamente al conjunto M definido por el punto

T.
Esta seccién finaliza con la siguiente proposicion:

Proposicién 7.3.7 De acuerdo con la suposiciones del lema 7.8.5, del sistema (7.3)
en lazo cerrado, con

F=mg—ky(r—7)—kqr

se obtiene que el origen del sistema en lazo cerrado es asintoticamente estable de
manera local con un dominio de atraccion definido por la desigualdad (7.19).
Ademds, la solucion del sistema en lazo cerrado estd restringida a moverse dentro del

congunto Q).

3Por simplicidad, usamos el simbolo z para denotar que %g =0.
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Comentario 7.3.8 Fs facil comprobar que si la suposicion A1 no se cumple del todo,
podemos asequrar estabilidad asintdtica del sistema en lazo cerrado. Sin embargo, no
se puede asequrar que x(t) pertenezca a @, ¥t > 0. Por otra parte, si los pardmetros
fisicos no cumplen a A1 tendriamos tres puntos de equilibrio y sdlo se podria asequrar

estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Para ilustrar el desempeno de la ley de control propuesto, en la siguiente seccién

realizamos algunas simulaciones computacionales.

7.4. Resultados de simulacion

7.4.1. Parametros de simulacion

Para llevar a cabo la simulaciones del sistema en lazo cerrado los parametros del

sistema se definen como sigue:

m = 1lkg] M =4lkg] Iy =0,5lkgm?* r.=0,5
7=005[m] e=04[m] 0=08[rad] k5 =31.25

En este caso ko = 9,8 y k3 = 19,6, satisfaciéndose las suposicion A1l.

El valor del parametro k, se ha escogido de tal manera que se cumpla la restriccién

(7.15), la cual produce:

743 < k,

Témese en cuenta que el conjunto admisible @) esta dado por:
Q={g¢=(r=>0,0):r—05 <04ylf <08}
Para asegurar que las condiciones iniciales se encuentren dentro del méaximo dominio

de atraccién, los parametros A y k, se escogen de acuerdo a las relaciones (7.18) y

(C.19), respectivamente. Como A = 4,1 y k, = 30,46. Por lo tanto, para mantener
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el movimiento en lazo cerrado dentro del dominio de atraccién se debe cumplir la

condicién Er(qo, ¢o) < E = 2,43 con ¢ € Q.

7.4.2. Comentarios sobre las simulaciones

Para simular el comportamiento del sistema no lineal se utilizé plataforma de

MATLAB™ y se derivan los siguientes comentarios:

= En el primer experimento se escogieron las siguientes condiciones iniciales ¢y =
(0,6[m],0,8[rad]) y 4o = 0, las cuales satisfacen a Er(qo,0) = 2,36 (el vector qo

se selecciono muy cerca de uno de los extremos en la direccion de 6 que pertenece

a 0Q ).

= La figura 7.3 muestra el comportamiento transitorio de las posiciones y las
velocidades del sistema. Como se puede observar las posiciones estan dentro del
conjunto (), va que el vector de condiciones iniciales pertenece al dominio de

atraccion del sistema en lazo cerrado.

= Para el segundo experimento, las condiciones iniciales que se eligieron son xy =

(0,7[m], 0, 6[rad],0,2[rad/s]) para la cual Er = 3,75 > E.

» En este caso en particular aunque la condicion inicial pertenece a (), la respuesta

del sistema en lazo cerrado estd fuera del conjunto @ debido a que Ep > E.

= El comportamiento del sistema se muestra en la figura 7.4 y podemos observar

que 6 ~ 1[rad], cuando t = 2[s] aproximadamente.



7.4. Resultados de simulacién

139

0.7

r{m]

0.5

0.2
01
0
-01

F[mis]

-0.2
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Figura 7.4 Simulacién del sistema en lazo cerrado para la condicién inicial z(0)

(0,7,0,6,0,2).
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Capitulo 8
Conclusiones

Llegado a este punto de la tesis se puede afirmar que, en funciéon de los objetivos,
el control de los Sistemas tipo Péndulo Invertido planteado y presentado en este
documento es una alternativa més en el estudio de la Teoria de Control no lineal, ya
que provee una serie de mecanismos y herramientas para realizar el control de una
clase de sistemas subactuados, considerando que no sélo pueden ser aplicados a este

tipo de sistemas.

Este capitulo se dedica a la exposicién resumida de las aportaciones de esta tesis a
modo de conclusion. Al final del capitulo se presenta una serie de trabajos futuros

que continuaran con la investigacién desarrollada en esta tesis.

Como primer aportacién se presentd una estrategia de control para estabilizar el sis-
tema Péndulo Invertido sobre un Carro alrededor del punto de equilibrio inestable,
suponiendo que el péndulo estd inicialmente por encima del plano horizontal.

Esta estrategia se basa en encontrar una linealizaciéon parcial por retroalimentacién
del sistema, para posteriormente aplicar un adecuado ajuste de modelo. La idea pri-
mordial del método es encontrar una ley de control que transforme el modelo parcial-
mente linealizado en un sistema denominado objetivo, el cual tiene ciertas propiedades
de estabilidad. Para realizar lo anterior, fue necesario solucionar dos condiciones de
ajuste (matching conditions), relacionadas con las energias potencial y cinética del

sistema objetivo. Podemos mencionar que las condiciones de ajuste obtenidas son

140
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solucionadas de manera sencilla comparadas con otras estrategias donde se utiliza
este tipo de enfoque. Ademas, con esta propuesta se obtuvo un sistema en lazo cerra-
do asintdticamente y exponencialmente estable localmente alrededor del origen con
un dominio de atraccion grande. Para mostrar que el sistema es localmente estable
asintoticamente se utilizo el Teorema de LaSalle y, para demostrar que el sistema
es exponencialmente estable localmente se usé una linealizacion. Por consiguiente, el
sistema en lazo cerrado es robusto con respecto a fuerzas externas pequenas, como

seria el efecto producido por un amortiguamiento en la coordenada no actuada.

Posteriormente, se desarrolld una técnica que permite solucionar el problema de es-
tabilizacién de algunos sistemas subactuados utilizando un controlador basado en
funciones de saturaciéon anidadas, cuya caracteristica méas importante es proponer
una ley de control sin que sea necesario tener un funcién de Lyapunov para todo el
sistema. En este caso, hemos aplicado dicha estrategia para estabilizar los sistemas
Péndulo Invertido sobre un Carro y Péndulo con Disco Inercial alrededor del punto
de equilibrio inestable.

Fisicamente, la estrategia de control propuesta en los dos sistemas consiste en dos
etapas. La primera, es llevar al péndulo lo mas cercano a la posiciéon de equilibrio
inestable para regular la posicién del carro o del disco hasta que todos los estados
se confinen en una vecindad de cero, provocando que el sistema en lazo cerrado se
comporte como un sistema lineal exponencial con una pertubacion no lineal pequena
pudiendo facilmente aplicar el método de Lypunov para garantizar que los estados

converjan a cero.

Es importante comentar que en el caso del Péndulo con Disco Inercial, debido a que
estd fuertemente amortiguando, no es posible asegurar la estabilizacion del sistema,
si se usaran estrategias como el moldeo de energia o aquellas basadas en pasividad
[78, 156].

Otra aportacién del trabajo presentada en el capitulo 6, es proponer una metodologia
muy simple pero efectiva para disenar un controlador estabilizador para el PEI. Di-

cho controlador permite obtener un sistema en lazo cerrado asintéticamente estable
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de forma local alrededor del punto de equilibrio inestable suponiendo que el péndu-
lo se encuentra inicialmente por encima del plano horizontal. Esta ley de control
tiene un dominio de atraccion que puede ser calculado a partir del lema 6.3.1. Cabe
destacar que la obtencion del controlador se basé en la construccién de una funcién
de Lyapunov, cuya derivada resulto ser disipativa con respecto a las variables auxi-
liares definidas en (6.12). El andlisis de convergencia fue llevado a cabo mediante el
Teorema de LaSalle y el desempeno de la estrategia de control se evalué por medio

simulaciones numeéricas.

Ademsds, en el capitulo 7 se ha obtenido la estabilizacién asintética de un péndulo
fisico invertido con una masa radialmente mévil! por medio del método de Lyapunov.
El movimiento del péndulo esta restringido a moverse dentro de un conjunto deno-
minado Q expresado en (7.8) que representa las restricciones fisicas del sistema. La
estrategia de control Proporcional Derivativo explota las propiedades fisicas del sis-
tema original que se utilizan para moldear la energia del sistema en lazo cerrado.
Ademas, el andlisis de estabilidad del sistema ha sido realizado por medio del Teo-
rema de invariancia de LaSalle. Cabe mencionar que si se hubiera considerado una
fuerza de amortiguamiento en la coordenada subactuada, la estabilidad asintética del

dispositivo se hubiera reforzado.

Por otra parte, es importante comentar que la aplicabilidad de la ley de control
propuesta en dicho capitulo, es consecuencia de que el modelo no lineal del sistema
representa una version simplificada de la dinamica de edificios rigidos, restringidos a
oscilar en el plano (excitaciones externas). Siendo un problema interesante la atenua-
cién de los efectos provocados por perturbaciones desconocidas (fuerzas sismicas o
vientos) en las estructuras civiles por medio de un control activo. En nuestro modelo
la masa mévil representa el elemento de control, y en lo que se refiere a su potencia-
lidad, debe ser aclarada a través de la evaluacién del consumo de energia de la ley de

control.

'El péndulo estd anclado al pivote por medio de un resorte torsional que mantiene el sistema en
la posicion vertical estable, como consecuencia, el sistema es estable en el sentido de Lyapunov.
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De lo expuesto anteriormente, podemos concluir que los métodos desarrollados en es-
ta tesis son una forma de solucionar el problema de estabilizaciéon de los Sistemas
tipo Péndulo Invertido en el punto del equilibrio inestable, que permite generar
conocimiento cientifico, el cual es un objetivo importante en los propdsitos del Insti-

tuto Politécnico Nacional.

8.1. Desarrollos futuros

Los problemas que se abordan en esta tesis abren las puertas a una serie de lineas
de investigacion futuras destinadas béasicamente a extender el area de aplicacion de

los razonamientos tedricos aqui expuestos y refinar los resultados.

Algunas trabajos a realizar para continuar el desarrollo en esta linea de investigacion

son:

1. Disenar y construir una plataforma experimental para el control y anélisis del
Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro, con el fin de tener un dispositivo de

pruebas para verificar los resultados de las estrategias obtenidas.

2. Implementar las estrategias de control propuestas en plataformas reales para

verificar su funcionamiento.

3. Aplicar la estrategia de control presentada en el capitulo 4 para estabilizar al
Sistema Péndulo Invertido sobre un plano inclinado por ser una version mas

general que el sistema presentado en este trabajo.

4. Resolver la estabilizacion del Péndulo Esférico Invertido utilizando las técnicas

propuestas en los capitulos 4 y 5.



Apéndice A

Modelos Dinamicos de Sistemas
Subactuados tipo Péndulo

Invertido

En este apéndice se presenta la obtencion del modelo dindmico de los Sistemas
Subactuados tipo Péndulo Invertido estudiados en esta tesis utilizando las ecuaciones

de Euler-Lagrange.

A.1. Sistema Péndulo Invertido sobre un Carro

A.1.1. Ecuaciones de movimiento

En esta seccién presentamos las ecuaciones de movimiento del Sistema Péndu-
lo Invertido sobre un Carro (PIC), derivadas de las ecuaciones de Euler-lagrange.
Considerando la existencia de condiciones ideales, es decir, sin friccién ni fuerzas

disipativas. Este sistema se describe en la figura A.1.

Consideremos las coordenadas del sistema como (x,y), asi como las coordenadas del

centro de masa del péndulo (z¢,ye) definidas en (A.1).

144
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mg

QO

Figura A.1 Péndulo Invertido sobre un Carro.

Donde:
M Masa del carro
m Masa del péndulo
l Distancia desde el pivote al centro de gravedad del péndulo
g Aceleracion debida a la gravedad
x Distancia del centro de masa del carro desde su posicién inicial
0 Angulo del péndulo respecto a la vertical
f Fuerza aplicada al carro

rg =2+ lsenf (A1)
Y = lcosf

Como primer paso para aplicar el método de FEuler-Lagrange es necesario obtener la

energia cinética y potencial del sistema que seran usadas para calcular la funcién de

Lagrange 6 Lagrangiano (£).
La energia cinética del carro K;(q) es de la forma:

Kilg) = 5 M# (A.2)

La energia cinética del péndulo K;(q) esta dada por:

1 . 1 . 1.
Ky (q) = émxé + §myé + 5]«92 (A.3)



Apéndice A. Modelos Dinamicos de Sistemas Subactuados
146 tipo Péndulo Invertido

Por lo tanto, la energia cinética total del sistema K(q) es:

1 : 1 .
K@%:KNQ+JQ@):§M4+mﬁ?+mhﬁamﬂ+?]+mﬂw2 (A.4)

La energia potencial del sistema V' (q) es definida como:

V(g) = mgl(cosf — 1) (A.5)

Ademas, se conoce que la funcién de Lagrange (£) se define como la diferencia entre

la energia cinética y la energia potencial dada como sigue:

L=K(q)—Vi(g)

Entonces,
1 . 1 .
L= 5(]\/[ +m)i? + mlif cos O + 5([ +ml?)6* — mgl(cos§ — 1) (A.6)
Las ecuaciones del sistema se derivan de la ecuacion de Euler-lagrange definida como:
d (0L(g,4)\ 9L(q.q)
— — =F A7
dt ( dq dq (A7)
donde, ¢ = (q1,- -+ ,qn)T representan las coordenadas generalizadas, una para cada
grado de libertad del sistema y F' = (fi,---, fn)? denotan las fuerza externas apli-

cadas al sistema.

En este caso, las coordenadas generalizadas son z y 6, es decir, ¢ = (z,0)T y F =

(f.0)".
Por lo tanto, tenemos que:

% = (M +m)i& +mlfcos
oL _
or
8—2. = mli cos 0 + (I +mi®f)
06
oL

90

0

= mglsenf — mlifsen 0
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Y sustituyendo para cada variable, cada uno de los términos anteriores en la ecuacion
(A.7), se obtiene:

d(oey o,
dt \ 0z or

% <(M+m)j:+mlcosécosﬁ> —0=f
(M + m)i — ml(sen 0)6% 4+ ml(cos )0 = f (A.8)

a(ocy oc
dt \ 96 99
d . 24 - A
p (mlwcos@ + (I +ml 9)) — mglsen® + mlifsenf =0
mli cosf + (I +mi*)f — mglsen6 = 0 (A.9)

Finalmente, se asumira que el momento de inercia del péndulo es insignificante, por

lo que es cancelado de la ecuacién (A.9) quedando el sistema de la siguiente forma:
(M + m)i — ml(sen 0)6% 4+ ml(cos )6 = f (A.10)
mli cos § + mi*0 — mgl send = 0 (A.11)

Por lo tanto, las ecuaciones (A.10) y (A.11) describen el movimiento del Sistema
Péndulo Invertido sobre un Carro y constituyen el modelo matematico no lineal del

sistema.

Ademds, el sistema formado por las expresiones (A.10) y (A.11) puede ser escrito en

la forma estdandar de los Sistemas de Lagrange definido como:

M(q)q+C(q,4)q+G(q) = F (A.12)
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Donde

M(q) = (A.13)

M4+m mlcos&]

ml cos 0 mil?

Clg.d) = [3 —ml(zen@)é] (A14)

G(Q):[ ! ]yF:

—mgl sen ¢

f
] "

Es importante notar que es M(q) simétrica y definida positiva para todo g.

Por otra parte, las estrategias de control propuestas en este trabajo son aplicadas
a un modelo normalizado del sistema (capitulos 4 y 5). Con el fin de simplificar
la manipulacién algebraica en los andlisis y generalizarlo, es decir, no limitarlo a
pardametros especificos. Esto se logra por medio de una serie de procedimientos al-
gebraicos que permiten normalizar las ecuaciones (A.10) y (A.11) (es decir manejar
cantidades adimensionales) por lo que es necesario definir las siguientes relaciones de

transformacion [6].

q=x/l, uw=f/mg, dr=dt\/g/l §=M/m (A.16)
Entonces, para realizar la simplificacion del sistema con las relaciones anteriores, es

necesario obtener las diferenciales con respecto al tiempo adimensional 7, las cuales

se definen como sigue [85].

(A.17a)

(A.17b)

. g .
0= \/;9 (A.18a)

b= %’[9’ (A.18b)
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Es importante recordar que las variables ¢ y ¢ son las derivadas con respecto al tiempo
adimensional 7. Asi como, para evitar confusiones, las variables del lado derecho de
(A.18a) y (A.18b) son la primera y segunda derivada con respecto a 7, respectiva-

mente.

Sustituyendo (A.16), (A.17a), (A.17b), (A.18a) y (A.18b) en la ecuaciones (A.10) y

(A.11) se encuentra el sistema normalizado.

Primero, realizamos la sustitucién para (A.11) de la siguiente forma:

mglq cos 6 + (ml2) %9 —mglsenf =0

Dividiendo entre mgl se obtiene la ecuacién normalizada
Gcosh+6 —send =0 (A.19)

Efectuando un procedimiento similar para (A.10) de la siguiente manera:

(M + m)gd — ml(sen 0)%92 + ml(cos 6)%0 =f

M .
g (1) = ma(sen )6 + m(cost)i = f

y dividiendo ambos miembros entre mg se obtiene:

(% - 1) G — (sen 0)6? + (cos 0)0 = S

mg

Finalmente, utilizando las relaciones de transformacién (A.16) obtenemos la expresion

normalizada

(140)G—6%send + (cos0)d = u (A.20)

El sistema normalizado que describe al sistema péndulo invertido sobre un carro esta

formado por las ecuaciones (A.19) y (A.20) como sigue:

Gcosf + 6 —senf =0
(A.21)

(146)G—6%send + (cos8)f = u
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A.1.2. Inestabilidad del péndulo invertido en lazo abierto

Las ecuaciones no lineales del sistema del péndulo obtenidas de (A.10) y (A.11)

SO1:

. - ]- 12
Y Srwe— [msen@(l@ gcosf) + f (A.22)

1
[(M + msen?6) [

—ml#*senf cosf + (M +m)gsen—f cosf] (A.23)

las cuales tienen un punto de equilibrio inestable en (z, &, 0, 6)” = (0,0,0,0)7.

A continuacién utilizaremos el modelo lineal del sistema para mostrar que el sistema
es inestable en lazo abierto. Para lo cual obtendremos la linealizacion del modelo no

lineal representado en (A.22) alrededor del punto de equilibrio inestable.!.

Entonces, definiendo las siguientes variables de estado para el sistema:

L1 =T X9=21C

23=0 x,="0

se obtiene el siguiente sistema lineal:

T 0 1 0 0 |z 0

s 00 =22 0] |z L

Y= M + | M|y (A.24)
T3 00 0 I 0

. (M+m)
EA 00 g 0] [9] - %_

que tiene la siguiente forma:
X = AX + Bf (A.25)

siendo A y B matrices, y X = (21, 9,3, 24)7,

Por lo tanto, para mostrar que el sistema en lazo abierto es inestable es necesario

conocer la ubicacion de polos de la funcién de transferencia en lazo abierto, que para

!Para una explicacién més detallada de la obtencién del modelo lineal del péndulo invertido
revisar [85, 148].
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el caso de la representacion en espacio de estado corresponden a los valores carac-

teristicos (propios) de la matriz A.

Esto significa, que debemos calcular los valores propios de A utilizando la siguiente

ecuacion:

det(sI — A) (A.26)

Consiguientemente, para la matriz A definida en (A.24), y utilizando (A.26) se obtie-

nen los siguientes valores caracteristicos o polos.

_ 0. _ 0. _ _V9vVm+M | _ V9vm+M
s=0; s=0; s= L ST AL

Evidentemente, el sistema tiene un polo en el semiplano derecho. Entonces, se puede

decir que el sistema es inestable en lazo abierto.

A.2. Sistema Péndulo con Disco Inercial

El Péndulo con Disco Inercial (PDI) es un robot subactuado de dos grados de
libertad como muestra la figura A.2. En el cual, el primer eslabéon es el péndulo,
mientras que el segundo es el disco.

Los pardametros del sistema se describen en la siguiente tabla.

my : Masa del péndulo

mo : Masa de la rueda

[y : Longitud del péndulo

[ : Distancia al centro de masa del péndulo

01 : Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada subactuada
09 . Coeficiente de amortiguamiento de la coordenada actuada
0, Angulo que forma el péndulo con la vertical

0y Angulo del disco

I; : Momento de Inercia del péndulo

I, : Momento de Inercia de la rueda

7 . Torque del motor aplicado al disco

n = myly +maly
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- s
>

Figura A.2 Péndulo con Disco Inercial .

Entonces, como primer paso se define la energia cinética del péndulo como:

1 .2
Kl(q) = §(m1l§ + [1)91

y la energia cinética del disco de la forma:

1 .92 1 . .
Kg(q) = 57712[%01 + 5[2(91 + 92)2

Por lo tanto, la energia cinética total es:

1 ) . 1. .2

Ademas, la energia potencial del sistema es V(q) = ng(cosf#; — 1). Finalmente, el

Lagrangiano (£) es de la forma:

1 . .. 1 .
L= §(m1lg + mgl% + Il + 12)812 + ]29102 + 5[2822 - ng(COS 91 - 1) (A28)
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Usando la ecuacién de Euler-Lagrange

d (3E(q7d)) 0L, _ (A.29)

dt aq dq

Donde, para este sistema, las coordenadas generalizadas son 6y y 05, es decir, ¢ =
(91, GQ)T yu= (O,T)T.

Por lo tanto, tenemos que.

oL

— = (mllg + mgl% + I + L2)q1 + I2q>
00,

% = ngsenf

90, =ng 1

oL ) .

8—0-2 = Iyqi + I2¢2

oL

a6, "

Y sustituyendo cada uno de los términos anteriores en la ecuacién (A.29) se obtiene:

daocy or
dt \ 96, 00,

d 2 2 . .

7 ((m1l2 +mol] + I + I)G1 + ngg) —ngsenf; =0

(]1 + _[2 + mllg + mgl%) él + IQéQ — ngsen 91 =0 (ASO)

a(ocy oc
dt \og,) 00,

d ) .

— (Iyg1 + Iage) =0 =7

dt

IQél + 129.2 =T <A31)
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Consiguientemente, las ecuaciones dindmicas del sistemas son de la siguiente forma:

(]1 + ]2 -+ mllg + mgl%) él + Igég — ngsen 01 =0 (A32)

IQél + IQéQ =T (ABS)

Este sistema puede ser escrito en forma vectorial como sigue:

D(q)i+g(q) =u

Donde
0 I+ I I3 3 I
¢ = || Dl o= | TR (A.34)
02 I I
—ng sen 6, 0
9(q) = [ u = [ ] (A.35)
0 T

A.3. Sistema Péndulo Esférico Invertido

En esta seccion presentamos las ecuaciones de movimiento del sistema Péndulo
Esférico Invertido (PEI), obtenidas por medio de las ecuaciones de Euler-lagrange.
Entonces, consideremos al péndulo invertido montado sobre una plataforma maévil
como se muestra en la figura A.3.

Primero denotemos los centro de masa de la base mévil y del péndulo como xgys v

Tam, respectivamente de la siguiente manera:

T x4+ lsenf
rom = |y| , ZTem = |y +lcosOseny

0 [cosfcosp
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Ademas, las velocidades del sistema asociadas con gy v Tam, son de la siguiente

forma:

T i 4 1 cos 06
o = ||, dam = |y — Isenfsen pd + [ cos b cos pp
0 —Isen f cos @ — 1 cos fsen

Figura A.3 Sistema Péndulo Esférico Invertido .
Los parametros del sistema se describen en la siguiente tabla:

Masa de la base moévil

Masa del péndulo

Distancia desde el pivote al centro de gravedad del péndulo
Desplazamiento del centro de masa de la base movil en el eje-x
Desplazamiento del centro de masa de la base mévil en el eje-y
Rotacion alrededor del eje-y

Rotacion alrededor del eje-x

Fuerza aplicada a la base en la direccion x

Fuerza aplicada a la base en la direcciéon y

ShEhE e 8 —~3I 2

Por consiguiente, las energias cinética y potencial del sistema son:

K = SiyMicy + 536, micem  V(q) = mglcosfcos



Apéndice A. Modelos Dinamicos de Sistemas Subactuados
156 tipo Péndulo Invertido

Y por tanto, la expresién de la energia cinética puede simplificarse como sigue:

i | ! M +m 0 ml cos 6 0 1 [4]
K:l ] 0 M+m —mlsenfsenyp mlcosfcosp| |y
210 mlcosf —mlsenfsen p mi? 0 9
o] | O mil cos 6 cos ¢ 0 mi? cos? 0 | 9]
(A.36)

Es evidente que la matriz de inercia de este sistema solo depende de (6, ). Por lo
tanto, aplicando la ecuacién de Euler Lagrange, descrita en (A.37) donde el vector de

coordenadas generalizadas se define como: ¢ = (z,y,6, ).

fa
dt 904 o o (A-37)
_0_.

Se obtienen las siguientes ecuaciones dinamicas para el sistema Péndulo Esférico

Invertido.

(M + m)i + mi cos 06 ml sen 062 + f, (A.38)

(M 4 m)ij — mlsen 6 sen 4,09 + mlcosfcospp = mlcosfsen @92 + 2ml sen 6 cos gpégb

+ mlcosfsen pp® + f,

ml cos 0% — ml sen 6 sen pij + mi*0 mgl sen 0 cos  — ml* sen  cos O¢*

ml cos 6 cos @ij + mi? cos® ¢ mgl cos 0 sen o + 2mi? sen 0 cos 00
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Linealizacion Parcial por

Retroalimentacion

Para evitar las estrictas condiciones de la linealizacion por realimentacion [97, 133,
165], asi como la inconveniencia de no proporcionar elementos constructivos para el
diseno de la ley de control, se desarrollaron nuevas lineas de investigacion entre las
que destaca el trabajo de M. Spong [184] que consiste en linealizar parcialmente los
sistemas mecanicos subactuados usando un cambio variable en la senal de control.

Enseguida presentamos sus resultados.

Considere el siguiente sistema subactuado

[q1]+[h1(q,q')]+[¢1(q)]:[0] (B.1)
72 hs (g, q) b2 (q) T

donde ¢; € R' y ¢o € R™ corresponden a los grados de libertad subactuados y

[ mi (Q) mi2 (C])

Moy (Q) mMa2 (Q)

actuados, respectivamente. Ademas,

B.2
ma1 (q) ma2 (q) 2

M(q) _ [ mi (q) mi (Q) ]

es una matriz simétrica definida positiva, asf como las funciones hi(q,q) € R'y

ha(q,4) € R™ contienen los términos Centrifugos y de Coriolisis del sistema, los

157
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elementos ¢1(q,q) € R’y ¢2(q,¢) € R™ contienen componentes gravitacionales y

T € R™ es el vector que representa las fuerzas producidas por los m actuadores.

A continuacién, describimos los fundamentos del método, que se utilizaron en este

trabajo de tesis.

Consideremos que de la primera linea de (B.1) se obtiene:

ma1(q)d1 + mi2(q)Ga + hi(q,q) + ¢1(q) =0 (B.3)

siendo my;(q) invertible, debido a que la matriz M(q) es definida positiva. Por lo

tanto, podemos resolver de la ecuacién (B.3) a ¢; como sigue:

G = —my (¢)m2(q)Ge — myy (@)[ha(q, §) + ¢1(q)]- (B.4)

Sustituyendo (B.4) en la segunda linea de (B.1) obtenemos

M22(q)Gz + ha(q, ) + d2(q,4) = 7 (B.5)

donde los términos mas(q), ha(q,q) v ¢2(q) son de la forma:

Ma22(q) = Maz(q) — mar(q)myy' (q)ma2(q)
}_L2(Q7 ) - h2(Q7 ) ( ) ll(q)hl(q q)
2(q) = ¢2(q) — mar(@)may (a)¢1(a)
Ademds, para poder definir un controlador u es necesario que la matriz maa(q) de

m X m sea simétrica y definida positiva. La cual puede ser calculada de forma simple

con la siguiente relacién [82, 83]
Moy = TTMT (B.6)
donde T es una matriz de n x m definida como:

T = (B.7)

-1
—Mmyy m12]

[me
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Entonces, se define la nueva entrada de control u para la ecuacién (B.5) como:

T = m22u + BQ(Q; Q) + &Z(QJ Q) (B8>

Por lo tanto, el sistema parcialmente linealizado es de la forma:

mi1Gi + hi(q, ¢) + ¢1(q, 4) (B.9)

iy =u (B.10)

Podemos observar que el sistema entrada-salida de u a ¢, es lineal y de segundo orden.

Entonces, de lo anterior se deriva la siguiente proposiciéon

Proposicién B.0.1 (Spong [184]) Si existe una senial de control de la forma

7 =7(q)u+ B(q,9)

la dindmica de (B.1) se puede linealizar parcialmente obteniendo lo siguiente

G = ¢

i = flad) +

¢ f(‘q q)‘ g(q)u (B.11)
q2 = Q2
52 =u

donde,

(q) = maalq) — mar(q)myy (@)maz(q)

Blq,q) = halq,q) — mar(q)miy (¢)hi(q,d) + d2(q) — mar(q)mii (q)1(q)
fla,q) = —miy (@)[h(q, ) + d1(q. §)]
9(q) = —my (9)mia(q)

De la discusion anterior podemos concluir que la propiedad principal del sistema sub-
actuado (B.11) es que al aplicar la linealizacion parcial por retroalimentacion la nue-

va entrada de control u transforma la dindmica del sistema (B.1), en el subsistema
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(¢1,G1) (subsistema no lineal) y en el subsistema (qo,qGe) (subsistema lineal). Por lo

cual se puede escribir como:

t=F(z)+ G(z)u (B.12)

Siendo x = (q1,q1,q2, ¢2)”
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Demostraciones de lemas y

comentarios adicionales

C.1. Demostracion del lema 4.3.2

Comencemos verificando la primera condicién de ajuste relacionada con la energia

potencial V.

Entonces, sustituyendo los valores de M 'y F() en la primera condicién de (4.9)
definidos en (4.11) y (4.4), respectivamente y recordando que G+ = (1,cos f) se obtiene

la siguiente ecuacién diferencial

G M7 2 Vy(x) — F(0)] = Va (1 — pycos )

4o - . (C.1)
+%(—u2 + pzcosf) + senf =0
Por lo tanto, es sencillo verificar que la siguiente funcién
1
Va(x) = k1 — s In(—1+ po cos ) + @,(s) (C.2)
2

es una solucién de la EDP descrita en (C.1), donde k; es una constante, s es una

variable auxiliar definida en (4.14), y ®, es una funcién arbitraria.’

La EDP fue solucionada con ayuda del programa Mathematica™..

161
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Para garantizar que la energia potencial V; sea definida positiva localmente en la

vecindad de x = 0 se deben cumplir las siguientes condiciones:

2
Va(0) =0, 94| =0, &4 >0 (C.3)

Aplicando las condiciones de (C.3) en (C.2), se obtiene

ki =In(—1+ p2)/ 2, ®,(0) = 0, 7(0) > 0, pg > 1, g > i3 (C.4)

Y por simplicidad, la funcién @, es escogida como:

con k, > 0.
Por lo tanto, se valida la expresién de V; definida en (4.13), la cual es estrictamente
positiva y bien definida si

—1+ pgcosf > 0. (C.6)

Evidentemente, la desigualdad anterior se satisface para todo 6 € (—#6,,6,) con 6,
definida en (4.15). Por consiguiente, la funcién V; propuesta satisface la primera

condicién de ajuste, para todo 0 € I,,.

Enseguida, procedemos a mostrar que la matriz K, propuesta garantiza la segunda

condicién de ajuste.
De la expresién (4.10) podemos seleccionar a Ky tal que,

G M Ky(x) =0, (C.7)

Entonces, sustituyendo la matriz M ' definida en el lema 4.3.2 se obtienen dos ecua-
ciones lineales, de las cuales se puede observar facilmente, que la matriz K, propuesta

satisface la ecuacién (C.7).

Las condiciones de ajuste fueron solucionadas facilmente, ya que sélo hemos soluciona-

do una EDP y un conjunto de ecuaciones algebraicas que estaban relacionadas con
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la estructura del sistema objetivo. Cabe mencionar que si se empleara la metodologia
que utiliza las condiciones de ajuste del método de Lagrangianos controlados, seria
necesario resolver tres ecuaciones diferenciales ordinarias relacionadas con el moldeo
de energia cinética y una ecuacion diferencial parcial no lineal derivada de la energia
potencial [32, 33, 52]. Un numero similar de ecuaciones se requiere si se usa el en-
foque presentado en [26]. Entonces, cabe destacar que la sencillez para solucionar las
dos condiciones de ajuste que se presentd es una consecuencia de la estructura del
sistema en lazo cerrado deseado (4.5). La principal dificultad para realizar el ajuste
de modelo dependera de la habilidad que se tenga para escoger el sistema en lazo

cerrado objetivo.

C.2. Comentario 4.2.2

En este apéndice estudiamos algunas ventajas del sistema en lazo cerrado (4.5)
linealizado. Por lo tanto, diferenciando la ecuacién (4.5) con respecto a sus estados
evaluados en el origen obtenemos el siguiente sistema lineal.

Md}“( = —’deX - HpX (CS)

donde H,; es una matriz semi-definida positiva de la forma:

(uz—us)z (=Ltpo) (— iz )
| aw) (18-13)
Ha = (_1+M2)(—M22+M3) (—H—m)i
(13-13) (u3—n3)

y H, es una matriz definida positiva definida por:

—lpot+kpud—2kppops+kpp3  kp(—p2+u3)

H = (—14p2)? —14p2
P kp(—=p2+43) L
—1+u2 p:

Las afirmaciones anteriores son sencillas de demostrar, ya que el det(H,)=0y det(H,)=
k,/(—14 p2) > 0, con py > 1. Ahora, introduciendo la siguiente funcién candidata a

Lyapunov:
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1
V= §xTMd>'< +x" H,x,

cuya derivada con respecto al tiempo alrededor de la trayectoria (C.8), tiene la si-

guiente forma:

V = —y%xTHyx.

Y como V es semi-definida negativa podemos asegurar la estabilidad en el sentido
de Lyapunov, para posteriormente aplicando el teorema de LaSalle mostrar facil-
mente que todas las trayectorias del sistema en lazo cerrado linealizado convergen
asintéticamente al origen. Sin embargo, como el sistema (C.8) es lineal. El sistema en
lazo cerrado es estable asintoticamente de manera local, asi como exponencialmente
estable alrededor del punto de equilibrio inestable. Esto implica que el sistema en lazo
cerrado sea robusto con respecto a dinamicas pequenas no modeladas. Es decir, el sis-
tema es robusto con respecto al efecto del amortiguamiento lineal cuando es pequeno.
Para un andlisis de estabilidad mas riguroso tenemos que incluir la fuerza de amor-
tiguamiento en el modelo original. Entonces, el sistema linealizado puede expresarse

COIMoO:

[ b'e ] [ 0 I X ]
= (C.9)
X -M;'H, —M;'(yHs+ B) | | x

Realizando algunas manipulaciones algebraicas es posible mostrar que existen matri-
ces My y Hp, asi como constantes v tal que el sistema (C.9) sea exponencialmente
estable. Por lo tanto, podemos compensar los efectos indeseables del amortiguamiento

localmente.
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C.3. Demostracion del lema 6.3.1

Tomando como base, la definicién de V' dada en (6.3) y (6.9), se deduce que V/

puede ser expresada como:

V(a) = Kpy(a) + K.(q), (C.10)

donde K, representa la energia potencial del sistema en lazo cerrado

k
Kyf) = o 1 1y
i (C.11)
+ E(y + kpC@SsO)Q + 1k, (1 — CGC¢)

y K. define la energia cinética

1
i
5( Fky(CoCu — S95,0)) (C.12)
+é 2+éy- _lkpez lkngSbQ

Evidentemente, K, es definida positiva globalmente, ya que para todo q # 0 se
tiene que K,(q) > 0. Enseguida mostraremos que K, > 0, para todo 6, ¢ € I,. Como
primer aspecto, expresemos la energia cinética como una forma cuadratica de la forma

K.=XTQX/2, donde X = [i,7,0,4]" y

1+1 0 kpClo 0
0 1+1 —kpSp S, kpCoCly
Q0,90) = [aij] = | kyCs —kpSsSy —kplth2(C2+5252) —k2CpSCpSp | - (C.13)
0 kpCoCp  —k2CeSeCpS,  —kplC+K2C3C2
Ademéds,? cabe notar que la submatriz de orden k de la forma Q; = [g;], siendo
1,7 =1,---,k, con k < 4 servira para evaluar si la matriz () es positiva. Entonces, se

puede observar claramente que (1 y (5 son estrictamente positivas. Para determinar

2Recuerde que @ > 0 si el det(Q;) > 0, parai = 1,2,3,4.
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el determinante de Q3 y Q4, nos apoyamos en el programa Mathematica™ obteniendo
lo siguiente:
det(Q3) = kpl(14+1) (=1 =1+ (C§ + S552)ky)
det(Q4) = det Q(0, p) = l%ﬁCg det(N (0, p)),
donde el det(N) estd definido en (6.18). Y del lema 6.3.1, podemos garantizar que el

(C.14)

det(Q4) > 0, para todo 0, p € I,. Por otra parte, se puede observar que
kp(Cf + S552) > kp,CFC2 > 0, VO, ¢ € I,. (C.15)

Por consiguiente, el det(Q3) > 0, para todo 6, p € I,, y la matriz Q(0, ¢) es definida
positiva, V6, ¢ € I,. Podemos concluir que V(q) es definida positiva localmente para

todo |0] < ay |p| < a.

C.4. Demostracion del lema 7.3.5

En la primer parte de esta seccién, estimaremos el valor de la cota E definida en
(7.17). Para realizarlo, construiremos la curva de nivel més grande contenida en el
conjunto Q.

Como primer aspecto, definamos al conjunto S. como:

Se={q€Q:Ky(qg) <c>0} (C.16)

Cabe notar, que debido a la suposicion A1 y el comentario 7.3.6 el conjunto S. es un
conjunto convexo. Entonces, calculando los puntos extremos en la direccién de 6 y r

del conjunto S., obtenemos las siguientes relaciones:

0K,

OB (g) = (s + mar) sen 4 26 = 0 ©17)
y
8§m (q) = —ka(l —cos) + ky(r—7) =0 (C.18)
”

Podemos concluir de A1, que la solucién de (C.17) es dada por § = 0. Por consi-

guiente, los puntos extremos en la direccién de 6 son definidos como ¢; = (7 + ¢,0)
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v g = (T —¢,0). Y si se desea que q; y ¢2 pertenezcan a 9Q? entonces, tenemos que
Kp(q) = Kin(q2) = kp52/2-
De manera similar, los puntos extremos en la direccién de r que pertenecen a () son

q3 = (r, %,5) y qs = (7, %,9); donde el parametro A se escoge como:

k.
K. (q3) = Kin(qa) = Aka(1 — cosf)e = Epg.

Entonces, después de solucionar la ecuacién (C.18) y forzando a que las dos soluciones
pertenezcan a dQ, se tiene que q = (r,,40) € 9Q; donde r, = T + ka(1 — cos ) /k,.
Por lo tanto, k, se define como:

~ Akg(1 —cos0)

by = (C.19)

conA\>1y E = k,e%/2, por lo cual los valores de r, y E se pueden expresar como:

re =T+%; E= Xkl — cosbe.

Evidentemente, A > 1 satisface (7.18).

Ademas, ya que la funcién E7p es decreciente, se deduce que si 29 = (qo, go) con gy € @

y Er < E, tenemos que:

Kn(q(t)) < Km(q(t) + %CJT(t)M(J(t) < Er(z(t)) < Er(zo) < E; ¥t >0.

De la desigualdad anterior obtenemos que ¢(t) € S C @, para todo ¢t > 0. Por lo

tanto, el lema 7.3.5 se cumple.

30Q representa el conjunto de todos los puntos frontera de Q.
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