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Resumen 

En este trabajo de tesis se propone un nuevo modelo de transformada con base en las Memorias 
Asociativas Morfológicas (MAM, Morphological Associative Memories), llamaremos a este 
modelo Transformada Morfológica (TM) y será aplicada en la etapa de transformación de un 
compresor de imágenes remplazando a métodos tradicionales como la Transformada Discreta 
del Coseno o la Transformada Discreta Wavelet. El algoritmo de la TM hace uso de las MAM 
heteroasociativas; el proceso de aprendizaje se desarrolla entre vectores de entrada 
predefinidos, llamados matriz de transformación y sub-bloques de la imagen, los cuales 
representan a los vectores de salida. La matriz de transformación es definida en ambos 
procesos, compresión y descompresión, de esta forma se puede realizar el proceso inverso de la 
TM. Al aplicar el algoritmo de la TM, dependiendo de la matriz de transformación usada, la 
imagen toma una representación morfológica y las etapas que siguen a la transformación en un 
compresor de imágenes pueden tomar ventaja de esta nueva representación para desarrollar la 
compresión de los datos. Además, se propone un esquema de compresión de imágenes en cuyo 
bloque de transformación se hace uso de la TM. Los resultados experimentales mostraron que 
en comparación con los métodos tradicionales, la principal ventaja que una TM ofrece es la 
velocidad de procesamiento y bajos requerimientos de memoria, demostrando además una alta 
competitividad en los parámetros de compresión y relación señal a ruido.  
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Resumen 

La compresión de imágenes es una rama de las ciencias fundamental en áreas como la 
multimedia, las comunicaciones móviles, el procesamiento de video, etc. Un sistema de 
compresión de imágenes busca codificar los datos de una imagen en una forma compacta, 
reduciendo el número de bits usados en su representación y minimizando la distorsión causada 
por el proceso de compresión. Un compresor de imágenes está formado por tres bloques 
principales: un transformador de código, un cuantificador y un codificador. En el diseño de 
estos bloques se deben buscar las siguientes características esenciales: elevar la relación de 
compresión, minimizar la distorsión que genera un proceso de compresión sobre la imagen 
recuperada y una alta velocidad de procesamiento con la menor cantidad posible de recursos 
requeridos por el sistema durante su operación. 

En este trabajo de tesis se propone un nuevo modelo de transformada con base en las Memorias 
Asociativas Morfológicas (MAM, Morphological Associative Memories), llamaremos a este 
modelo Transformada Morfológica (TM) y será aplicada en la etapa de transformación de un 
compresor de imágenes remplazando a métodos tradicionales como la Transformada Discreta 
del Coseno o la Transformada Discreta Wavelet. El algoritmo de la TM hace uso de las MAM 
heteroasociativas; el proceso de aprendizaje se desarrolla entre vectores de entrada 
predefinidos, llamados matriz de transformación y sub-bloques de la imagen, los cuales 
representan a los vectores de salida. La matriz de transformación es definida en ambos 
procesos, compresión y descompresión, de esta forma se puede realizar el proceso inverso de la 
TM. Al aplicar el algoritmo de la TM, dependiendo de la matriz de transformación usada, la 
imagen toma una representación morfológica y las etapas que siguen a la transformación en un 
compresor de imágenes pueden tomar ventaja de esta nueva representación para desarrollar la 
compresión de los datos.  

Finalmente, se propone un esquema de compresión de imágenes en cuyo bloque de 
transformación se hace uso de la TM. Los resultados experimentales mostraron que en 
comparación con los métodos tradicionales, la principal ventaja que una TM ofrece es la 
velocidad de procesamiento y bajos requerimientos de memoria, demostrando además una alta 
competitividad en los parámetros de compresión y relación señal a ruido.  

 

 





 

Abstract 

Image compression is one of the fundamental scientific branches in areas such as multimedia, 
mobile communications, video processing, etc. A system for image compression looking for 
data codifications of an image in a compact form reducing the number of bits used for its 
representations and minimizing the distortions cased by the compression process. An image 
compressor is formed by three principal blocks: a code transformer, quantifier and codifier. The 
design of these blocks should search for the following essential characteristics: increase the 
compression ratio, minimize the distortion generated by compression process on the restored 
image and a high processing speed with the possible minimal quantity of the resources required 
by system during its operations. 

In this thesis a new model of transform based on the Morphologic Associative Memories 
(MAM) called Morphologic Transform (TM) is proposed. TM is applied at the transformation 
stage of an image compressor replacing the traditional methods such as Discrete Cosine 
Transform (DCT) or Discrete Wavelet Transform (DWT). The TM algorithm uses 
heteroassociative MAM. The learning process is developed among a predefined input vectors 
called transformation matrix and image sub-blocks that represent the output vectors. The 
transformation matrix is defined in processes, compression and decompression. This way an 
inverse TM process can be realized. Applying TM algorithm, the image take a morphologic 
representation depending on the used transformation matrix. Next compression stages after the 
transformations can use the advantages of this new representation to develop data compression. 

Finally, an image compression scheme with TM at the transformation stage is proposed. The 
experimental results show that in comparison to the traditional methods the principal advantage 
of TM is high processing speed and low memory requirements; moreover, a high 
competitiveness of the compression rate and signal to noise ratio was obtained. 

 

 





Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Contexto 
El propósito de un sistema de compresión de imágenes es codificar los datos en una forma 
compacta reduciendo el número de bits usados en su representación y minimizando la 
distorsión causada por la compresión. Un compresor de imagen está formado por tres bloques 
principales: un transformador de código, un cuantificador y un codificador [4]; cada uno de 
estos bloques tiene por función reducir o eliminar las redundancias que pueden aparecer en una 
imagen. 

El creciente uso y demanda que las tecnologías de multimedia y comunicaciones móviles han 
experimentado en los últimos años, y seguirá en aumento en las décadas venideras, han 
originado que las técnicas de compresión de imágenes y video jueguen un papel primordial 
dentro de una nueva área en el mundo de las telecomunicaciones llamada Comunicaciones 
Multimedia Móviles (Mobile Multimedia Comunications). 

En el año 2005 los servicios de multimedia móvil tuvieron aproximadamente 32 millones de 
usuarios tan sólo en el oeste de Europa, lo cual representa un mercado de 24 billones de euros y 
3800 millones de Mbytes de tráfico por año. Para el año 2010 se prevé que el crecimiento de 
usuarios de multimedia móvil será de 1.7 billones [4], [90]. 

 

 

 



Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

En este trabajo de investigación se estudian las técnicas más importantes en el área de 
compresión de imágenes con la finalidad de proponer y desarrollar nuevos algoritmos que 
proporcionen mejores resultados en la relación de compresión, la relación señal a ruido y la 
complejidad computacional con respecto a los algoritmos actuales. 

A mediados de la década de los 80’s, el CCITT (Consultative Committee for International 
Telegraphy and Telephony) y el ISO (International Organization for Standardization) 
empezaron a trabajar en conjunto en el desarrollo de un estándar internacional para la 
compresión de imágenes, pero no fue sino hasta el año de 1992 que se logra el primer estándar 
internacional para este propósito bajo el acrónimo JPEG (Joint Photographic Experts Group) 
[92]. El nombre formal del estándar JPEG es ISO/IEC IS 10918-1 | ITU-T Recommendation 
T.81, tal como fue publicado por ISO y CCITT, ahora llamado ITU-T (International 
Telecommunication Union) [37]. 

El estándar JPEG describe una familia de técnicas de compresión de imágenes fijas de tonalidad 
continua en escala de grises o color (24 bits). Sin embargo, numerosas aplicaciones han usado 
la técnica también para compresión de video, porque proporciona descompresión de imagen de 
calidad bastante alta a una razón de compresión muy buena, y requiere menos poder de cálculo 
que la compresión MPEG (Motion Pictures Experts Group). 

Debido a la cantidad de datos involucrada y la redundancia psicovisual en las imágenes, JPEG 
emplea un esquema de compresión con pérdidas basado en la codificación por transformación. 
El estándar resultante tiene tantas alternativas como sean necesarias para servir a una amplia 
variedad de propósitos. El estándar JPEG define tres sistemas diferentes de codificación: 1. Un 
sistema de codificación básico, con pérdidas, que se basa en la Transformada Discreta del 
Coseno (DCT, Discrete Cosine Transform) y es apropiado para la mayoría de las aplicaciones 
de compresión. 2. Un sistema de codificación extendida, para aplicaciones de mayor 
compresión, mayor precisión, o de reconstrucción progresiva. 3. Un sistema de codificación 
independiente sin pérdidas, para la compresión reversible [92]. 

En el año de 1997 surge el interés de desarrollar nuevas contribuciones al estándar JPEG con la 
finalidad de mejorarlo; este nuevo estándar fue nombrado JPEG2000 [39] y es referenciado 
como ISO/IEC JTC 1/SC 29/ WG 1 N1646R [38]. 

El estándar JPEG2000 se basa en un esquema de codificación por transformación, pero a 
diferencia del JPEG está fundamentalmente basado en la Transformada Discreta Wavelet 
(DWT, Discrete Wavelet Transform) y en el algoritmo Embedded Block Coding with Optimal 
Truncation (EBCOT) [88]. La DWT es aplicada a una imagen, entonces los coeficientes 
transformados son cuantificados y codificados para formar una secuencia de información 
comprimida [17]. 

Actualmente siguen surgiendo nuevas variantes en los esquemas de compresión, muestra de 
ello es el trabajo presentado por el investigador C. M. Sousa et al. [85], en el cual proponen un 
sistema de compresión de imágenes basado en el concepto “Efficient Coding”, concepto 
derivado de modelos neuronales para el procesamiento de la información. Este sistema esta 
formado por dos fases: aprendizaje y proyección. La fase de aprendizaje hace uso de un análisis 
independiente de componentes (ICA, Independent Component Analisis) para formar las 
funciones base a partir de una clase de datos específica. La fase de proyección consiste en 
encontrar la representación de la imagen para un subespacio (formado por las funciones base) 
que reduzca la dependencia estadística entre los coeficientes de proyección utilizados en la 
reconstrucción de la imagen. 
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Introducción 

En [62] A. Ouani et al. proponen un nuevo algoritmo para la compresión de imágenes 
denominado Modified EZW (Embedded Zerotree Wavelet); como su nombre lo indica se trata 
de una modificación al algoritmo de Shapiro, el EZW [81]. Una de las  modificaciones hechas 
al algoritmo de Shapiro es el incremento de cuatro a seis símbolos en la etapa de prueba de 
significancía, los dos símbolos nuevos son usados cuando se determina que todos los 
descendientes de un coeficiente son insignificantes. Otra importante diferencia entre el EZW y 
el MEZW es la optimización de la codificación mediante el agrupamiento de elementos; debido 
a que existen seis símbolos, éstos son representados usando tres bits; el algoritmo MEZW lleva 
a cabo una agrupación de símbolos con la finalidad de poder representarlos con nueve bits, lo 
que se hace antes del proceso de codificación aritmética generando una optimización en este 
proceso. El algoritmo MEZW produce resultados que son significativamente mejores que los 
parámetros de relación a ruido y relación de compresión obtenidos por el algoritmo de Shapiro, 
sin afectar significativamente el tiempo de procesamiento. 

S. Minasyan et al. en [56] proponen un método de representación unificada de un amplio 
número de algoritmos rápidos usados por las transformadas discretas ortogonales, obteniendo 
una clase de transformada la cual puede definir diferentes familias de transformadas dentro de 
ella. Este enfoque permite describir muchos algoritmos rápidos de transformadas en una forma 
unificada. En particular, las familias de transformadas Haar, Hadamard y Slant son definidas 
basadas en este enfoque. Los autores también proponen dos esquemas de compresión de 
imágenes utilizando este método de transformación; los experimentos realizados con estos 
esquemas muestran desempeños moderadamente mejores con imágenes típicas y significativos 
con imágenes médicas de rayos X. 

1.2 Problema a resolver 
Con el creciente desarrollo de aplicaciones en Internet y de las tecnologías de multimedia, la 
cantidad de información que maneja una computadora ha crecido en forma exponencial con 
respecto a décadas anteriores. Esta información requiere gran cantidad de espacio para su 
almacenamiento y un amplio ancho de banda para su transmisión, en las cuales las nuevas 
tecnologías están limitadas técnica y económicamente. Posibles soluciones a este problema se 
encuentran en la compresión de la información, buscando que los requerimientos en su 
procesamiento, almacenamiento y transmisión sean reducidos. 

Cuando la información es representada como imágenes, la importancia de la compresión es 
acentuada por la enorme cantidad de información existente en ellas: una imagen en escala de 
grises de 512×512 píxeles, cada uno de ellos representado por 8 bits, contiene 256 Kbytes de 
datos; si se trata de una imagen de color la información se triplica; si lo que se desea procesar es 
una secuencia de video de 25 cuadros por segundo, se necesitan aproximadamente 19 Mbytes 
de memoria para almacenar un segundo de dicha secuencia. 

Debido a esta cantidad de información, en los sistemas de comunicación donde se requiere 
transmitir imágenes y video, el procesamiento y codificación de los mismos son una parte 
esencial, además de que estas operaciones son las que más recursos del sistema consumen. Si 
bien los sistemas computacionales actuales poseen gran capacidad de procesamiento, es 
necesaria la optimización de los algoritmos encargados del tratamiento de imágenes y video 
para obtener un mejor desempeño por parte de estos. 

Debido a esto, las técnicas de compresión de imágenes son de importancia fundamental para 
reducir la cantidad de información necesaria en su representación sin que el sistema de visión 
humano sea capaz de detectar la pérdida de calidad de la misma. 
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Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

 

En el diseño de un sistema de compresión de imágenes se deben considerar tres parámetros 
esenciales: la relación de compresión obtenida, la distorsión que generó el proceso de 
compresión sobre la imagen recuperada y la velocidad de procesamiento y recursos requeridos 
por el sistema.  

Algunas memorias asociativas han demostrado ser una excelente herramienta en el 
reconocimiento y recuperación de patrones, sin importar que éstos contengan ruido aditivo, 
sustractivo o mixto; características que hacen atractivas a este tipo de memorias son la robustez 
al ruido, la capacidad de aprendizaje, la rapidez en el proceso de aprendizaje y la eficiencia y 
velocidad en el proceso de recuperación de patrones. 

Tomando en cuenta estas consideraciones, la propuesta de usar memorias asociativas en la 
compresión de imágenes fundamenta sus bases en aprovechar las características mencionadas y 
aplicarlas en la obtención de algoritmos de compresión con una alta velocidad de 
procesamiento y alta inmunidad a la distorsión propia de un proceso de compresión. 

1.3 Objetivo 
El objetivo central de esta investigación consiste en la obtención de un sistema de compresión 
de imágenes mediante el desarrollo de un nuevo modelo de transformada con base en las 
Memorias Asociativas Morfológicas, denominada Transformada Morfológica.  

1.4 Contribuciones 
La aportación principal de este trabajo de tesis es la Transformada Morfológica, un nuevo 
modelo de transformada que basa su funcionamiento en las Memorias Asociativas 
Morfológicas y que surge como una alternativa a métodos tradicionales usados en la etapa de 
transformación de un sistema de compresión de imágenes.  

Una contribución adicional es un esquema de compresión de imágenes desarrollado con base en 
la Transformada Morfológica, sustituyendo a métodos tradicionales como la DCT y la DWT. 
La principal ventaja que la Transformada Morfológica ofrece con respecto a los métodos 
tradicionales son: la velocidad de procesamiento y bajos requerimientos de memoria, 
demostrando además una alta competitividad en los parámetros de compresión y relación señal 
a ruido. 

1.5 Organización del documento 
Este primer capítulo incluye: el contexto, la definición del problema a resolver, el objetivo y las 
contribuciones de este trabajo de tesis. El resto de este trabajo de tesis está organizado de la 
siguiente forma: 

El Capítulo 2 incluye los conceptos básicos relacionados con las memorias asociativas y se 
describen brevemente los modelos propuestos más importantes relacionados con esta rama de la 
ciencia. Además, incluye los fundamentos teóricos de la compresión de imágenes, así como un 
compendio de algunos trabajos que pueden tener estrecha relación con el propuesto en esta 
investigación. 

Las Memorias Asociativas Morfológicas son base esencial del modelo propuesto en este trabajo 
de tesis; por tal motivo el Capítulo 3 versa sobre los fundamentos teóricos y matemáticos de 
este tipo de memorias asociativas. 
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El Capítulo 4 describe un nuevo modelo de transformada con base en las Memorias Asociativas 
Morfológicas, denominado Transformada Morfológica, el cual es aplicado en la etapa de 
transformación de un compresor de imágenes remplazando a métodos tradicionales como la 
DCT o la DWT. Contiene los algoritmos de la Transformada Morfológica y de la 
Transformada Morfológica Inversa, así como el fundamento matemático que sustenta su 
diseño. Finalmente, incluye un análisis de la complejidad del modelo propuesto. 

En el Capítulo 5 se presentan la implementación de un esquema de compresión de imágenes 
con base en la Transformada Morfológica y los resultados experimentales obtenidos con este 
esquema. En primer término se estudia el desempeño de la Transformada Morfológica cuando 
se aplica a la imagen transformada un proceso de cuantificación vectorial con libros de códigos 
de diferentes tamaños; posteriormente se analiza el desempeño de la Transformada 
Morfológica cuando opera en forma conjunta con diversos algoritmos de codificación; además, 
se compara su desempeño con el de los métodos tradicionales de transformación, DCT y DWT; 
finalmente, se presenta un análisis comparativo del número y tipo de operaciones y de la 
cantidad de memoria que utilizan la Transformada Morfológica y los métodos tradicionales 
durante un proceso de transformación de una imagen. 

El Capítulo 6 presenta las conclusiones obtenidas de este trabajo de tesis y las perspectivas o 
trabajos futuros que se plantean para la continuación de esta investigación. 

Dos apéndices complementan la estructura de esta tesis. 

El apéndice A contiene la simbología empleada en la tesis. 

El propósito del apéndice B es describir cada uno de los bloques que integran un sistema de 
compresión de imágenes, centrándose especialmente en las principales técnicas empleadas en 
cada una de estas etapas. 

Finalmente, se presentan las referencias bibliográficas. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Contexto 
El propósito de un sistema de compresión de imágenes es codificar los datos en una forma 
compacta reduciendo el número de bits usados en su representación y minimizando la 
distorsión causada por la compresión. Un compresor de imagen está formado por tres bloques 
principales: un transformador de código, un cuantificador y un codificador [4]; cada uno de 
estos bloques tiene por función reducir o eliminar las redundancias que pueden aparecer en una 
imagen. 

El creciente uso y demanda que las tecnologías de multimedia y comunicaciones móviles han 
experimentado en los últimos años, y seguirá en aumento en las décadas venideras, han 
originado que las técnicas de compresión de imágenes y video jueguen un papel primordial 
dentro de una nueva área en el mundo de las telecomunicaciones llamada Comunicaciones 
Multimedia Móviles (Mobile Multimedia Comunications). 

En el año 2005 los servicios de multimedia móvil tuvieron aproximadamente 32 millones de 
usuarios tan sólo en el oeste de Europa, lo cual representa un mercado de 24 billones de euros y 
3800 millones de Mbytes de tráfico por año. Para el año 2010 se prevé que el crecimiento de 
usuarios de multimedia móvil será de 1.7 billones [4], [90]. 

 

 



Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

En este trabajo de investigación se estudian las técnicas más importantes en el área de 
compresión de imágenes con la finalidad de proponer y desarrollar nuevos algoritmos que 
proporcionen mejores resultados en la relación de compresión, la relación señal a ruido y la 
complejidad computacional con respecto a los algoritmos actuales. 

A mediados de la década de los 80’s, el CCITT (Consultative Committee for International 
Telegraphy and Telephony) y el ISO (International Organization for Standardization) 
empezaron a trabajar en conjunto en el desarrollo de un estándar internacional para la 
compresión de imágenes, pero no fue sino hasta el año de 1992 que se logra el primer estándar 
internacional para este propósito bajo el acrónimo JPEG (Joint Photographic Experts Group) 
[92]. El nombre formal del estándar JPEG es ISO/IEC IS 10918-1 | ITU-T Recommendation 
T.81, tal como fue publicado por ISO y CCITT, ahora llamado ITU-T (International 
Telecommunication Union) [37]. 

El estándar JPEG describe una familia de técnicas de compresión de imágenes fijas de tonalidad 
continua en escala de grises o color (24 bits). Sin embargo, numerosas aplicaciones han usado 
la técnica también para compresión de video, porque proporciona descompresión de imagen de 
calidad bastante alta a una razón de compresión muy buena, y requiere menos poder de cálculo 
que la compresión MPEG (Motion Pictures Experts Group). 

Debido a la cantidad de datos involucrada y la redundancia psicovisual en las imágenes, JPEG 
emplea un esquema de compresión con pérdidas basado en la codificación por transformación. 
El estándar resultante tiene tantas alternativas como sean necesarias para servir a una amplia 
variedad de propósitos. El estándar JPEG define tres sistemas diferentes de codificación: 1. Un 
sistema de codificación básico, con pérdidas, que se basa en la Transformada Discreta del 
Coseno (DCT, Discrete Cosine Transform) y es apropiado para la mayoría de las aplicaciones 
de compresión. 2. Un sistema de codificación extendida, para aplicaciones de mayor 
compresión, mayor precisión, o de reconstrucción progresiva. 3. Un sistema de codificación 
independiente sin pérdidas, para la compresión reversible [92]. 

En el año de 1997 surge el interés de desarrollar nuevas contribuciones al estándar JPEG con la 
finalidad de mejorarlo; este nuevo estándar fue nombrado JPEG2000 [39] y es referenciado 
como ISO/IEC JTC 1/SC 29/ WG 1 N1646R [38]. 

El estándar JPEG2000 se basa en un esquema de codificación por transformación, pero a 
diferencia del JPEG está fundamentalmente basado en la Transformada Discreta Wavelet 
(DWT, Discrete Wavelet Transform) y en el algoritmo Embedded Block Coding with Optimal 
Truncation (EBCOT) [88]. La DWT es aplicada a una imagen, entonces los coeficientes 
transformados son cuantificados y codificados para formar una secuencia de información 
comprimida [17]. 

Actualmente siguen surgiendo nuevas variantes en los esquemas de compresión, muestra de 
ello es el trabajo presentado por el investigador C. M. Sousa et al. [85], en el cual proponen un 
sistema de compresión de imágenes basado en el concepto “Efficient Coding”, concepto 
derivado de modelos neuronales para el procesamiento de la información. Este sistema esta 
formado por dos fases: aprendizaje y proyección. La fase de aprendizaje hace uso de un análisis 
independiente de componentes (ICA, Independent Component Analisis) para formar las 
funciones base a partir de una clase de datos específica. La fase de proyección consiste en 
encontrar la representación de la imagen para un subespacio (formado por las funciones base) 
que reduzca la dependencia estadística entre los coeficientes de proyección utilizados en la 
reconstrucción de la imagen. 
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En [62] A. Ouani et al. proponen un nuevo algoritmo para la compresión de imágenes 
denominado Modified EZW (Embedded Zerotree Wavelet); como su nombre lo indica se trata 
de una modificación al algoritmo de Shapiro, el EZW [81]. Una de las  modificaciones hechas 
al algoritmo de Shapiro es el incremento de cuatro a seis símbolos en la etapa de prueba de 
significancía, los dos símbolos nuevos son usados cuando se determina que todos los 
descendientes de un coeficiente son insignificantes. Otra importante diferencia entre el EZW y 
el MEZW es la optimización de la codificación mediante el agrupamiento de elementos; debido 
a que existen seis símbolos, éstos son representados usando tres bits; el algoritmo MEZW lleva 
a cabo una agrupación de símbolos con la finalidad de poder representarlos con nueve bits, lo 
que se hace antes del proceso de codificación aritmética generando una optimización en este 
proceso. El algoritmo MEZW produce resultados que son significativamente mejores que los 
parámetros de relación a ruido y relación de compresión obtenidos por el algoritmo de Shapiro, 
sin afectar significativamente el tiempo de procesamiento. 

S. Minasyan et al. en [56] proponen un método de representación unificada de un amplio 
número de algoritmos rápidos usados por las transformadas discretas ortogonales, obteniendo 
una clase de transformada la cual puede definir diferentes familias de transformadas dentro de 
ella. Este enfoque permite describir muchos algoritmos rápidos de transformadas en una forma 
unificada. En particular, las familias de transformadas Haar, Hadamard y Slant son definidas 
basadas en este enfoque. Los autores también proponen dos esquemas de compresión de 
imágenes utilizando este método de transformación; los experimentos realizados con estos 
esquemas muestran desempeños moderadamente mejores con imágenes típicas y significativos 
con imágenes médicas de rayos X. 

1.2 Problema a resolver 
Con el creciente desarrollo de aplicaciones en Internet y de las tecnologías de multimedia, la 
cantidad de información que maneja una computadora ha crecido en forma exponencial con 
respecto a décadas anteriores. Esta información requiere gran cantidad de espacio para su 
almacenamiento y un amplio ancho de banda para su transmisión, en las cuales las nuevas 
tecnologías están limitadas técnica y económicamente. Posibles soluciones a este problema se 
encuentran en la compresión de la información, buscando que los requerimientos en su 
procesamiento, almacenamiento y transmisión sean reducidos. 

Cuando la información es representada como imágenes, la importancia de la compresión es 
acentuada por la enorme cantidad de información existente en ellas: una imagen en escala de 
grises de 512×512 píxeles, cada uno de ellos representado por 8 bits, contiene 256 Kbytes de 
datos; si se trata de una imagen de color la información se triplica; si lo que se desea procesar es 
una secuencia de video de 25 cuadros por segundo, se necesitan aproximadamente 19 Mbytes 
de memoria para almacenar un segundo de dicha secuencia. 

Debido a esta cantidad de información, en los sistemas de comunicación donde se requiere 
transmitir imágenes y video, el procesamiento y codificación de los mismos son una parte 
esencial, además de que estas operaciones son las que más recursos del sistema consumen. Si 
bien los sistemas computacionales actuales poseen gran capacidad de procesamiento, es 
necesaria la optimización de los algoritmos encargados del tratamiento de imágenes y video 
para obtener un mejor desempeño por parte de estos. 

Debido a esto, las técnicas de compresión de imágenes son de importancia fundamental para 
reducir la cantidad de información necesaria en su representación sin que el sistema de visión 
humano sea capaz de detectar la pérdida de calidad de la misma. 
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En el diseño de un sistema de compresión de imágenes se deben considerar tres parámetros 
esenciales: la relación de compresión obtenida, la distorsión que generó el proceso de 
compresión sobre la imagen recuperada y la velocidad de procesamiento y recursos requeridos 
por el sistema.  

Algunas memorias asociativas han demostrado ser una excelente herramienta en el 
reconocimiento y recuperación de patrones, sin importar que éstos contengan ruido aditivo, 
sustractivo o mixto; características que hacen atractivas a este tipo de memorias son la robustez 
al ruido, la capacidad de aprendizaje, la rapidez en el proceso de aprendizaje y la eficiencia y 
velocidad en el proceso de recuperación de patrones. 

Tomando en cuenta estas consideraciones, la propuesta de usar memorias asociativas en la 
compresión de imágenes fundamenta sus bases en aprovechar las características mencionadas y 
aplicarlas en la obtención de algoritmos de compresión con una alta velocidad de 
procesamiento y alta inmunidad a la distorsión propia de un proceso de compresión. 

1.3 Objetivo 
El objetivo central de esta investigación consiste en la obtención de un sistema de compresión 
de imágenes mediante el desarrollo de un nuevo modelo de transformada con base en las 
Memorias Asociativas Morfológicas, denominada Transformada Morfológica.  

1.4 Contribuciones 
La aportación principal de este trabajo de tesis es la Transformada Morfológica, un nuevo 
modelo de transformada que basa su funcionamiento en las Memorias Asociativas 
Morfológicas y que surge como una alternativa a métodos tradicionales usados en la etapa de 
transformación de un sistema de compresión de imágenes.  

Una contribución adicional es un esquema de compresión de imágenes desarrollado con base en 
la Transformada Morfológica, sustituyendo a métodos tradicionales como la DCT y la DWT. 
La principal ventaja que la Transformada Morfológica ofrece con respecto a los métodos 
tradicionales son: la velocidad de procesamiento y bajos requerimientos de memoria, 
demostrando además una alta competitividad en los parámetros de compresión y relación señal 
a ruido. 

1.5 Organización del documento 
Este primer capítulo incluye: el contexto, la definición del problema a resolver, el objetivo y las 
contribuciones de este trabajo de tesis. El resto de este trabajo de tesis está organizado de la 
siguiente forma: 

El Capítulo 2 incluye los conceptos básicos relacionados con las memorias asociativas y se 
describen brevemente los modelos propuestos más importantes relacionados con esta rama de la 
ciencia. Además, incluye los fundamentos teóricos de la compresión de imágenes, así como un 
compendio de algunos trabajos que pueden tener estrecha relación con el propuesto en esta 
investigación. 

Las Memorias Asociativas Morfológicas son base esencial del modelo propuesto en este trabajo 
de tesis; por tal motivo el Capítulo 3 versa sobre los fundamentos teóricos y matemáticos de 
este tipo de memorias asociativas. 
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El Capítulo 4 describe un nuevo modelo de transformada con base en las Memorias Asociativas 
Morfológicas, denominado Transformada Morfológica, el cual es aplicado en la etapa de 
transformación de un compresor de imágenes remplazando a métodos tradicionales como la 
DCT o la DWT. Contiene los algoritmos de la Transformada Morfológica y de la 
Transformada Morfológica Inversa, así como el fundamento matemático que sustenta su 
diseño. Finalmente, incluye un análisis de la complejidad del modelo propuesto. 

En el Capítulo 5 se presentan la implementación de un esquema de compresión de imágenes 
con base en la Transformada Morfológica y los resultados experimentales obtenidos con este 
esquema. En primer término se estudia el desempeño de la Transformada Morfológica cuando 
se aplica a la imagen transformada un proceso de cuantificación vectorial con libros de códigos 
de diferentes tamaños; posteriormente se analiza el desempeño de la Transformada 
Morfológica cuando opera en forma conjunta con diversos algoritmos de codificación; además, 
se compara su desempeño con el de los métodos tradicionales de transformación, DCT y DWT; 
finalmente, se presenta un análisis comparativo del número y tipo de operaciones y de la 
cantidad de memoria que utilizan la Transformada Morfológica y los métodos tradicionales 
durante un proceso de transformación de una imagen. 

El Capítulo 6 presenta las conclusiones obtenidas de este trabajo de tesis y las perspectivas o 
trabajos futuros que se plantean para la continuación de esta investigación. 

Dos apéndices complementan la estructura de esta tesis. 

El apéndice A contiene la simbología empleada en la tesis. 

El propósito del apéndice B es describir cada uno de los bloques que integran un sistema de 
compresión de imágenes, centrándose especialmente en las principales técnicas empleadas en 
cada una de estas etapas. 

Finalmente, se presentan las referencias bibliográficas. 
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Capítulo 2 

Antecedentes 

Este capítulo incluye tres temas vinculados al objetivo de este trabajo de tesis; en los dos 
primeros temas se presentan los conceptos básicos relacionados con las memorias asociativas y 
se describen brevemente los modelos propuestos más importantes relacionados con esta rama 
de la ciencia. El tercer tema, contiene los fundamentos teóricos de la compresión de imágenes, 
así como un compendio de algunos trabajos que tienen estrecha relación con el propuesto en 
esta investigación. 

2.1 Memorias asociativas, conceptos generales 
La capacidad asociativa de la memoria humana es considerada como una propiedad esencial en 
el funcionamiento del cerebro humano. El científico Donald O. Hebb en [33] hizo conjeturas 
acerca de la memoria biológica y su capacidad asociativa, sosteniendo que la memoria 
biológica debía residir en las conexiones sinápticas y que los procesos de aprendizaje y de 
memorización involucraban cambios en los valores de dichas conexiones. Así, estas sinapsis 
que unen a neuronas activadas simultáneamente, se hacen más fuertes y favorecen las rutas en 
el cerebro que son excitadas por experiencias específicas, lo que implica cambios locales 
progresivos en estas conexiones, en vez de cambios globales, consiguiendo una considerable 
economía en tiempo y espacio y por tanto mejorando el rendimiento. Es decir, según este 
modelo, la información disponible para cada neurona es local (disponible físicamente por la 
sinapsis) reduciendo así el conjunto de conocimientos a tratar en cada momento. 



Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

 
Figura 2.1. Esquema de una memoria asociativa. 

Las características generales de una memoria asociativas son [49]: 

• Mantiene una relación de dato con dato. 
• Cada elemento en la estructura guarda información local y global. 
• La información similar almacena y recupera información similar. 
• Sólo se requiere una pequeña parte para recuperar la información completa. 
• Permite inferir de lo desconocido lo conocido. 
• El almacenamiento y la recuperación son consecuencias de la misma estructura. 
• Actúa como base de datos estableciendo asociaciones de dos o más elementos. 
• El tiempo de búsqueda es independiente del número de elementos almacenados. 
• Los elementos aprendidos comparten la misma zona de memoria. 

Una memoria asociativa es un elemento formado mediante la asociación de elementos (patrones 
de entrada y salida) y cuyo propósito fundamental es recuperar patrones de salida completos a 
partir de patrones de entrada que pueden estar alterados con ruido sustractivo, aditivo o mixto. 

El esquema de una memoria asociativa genérica Mg se observa en la figura 2.1; se trata de un 
sistema de entrada-salida, donde los patrones de entrada y salida están representados por los 
vectores columna x y y respectivamente, donde n y m son números enteros positivos y 
representan las dimensiones de los patrones de entrada y salida respectivamente. 

Además, sean ( ) ( ) ( ){ }kk y,x,...,y,x,y,x 2211   k pares de asociaciones de vectores de entrada y 
vectores de salida; a esta combinación se le denomina conjunto fundamental de asociaciones 
[101]. El conjunto fundamental de asociaciones queda representado de la siguiente manera: 

( ){ }k,...,2,1| =μμμ y,x  (2.1) 

A partir de este momento, la ecuación 2.1 representará al conjunto fundamental de asociaciones 
utilizado en las explicaciones siguientes, a menos que se aclare lo contrario. La memoria 
asociativa Mg se representa mediante una matriz y es generada a partir del conjunto 
fundamental de asociaciones. 

Considerando como está constituido el conjunto fundamental de asociaciones, las memorias 
asociativas se clasifican en dos grupos: 

• Memorias Autoasociativas. Una memoria asociativa es de carácter autoasociativo si 
se cumple que  [106]. { k,...,2,1∈∀= μμμ yx }

• Memorias Heteroasociativas. Una memoria asociativa es de carácter heteroasociativo 
si se cumple que { }k,...,2,1∈∃≠ μμμ yx  [107]. 

Considerando estas definiciones, se puede establecer que una memoria autoasociativa puede ser 
considerada como un caso particular de una memoria heteroasociativa. 

Generalizando, una memoria asociativa cumple con su función en dos procesos básicos: 
proceso de aprendizaje o entrenamiento y proceso de recuperación o reconocimiento. 
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El proceso de aprendizaje, utilizado para crear la memoria asociativa, consiste en codificar la 
relación existente entre la información de cada uno de los elementos del conjunto fundamental 
de asociaciones, ( )μμ y,x , y almacenarla en la memoria asociativa. A la solución de un 
problema de aprendizaje con base en reglas previamente establecidas se le conoce como 
algoritmo de aprendizaje. Existen dos tipos de entrenamiento: 

• Entrenamiento supervisado. En este tipo de entrenamiento la memoria recibe ambos 
vectores, de entrada y de salida, y realiza una asociación entre éstos. 

• Entrenamiento no supervisado. En este tipo de entrenamiento únicamente los vectores 
de entrada son canalizados a la memoria en una secuencia definida; entonces por cada 
vector la memoria genera un identificador y realiza una asociación entre ellos. 

El proceso de recuperación o reconocimiento, operación de la memoria asociativa, permite la 
recuperación de un patrón de salida, y, mediante su vector de entrada asociado, x, y la memoria 
creada en el proceso de aprendizaje, es decir, cuando un patrón de entrada es presentado a la 
memoria asociativa, el vector de salida asociado es generado. En este caso se dice que la 
recuperación para ese patrón fue perfecta. A la solución de un problema de reconocimiento con 
base en reglas previamente establecidas se le conoce como algoritmo de reconocimiento. 

2.2 Evolución de las memorias asociativas 
El desarrollo de las memorias asociativas se ha efectuado en forma paralela a las redes 
neuronales, desde que McCulloch y Pitts crearon el primer modelo de una neurona artificial 
[55], hasta los modelos de redes neuronales basados en conceptos modernos como la 
morfología matemática [73]. A continuación se hace mención de los modelos de memorias 
asociativas más importantes. 

2.2.1 Lernmatrix 
En el año 1961 el científico Karl Steinbuch desarrolló un método para codificar información en 
arreglos cuadriculados conocidos como crossbar. Este modelo fue llamado Lernmatrix [102], 
[78]. La Lernmatrix es una memoria heteroasociativa que con una selección adecuada de los 
patrones de salida puede funcionar como un clasificador de patrones binarios. 

Es un sistema que al operar acepta como entrada un patrón binario  y produce 
como salida la clase  

{ }1,0, =∈ AAnμx
kA∈μy  que le corresponde. Para representar la clase { }kt ,...2,1∈  se 

asignan a los componentes del vector de salida los siguientes valores: , y  para 
. 

1=μ
ty 0=μ

jy
kttj ,...,1,1,...,2,1 +−= 

Al iniciar la fase de aprendizaje, cada uno de los componentes de la matriz M tienen un valor 
inicial igual a cero y se actualiza de acuerdo con la regla ijij mm Δ+ , definiendo a  como: ijmΔ

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==−
==+

=Δ
               caso otroen   0

1y    0   si  
       1   si  
μμ

μμ

ε
ε

ji

ji

ij yx
yx

m  
(2.2) 

donde ε  es una constante positiva escogida previamente. 
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Figura 2.2. Modelo del Asociador lineal. 

La memoria M resultante del proceso de aprendizaje tiene la siguiente estructura: 

knkjkk

inijii

nj

nj

nj

k

i

mmmm

mmmm

mmmm
mmmm

xxxx

y

y

y
y

LL

MMMM

LL

MMMM

LL

LL

LL

M

M

21

21

222221

111211

21

2

1

μμμμ

μ

μ

μ

μ

 

 

 

(2.3) 

La fase de recuperación consiste en encontrar la clase a la que pertenece un vector de entrada 
 dado, esto es, obtener las coordenadas del vector  que le corresponde a  sin 

equívocos, la i-ésima coordenada de  se obtiene de la siguiente forma: 

ωx ωy ωx
ωy

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

=
∑∑
=

=
=

caso otroen 0

..si1
1

1
1

n

j
jhj

k
h

n

j
jij

i

xmxm
y

ωω

ω
V

 
(2.4) 

donde V es el operador máximo. 

2.2.2 Asociador lineal 
El Asociador lineal (Linear Associator) es un modelo precursor de las memorias asociativas 
producto de 2 trabajos publicados en el año 1972, Models of Interative Memory de James A. 
Anderson [9], y Correlation Matrix Memories de Teuvo Kohonen [43]. 

El Asociador lineal es uno de modelos de memoria asociativa más simples. La figura 2.2 
muestra su arquitectura básica. 

La fase de aprendizaje del Asociador lineal consiste de dos etapas: 

1. Para el conjunto fundamental de asociaciones ( ){ }k,...,2,1| =μμμ y,x , se encuentra la 

matriz  de dimensiones ( )tμμ xy ⋅ nm× ; nA∈μx  y , mA∈μy { }1,0=A  
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( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμ

nmjmmm

nijiii

nj

nj

t

xyxyxyxy

xyxyxyxy

xyxyxyxy
xyxyxyxy

LL

MMMM

LL

MMMM

LL

LL

21

21

222212

112111

xy  

 

 

(2.5) 

2. La memoria es obtenida sumando las matrices resultantes 

( ) [ ]

μ

μ

μ

μ

μ

μ

j

k

iij

nmij
tk

xym

m

∑

∑

=

×
=

=

=⋅=

1

1

xyM
 

(2.6) 

La fase de recuperación consiste en presentar a la memoria un patrón de entrada , donde ωx
{ kK,2,1∈ }ω  y realizar la operación  

( ) ωω

μ

μμω yxxyxM =⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=⋅ ∑

=

k t

1
 (2.7) 

Para que la expresión anterior dé como resultado el patrón , es preciso que los vectores de 
entrada sean ortonormales; en caso contrario, debido al ruido producido por la interacción de 
los patrones de entrada, la recuperación no es perfecta, excepto si el número de patrones 
almacenado es pequeño comparado con la dimensión de los vectores de entrada. Lo expuesto 
anteriormente es un extracto de [103], donde se hace una explicación amplia y clara del 
Asociador lineal. 

ωy

2.2.3 Red de auto-organización de elementos de umbral, Amari 
Shun-ichi Amari publicó en 1972 un trabajo teórico titulado Learning Patterns and Pattern 
Sequences by Self – Organizing Nets of Threshold Elements [5], en el cual estableció un 
importante antecedente para la creación de lo que se convertiría en el modelo de la memoria 
asociativa. 

Parte del trabajo de Amari pretende establecer nuevas teorías sobre el funcionamiento de las 
memorias asociativas, proponiendo novedosos métodos y enfoques teóricos desarrollados en su 
artículo, los que son resumidos en [100] y son los siguientes: 

1. Una corta descripción de las ya conocidas (en 1972) redes de elementos de umbral, las 
transiciones de estados y estados de equilibrio; 

2. Definiciones de los números de estabilidad de la transición de estados y los números de 
estabilidad de los estados de equilibrio; 

3. Condiciones de convergencia para los números de estabilidad de los estados de 
equilibrio; 

4. Los fundamentos de la auto-organización de las redes de elementos de umbral; 

5. Las redes auto-organizativas de elementos de umbral como memorias asociativas. 
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Figura 2.3. Modelo Hopfield. 

2.2.4 Memoria Hopfield 
Antes del trabajo del científico John Hopfield la investigación sobre memorias asociativas y 
redes neuronales tenía más de una década de no producir avances importantes. En el año de 
1982 Hopfield describe la memoria asociativa Hopfield en [34]; este punto en la historia puede 
ser considerado como el nacimiento de la era moderna de las memorias asociativas, ya que 
sirvió para recuperar el área de investigación de las memorias asociativas y las redes 
neuronales. 

Este modelo consiste en una red monocapa con n nodos, figura 2.3, cuyos valores de salida son 
binarios: 0/1 ó -1/+1. Existen conexiones laterales (cada nodo se encuentra conectado a todos 
los demás) pero no autorrecurrentes (no consigo mismo). Los pesos asociados a las conexiones 
entre pares de nodos son simétricos jiij mm = . 

La memoria de Hopfield es de carácter autoasociativo; por consiguiente el conjunto 
fundamental para la memoria Hopfield está definido como ( ){ }k,...,2,1| =μμμ x,x , donde 

. { }1,1y    −=∈ AAx nμ

En la fase de aprendizaje, cada componente  de la memoria M se construye en 3 etapas 
como sigue: 

ijm

1. Para cada par del conjunto fundamental, se calcula la matriz ( )tμμ xx ⋅  de dimensiones 
, la cual tiene 1’s en su diagonal principal. nn×

( )

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=⋅

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμμμμμμμ

μμ

nnjnnn

nijiii

nj

nj

t

xxxxxxxx

xxxxxxxx

xxxxxxxx
xxxxxxxx

LL

MMMM

LL

MMMM

LL

LL

21

21

222212

112111

xx  

 

 

(2.8) 

2. A cada una de las matrices se le resta la matriz identidad I de dimensiones ,  con el 
fin de lograr 0’s en la diagonal principal. 

nn×
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3. Se suman las matrices ( ) Ixx −⋅
tμμ  para finalmente obtener la matriz M: 

( )[ ] [ ]

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

≠

=−⋅=

∑

∑

=

×
=

jx

jxxx
m

m

j

k

i

ij

nnij

k t

 si              0

 si
 

  

1

1

μ

μ

μ

μ

μμ IxxM

 

(2.9) 

Durante el proceso de aprendizaje, la memoria Hopfield cambia su estado con el tiempo; cada 
neurona  ajusta su valor en función de la comparación resultante entre la cantidad ix ∑ =

n

j jij xm
1

 

y un umbral cuyo valor normalmente es cero. Al representar el estado de la memoria Hopfield 
en el tiempo t por , ( )1+txi ( )txi  representara el valor de la neurona  en el tiempo t y 

 el valor de  en el tiempo siguiente 
ix

( 1+txi ) ix 1+t . 

Dado un vector columna de entrada x~ , la fase de recuperación consta de 3 pasos: 

1. Para , se hace 0=t ( ) xx ~=t , es decir, ( ) { }nixx ii ,...,3,2,1,~0 ∈∀= ; 

2.  se calcula { ni ,...,3,2,1∈∀ } ( )1+txi  de acuerdo con la condición siguiente: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

<−

=

>

=+

∑

∑

∑

=

=

=

n

j
jij

n

j
jiji

n

j
jij

i

txm

txmtx

txm

tx

1

1

1

0  )(  si  1   

0  )(  si  )(

0  )(  si  1      

)1(  

 

(2.10) 

3. Si  el proceso termina y el vector recuperado es ( ) (txtx =+1 ) ( ) xx ~0 = . En cualquier 
otro caso los pasos 2 y 3 se iteran tantas veces como sea necesario hasta llegar al punto 
límite localmente establecido en el tiempo τ=t , para el cual 
( ) ( ) { nixx ii ,...,3,2,11 ∈∀=+ }ττ ; entonces el proceso termina y el patrón recuperado es 
( )τx . 

2.2.5 Memoria Asociativa Bidireccional 
En 1988 el científico Barl Kosko define la Memoria Asociativa Bidireccional (BAM, 
Bidirectional Associative Memories) en [48]. Esta memoria asociativa es una extensión del 
modelo Hopfield mediante la incorporación de una capa adicional para realizar 
autoasociaciones recurrentes así como heteroasociaciones en las memorias almacenadas. 
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Figura 2.4. Modelo de la Memoria Asociativa Bidireccional. 

La estructura del modelo BAM es similar a la del Asociador lineal, pero las conexiones en la 
BAM son bidireccionales, esto es, jiij mm = , para mi ,...,2,1=  y . Una 
característica importante de este modelo es que ambos capas puede fungir como entradas o 
como salida, en dependencia de la dirección de propagación. La figura 2.4 ilustra la arquitectura 
de una BAM. 

nj ,...,2,1=

En la fase de aprendizaje del modelo BAM se generan dos matrices M y su transpuesta W, sin 
la restricción de que la diagonal principal tenga 0’s. Para el cálculo de la memoria asociativa, 
como en los modelos del Asociador lineal y Hopfield, primero se calcula la matriz  de 
dimensiones , para cada par del conjunto fundamental de asociaciones, dado por 

( )tμμ xy ⋅
nm×

( ){ }kAA mn ,...,2,1,,| =∈∈ μμμμμ  y xy,x , donde { }1,1−=A , y la memoria M es obtenida 
aplicando la ecuación 2.6. 

La transpuesta de la memoria M representa a la memoria W de dimensiones  mn×

( )

( ) [ ]
mnij

k t

t

w
×

=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

=

∑
1μ

μμ yx

MW
 

(2.11) 

En una BAM, el proceso de recuperación implica el reflejar la información distribuida entre las 
dos capas hasta que la red llegue a ser estable. Al introducir un patrón de entrada, la memoria 
propaga este vector hacia la otra capa permitiendo que sus unidades actualicen sus valores; el 
patrón producido es entonces devuelto a la primera capa permitiendo que sus unidades calculen 
sus nuevos valores. El nuevo patrón producido por la primera capa es nuevamente propagado a 
la otra capa. Este proceso es repetido hasta que los estados de las unidades de ambos lados no 
presenten cambios significativos. 

En una BAM, al propagar un vector de entrada desde la capa X hacia la capa Y, la capa Y 
calculará los valores de entrada a los nodos usando: 

∑
=

=
n

i
ijij mxyin

1
_  (2.12) 
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y determina sus valores de salida usando: 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

=

>

=+

0_  si  1   
0_  si  

0_  si  1      

1

j

ji

j

i

yin
yinty

yin

ty  

 
(2.13) 

para . mi ,...,2,1=

El patrón producido en la capa Y es entonces propagado de regreso a la capa X, permitiendo que 
los valores de entrada de los nodos se actualicen mediante 

∑
=

=
m

i
ijij wyxin

1
_  (2.14) 

y determina sus valores de salida usando: 

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<−

=

>

=+

0_  si  1   
0_  si  

0_  si  1      

1

j

ji

j

i

xin
xintx

xin

tx  

 
(2.15) 

para . ni ,...,2,1=

Existe una función de energía que caracteriza el estado de la memoria. La función de energía de 
una BAM está dada por: 

∑∑
= =

−=
m

i

n

j
jiji ymxE

1 1
 (2.16) 

Kosko demostró que la energía de una BAM decrece o se mantiene después de que cada nodo 
se actualiza; de esta forma la memoria eventualmente convergerá a un valor mínimo que 
corresponde al patrón de salida asociado al patrón de entrada inicial. La energía de una BAM es 
limitada por: 

∑∑
= =

−=
m

i

n

j
ijmE

1 1
 (2.17) 

Una BAM tiene una capacidad de memoria seriamente baja. Para que una BAM tenga una 
recuperación perfecta, Kosko determinó que la capacidad de almacenamiento sea menor que 

. Un estudio más reciente hecho por Tanaka et al. reveló que para una BAM, que 
tiene n unidades en cada una de sus capas, su capacidad de almacenamiento es de 0.1998n [87]. 

( nm,min )

2.2.6 Memorias Asociativas Morfológicas 
El algoritmo propuesto en este trabajo de tesis hace uso de las Memorias Asociativas 
Morfológicas; por tal motivo se ha decidido dedicar el apartado 3.1 para hacer una descripción 
más detallada de este modelo de memoria asociativa. 
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2.2.7 Memorias Asociativas αβ  
En el año 2002, un nuevo modelo de memoria asociativa denominadas memorias asociativas 
αβ  fue desarrollado por C. Yáñez en [99]. Una memoria asociativa αβ  puede ser de carácter 
heteroasociativo o de carácter autoasociativo.  

Estas memorias reciben ese particular nombre debido a que sus operaciones se basan en dos 
operadores nuevos: α  (alfa) y β  (beta), definidos por: 

AAB
BAA

→×=
→×=

β
α

 (2.18) 

donde los conjuntos A y B son definidos como: { }1,0=A  y { }2,1,0=B . Las operaciones binarias 
realizadas por estos operadores son definidos por: 

( )

( )
⎩
⎨
⎧ >+

=

+−=

caso otroen   0
1  si  1

,

1,
xy

yx

yxyx

β

α
 

(2.19) 

Las operaciones binarias α  y β  exhiben ciertas propiedades en las que se ven involucrados los 
operadores máximo  y mínimo . Esto genera un sistema algebraico ∨ ∧ ( )∨∧,,,,, βαBA  en 
el que están involucradas las memorias asociativas αβ .  

Las memorias asociativas αβ  hacen uso de cuatro operaciones matriciales. Sean  y 

 dos matrices, entonces: 

[ ]
hmijpP

×
=

[ ]
nhijqQ

×
=

Operación maxα : P⋒ , donde [ ]
nmijfQ

×
= α

α ( )kjik

h

ikij qpf ,αα

=
∨= . 

Operación minα : P⋓ , donde [ ]
nmijgQ

×
= α

α ( )kjik

h

ikij qpg ,αα

=
∧= . 

Operación maxβ : P⋒ , donde [ ]
nmijfQ

×
= β

β ( )kjik

h

ikij qpf ,ββ

=
∨= . 

Operación minβ : P⋓ , donde [ ]
nmijgQ

×
= β

β ( )kjik

h

ikij qpg ,ββ

=
∧= . 

 

 

(2.20) 

Las operaciones ⋒  y ⋓  entre vectores están definidas por: α α

y⋒  = ⊠  = ⋓  α
tx y tx y α

tx (2.21) 

donde el símbolo ⊠ representa ambas operaciones ⋒  y ⋓ ; α α [ ]miy=y  y  son vectores 
de dimensiones m y n respectivamente.  

[ ]
njx=x
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El resultado de esta operación es una matriz de dimensión nm× : 

y ⊠
tx

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

( ) ( ) ( ⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nmmm

n

n

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

,,,

,,,
,,,

21

22212

12111

ααα

ααα
ααα

L

MMM

L

L

)

)

 

 
(2.22) 

donde la ij-ésima componente de la matriz está dada por: 

[y ⊠ ] ( )jiij
t xy ,α=x  (2.23) 

Extendiendo para cada elemento del conjunto fundamental de asociaciones: 

[ μy ⊠ ( ) ] ( )μμμ α jiij
t xy ,=x  (2.24) 

Las memorias asociativas αβ  pueden ser heteroasociativas y autoasociativas; a su vez cada una 
de ellas puede ser de tipo max (V) o min (Λ). 

La fase de aprendizaje para una memoria heteroasociativa αβ  max está definida por los 
siguientes pasos: 

1. Para cada elemento del conjunto fundamental de asociaciones se construye la matriz 
⊠[ μy ( ) ] nm

t
×

μx  

2. El operador binario máximo  es aplicado a las matrices obtenidas del paso anterior: ∨
V ⊠[ μ

μ
y

k

1=
∨= ( ) ] [ ]

nmij
t v

×
=μx  

( ) μμ

μ
α ji

k

ij xyv ,
1=
∨=  

 
(2.25) 

La fase de recuperación se resume en los siguientes pasos: 

1. Al presentar un vector , ωx k,...,2,1=ω , a la memoria, se realiza la operación V⋓ . 
El resultado de esta  operación es un vector  columna  de  dimensión m, cuya i-ésima 
componente es: 

β
ωx

(V⋓  β ) ( ωω β jij

n

ji xv ,
1=
∧=x )

 
(2.26) 

(V⋓  β ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

==
∨∧ ωμμ

μ

ω αβ jji

k
n

ji xxy ,,
11

x
 

(2.27) 

 

 

 17



Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

 

Para el caso de una memoria heteroasociativa αβ  min se usa la propiedad de dualidad con 
respecto a las memorias heteroasociativas αβ  max. Por tanto, para los procesos de aprendizaje 
y recuperación de una memoria heteroasociativa αβ  min, se realizan las siguientes 
modificaciones a las expresiones 2.25, 2.26 y 2.27: 

• Se sustituye el operador ∨  por el operador∧ . 
• Se sustituye el operador ∧  por el operador ∨ . 
• Se usa el operador ⋒  en lugar del operador ⋓ . β β

Las memorias heteroasociativa αβ  min son robustas al ruido sustractivo, mientras las 
memorias heteroasociativas αβ  max lo son al ruido aditivo. 

Para una memoria autoasociativa αβ  el conjunto fundamental de asociaciones queda definido 
como ( ){ }k,...,2,1| =μμμ x,x ; debido a que se puede considerar a una memoria autoasociativa 
αβ  como un caso particular de las heteroasociativas, entonces todas las consideraciones de 
estas últimas puede aplicarse a las primeras con sólo sustituir al vector  por el vector ; la 
memoria resultante, para ambos tipos V y Λ, será de dimensión 

y x
nn× , [ ]

nnijv
×

=V  y Λ . [ ]
nnij ×

= λ

Las memorias asociativas αβ  ofrecen la ventaja, con respecto a otros modelos de memorias 
asociativas como los morfológicos, de tener una menor densidad aritmética. 

Las memorias asociativas αβ  tienen 2 limitaciones importantes: únicamente pueden operar con 
vectores binarios y son robustas sólo a ruido sustractivo o aditivo, no al mezclado. El grupo de 
trabajo del Dr. Yáñez ha desarrollado nuevos modelos basados en memorias asociativas αβ  
que han subsanado dichas carencias. 

En [26] se describe un modelo de memoria asociativa αβ  que es capaz de aceptar valores 
reales en los patrones; este modelo hace uso de un código derivado del Johnson-Möbius para 
codificar los valores de los patrones; además, se presenta una aplicación de este modelo de 
memoria asociativa αβ  en el área del tratamiento industrial del color [108]. 

En [1] se presenta un modelo de memorias asociativas bidireccionales αβ ; este modelo hace 
uso del código binario one-hot y de un nuevo código propuesto, el código binario zero-hot. 

2.2.8 Memorias Asociativas tipo Mediana 
Las memorias asociativas tipo mediana fueron propuestas por J. H. Sossa, R. Barrón y R. A. 
Vázquez en el año 2003 [83], [84]. Este modelo de memorias presenta un gran desempeño en 
procesos de recuperación de patrones con valores reales en sus componentes y que se ven 
alterados por ruido mezclado. 

Las memorias asociativas tipo mediana pueden ser de carácter heteroasociativo o 
autoasociativo. Este modelo de memoria hace uso de los operadores A y B, definidos de la 
siguiente forma: 

( )
( ) yxyx

yxyx
+=
−=

,B
,A

 (2.28) 

Las memorias asociativas tienen dos operaciones básicas, medA ( )A◊  y medB .  ( )A◊
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Sean  y  dos matrices, entonces:  [ ]
hmijpP

×
= [ ]

nhijqQ
×

=

Operación medA: , donde [ ]
nmijfQP

×
=◊ A

A ( )kjik

h

ikij qpf ,AA

=
⊗= . 

Operación medB: , donde [ ]
nmijfQP

×
=◊ B

B ( )kjik

h

ikij qpf ,BB

=
⊗= . 

 

(2.29) 

Donde el operador  representa a los operadores max ⊗ ( )∨ , min ( )∧  o mediana ( )◊  para los 
casos en que se desea compensar la influencia en los patrones de ruido aditivo, sustractivo o 
mixto respectivamente. 

Además se definen las operaciones donde intervienen vectores; si  y [ ]miy=y [ ]
njx=x  son 

vectores de dimensiones m y n respectivamente, entonces xy A◊  es una matriz de dimensión 
: nm×

txy A◊

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (

( ) ( ) ( ⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nmmm

n

n

xyxyxy

xyxyxy
xyxyxy

,A,A,A

,A,A,A
,A,A,A

21

22212

12111

L

MMM

L

L

)

)

 

 
 

(2.30) 

La operación , donde xB◊P [ ]
hmijpP

×
=  es una matriz de dimensión  y nm× [ ]

njx=x  es un 
vector, es definida por: 

( )jij

n

j
xpP ,medB

1B =
=◊ x  (2.31) 

La fase de entrenamiento de una memoria asociativa tipo mediana se define en dos pasos: 

1. Para cada elemento del conjunto fundamental de asociaciones se construye la matriz 

. ( )[ ] nm
t

×◊ μμ xy A

2. El operador mediana es aplicado a las matrices obtenidas del paso anterior, lo cual 
genera la memoria M: 

M = ( )[ ] [ ]
nmij

tk
m

×=
=◊ μμ

μ
xy A1

med  

( ) ,medA
1

μμ

μ ji

k

ij xym
=

=  

 
(2.32) 

La fase de recuperación se resume en los siguientes pasos: 

1. Al presentar, a la memoria, un vector , ωx k,...,2,1=ω , se realiza la operación: M . 
El resultado de esta  operación es un vector  columna  de  dimensión m, cuya i-ésima 
componente es: 

ωxB◊

(M i)B
ωx◊ ( )ω

jij

n

j
xm ,medB

1=
=  (2.33) 
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2.3 Fundamentos de la compresión de imágenes 
Con la finalidad de tener un marco de referencia y lograr un mejor entendimiento sobre los 
algoritmos propuestos en este trabajo, esta sección incluye los fundamentos teóricos 
relacionados con la compresión de imágenes. 

La importancia de la compresión de una imagen es acentuada por la enorme cantidad de 
información existente en ella: una imagen en escala de grises de 512×512 píxeles, cada uno de 
ellos representado por 8 bits, contiene 256 Kbytes de datos; si se trata de una imagen de color la 
información se triplica; si lo que se desea procesar es una secuencia de video de 25 cuadros por 
segundo, se necesitan aproximadamente 19 Mbytes de memoria para almacenar un segundo de 
dicha secuencia. Entonces, la necesidad de comprimir la información es obvia. 

2.3.1 Teoría de la compresión de datos 
En el año 1948 Claude E. Shannon publico el artículo “A Mathematical Theory of 
Communication” [80], donde formuló la teoría de la compresión de datos. Shannon definió la 
información contenida en un evento I(E), medida en bits, en términos de la probabilidad de 
dicho evento p(E). En general podemos decir que la cantidad de información contenida en un 
evento E que posee una probabilidad de aparición p(E) es: 

( ) ( )⎟⎟⎠
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
=

Ep
EI 1log2  (2.34) 

Siendo la base del logaritmo la que determina las unidades de información. 

Para un mensaje o secuencia de eventos, la probabilidad de un mensaje en particular es el 
producto de las probabilidades de los eventos que forman la secuencia y la información 
contenida en el mensaje es la suma de la información de cada evento. Shannon estableció que 
existe un límite fundamental en la compresión de datos sin pérdida de información denominado 
entropía y denotado por H. El valor de H depende de la naturaleza estadística de la fuente de 
información. La entropía indica el límite teórico para la compresión de datos. También es una 
medida de la información contenida en un mensaje. Debido a que la probabilidad de cada 
miembro del alfabeto determina su frecuencia, entonces el promedio de información por 
símbolo es la suma de la información de cada miembro del alfabeto multiplicada por su 
probabilidad. Si se tiene un alfabeto de n símbolos,  a , y la probabilidad del miembro  
es , entonces la entropía  puede ser calculada por: 

1s ns is
( )isp ( )SH

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∑

∑

=

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=

+++=

n

i i
i

n

i
ii

nn

sp
spSH

sIspSH

sIspsIspsIspSH

1
2

1

2211

1log

...

 

 

(2.35) 

donde  es el número promedio de bits requeridos para codificar un símbolo, conocida 
como distribución de probabilidad de los símbolos. 

( )SH
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Figura 2.5. Representación discreta de una imagen. 

2.3.2 Representación discreta de una imagen 
Una imagen digital es la discretización tanto en coordenadas como en tonos de gris de una 
imagen analógica. El proceso de la digitalización de las coordenadas espaciales ( )yx,  en una 
imagen digital se le denomina muestreo de la imagen y la digitalización de la amplitud es la 
cuantificación del nivel de gris. Entonces, una imagen puede ser representada por una función 

, donde ( yxf , ) x  y representan las coordenadas espaciales y el valor de  es proporcional a 
la intensidad (o nivel de gris) de la imagen en ese punto [66]. 

y f

Se puede establecer que una imagen analógica puede ser representada en forma aproximada por 
una serie de muestras igualmente espaciadas, obteniendo una matriz de  elementos (figura 
2.5). En la figura se muestra cómo los píxeles de la imagen son dispuestos en la matriz 

nm×
( )yxf , . 

Las filas se enumeran de arriba hacia abajo y las columnas de izquierda a derecha. Los índices 
de los renglones y columnas empiezan en cero y tienen un valor máximo de 1−m  y 1−n  
respectivamente. 

2.3.3 Tipos de imágenes 
Considerando las técnicas existentes para la compresión de imágenes, existen los siguientes 
tipos de imágenes [13]: 

• Imágenes binarias. 
• Imágenes en tonos de gris. 
• Imágenes de color. 
• Cuadros de video. 

Una ilustración de esta clasificación es mostrada en la figura 2.6. Las imágenes en tonos de 
gris, de color y los cuadros de video están estrechamente relacionadas, esto es, los métodos 
diseñados para comprimir imágenes en tonos de gris pueden ser usados en imágenes de color y 
a cuadros de video; sin embargo, estos métodos usualmente no son aplicados a imágenes 
binarias; por tanto, se considera a estas imágenes una clase distinta desde el punto de vista de 
las técnicas utilizadas en su compresión. 

La figura 2.6 muestra también la información tipo texto. Existen dos diferencias fundamentales 
entre la información de una imagen y la secuencia de caracteres contenida en un texto, la 
primera de ellas es que una imagen es de 2 dimensiones, la segunda, frecuentemente llamada 
correlación, establece la estrecha relación existente entre muestras contiguas en una imagen; 
esta última propiedad es de gran importancia cuando se aplica un algoritmo de compresión a 
una imagen. 
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Figura 2.6. Clasificación de las imágenes. 

2.3.4 Redundancias en las imágenes 
El término compresión de datos se refiere al proceso de reducción del volumen de datos 
necesarios para representar una determinada cantidad de información. Se pueden utilizar 
distintas cantidades de datos para describir la misma cantidad de información; por lo tanto, 
existen datos que proporcionan información sin relevancia. A esta definición se le conoce como 
redundancia de los datos; este concepto es un punto clave en la compresión de datos digitales. 
En la compresión de imágenes, se pueden identificar y aprovechar tres tipos básicos de 
redundancias [50]: 

• Redundancia de codificación. 
• Redundancia entre píxeles. 
• Redundancia psicovisual. 

La compresión de datos se consigue cuando una o varias de estas redundancias se reducen o se 
eliminan. 

2.3.4.1 Redundancia de codificación 
Si los niveles de gris de una imagen están codificados de forma que se emplean más símbolos 
que los estrictamente necesarios para representar cada uno de ellos, entonces se dice que la 
imagen resultante tiene redundancia de código. En general, la redundancia de código aparece 
cuando los códigos asignados a un conjunto de niveles de gris no han sido seleccionados de 
modo que se obtenga el mayor rendimiento posible de las probabilidades de estos niveles. 

Los compresores basados en la eliminación de la redundancia de codificación aprovechan el 
hecho de que la frecuencia de uso de los símbolos del alfabeto, utilizado para representar la 
información, no sigue una distribución uniforme. 

2.3.4.2 Redundancia entre píxeles 
La redundancia entre píxeles aparece debido a la correlación existente entre píxeles cercanos. 
Estas correlaciones resultan de las relaciones estructurales o geométricas entre los objetos 
presentes en la imagen. 
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Puesto que es posible predecir razonablemente el valor de un determinado píxel a partir del 
valor de sus vecinos, la información que aporta individualmente un píxel es relativamente 
pequeña; por tanto, la mayor parte de la contribución visual de un único píxel a una imagen es 
redundante debido a que puede ser inferida usando los valores de sus vecinos. En relación con 
estas dependencias entre píxeles se han generado una serie de nombres como redundancia 
espacial, redundancia geométrica y redundancia interna. 

Con el fin de reducir las redundancias entre píxeles de una imagen, la distribución 
bidimensional de píxeles normalmente empleada para la percepción e interpretación humana 
debe ser transformada a un formato que elimine la correlación y resulte más simple y eficaz su 
compresión. 

Los algoritmos que eliminan la redundancia espacial tienen en cuenta que normalmente existe 
algún tipo de correlación entre uno o varios de los píxeles ya aparecidos y él o los que van a 
aparecer. 

2.3.4.3 Redundancia psicovisual 
El ojo humano no responde con la misma sensibilidad a toda la información visual. Cierta 
información tiene menor importancia relativa que otra en el proceso visual normal. Se dice que 
esta información es psicovisualmente redundante y se puede eliminar sin que se altere 
significativamente la calidad de la percepción de la imagen. 

En general, un observador intenta fijarse en características tales como las fronteras, el color, las 
aristas o las texturas de las regiones y las combina mentalmente para realizar asociaciones con 
otros grupos de patrones conocidos. El cerebro correlaciona esta información con el 
conocimiento anterior y así realiza la interpretación de la imagen 

Al contrario de la redundancia de codificación y la redundancia entre píxeles, la redundancia 
psicovisual está asociada a la información visual real o cuantificable. Su eliminación es 
únicamente posible porque la propia información no es esencial para el procesamiento visual 
normal. Como la eliminación de los datos psicovisualmente redundantes se traduce en una 
pérdida de información cuantitativa, a menudo se denomina cuantificación. Cuantificación 
significa que a un amplio rango de valores de entrada le corresponden un número limitado de 
valores de salida. Puesto que es una operación irreversible, ya que se pierde información visual, 
la cuantificación conduce a una compresión con pérdida de datos. 

2.3.5 Compresión sin pérdida vs. compresión con pérdida 
Una clasificación de algoritmos de compresión considera si estos generan o no pérdida en la 
información de la imagen durante el proceso compresión-descompresión al cual es sometida. 

Un algoritmo de compresión es considerado sin pérdida (proceso reversible) si la imagen 
descomprimida es idéntica a la original, es decir, la información de la imagen se preserva. Un 
algoritmo de compresión es considerado con pérdidas (proceso irreversible) si la imagen 
reconstruida es sólo una aproximación de la imagen original, es decir, la información de la 
imagen se degrada. La propiedad de preservar la información es deseable en los métodos de 
compresión, pero muchas aplicaciones se pueden permitir excluirla. 

Los métodos de compresión sin pérdida de información se caracterizan porque la tasa de 
compresión que proporcionan está limitada por la entropía de la imagen original. Entre estas 
técnicas destacan las que emplean métodos estadísticos basados en la teoría de Shannon. 
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Los métodos de compresión con pérdida de información logran alcanzar tasas de compresión 
más elevadas a costa de sufrir una pérdida de información de la imagen original. 

2.3.6 Criterios de desempeño en compresión de imágenes 
Los dos criterios principales que miden el desempeño de un algoritmo de compresión de 
imágenes son: la eficiencia en la compresión y la distorsión en la imagen causada por el 
algoritmo [2]. 

Algunos otros criterios que permiten de alguna manera medir el rendimiento de un algoritmo de 
compresión de imágenes son: la velocidad del proceso de compresión-descompresión de la 
imagen, la robustez contra los errores en la transmisión, la complejidad del algoritmo y los 
requerimientos de memoria del mismo. 

2.3.6.1 Eficiencia en la compresión 
La forma más simple de medir la eficiencia en la compresión es determinar el número promedio 
de bits almacenados por píxel de la imagen, bit rate  

píxel)por  (bits   
imagen la en píxeles
comprimido archivo del tamaño 

N
Cratebit ==  (2.36) 

donde C es el número de bits en el archivo comprimido y nmN ⋅=  es el número de píxeles en 
la imagen original. Si el bit rate tiene un valor muy bajo, la relación de compresión puede ser 
una medida más práctica 

C
kNcompresiónderelación ⋅

==
comprimido archivo del tamaño

original archivo del tamaño   (2.37) 

donde k es el número de bits por píxel en la imagen original. 

2.3.6.2 Distorsión 
La medida de la distorsión puede ser dividida en dos categorías: subjetiva y objetiva, [2], [19], 
[65]. Una medida de la distorsión es subjetiva si la calidad es evaluada por humanos. Sin 
embargo, el uso de analistas humanos es poco práctico y por lo tanto raramente utilizado. 

En mediciones objetivas la distorsión es calculada por una función predefinida como la 
diferencia entre la imagen original y la imagen reconstruida. Todos los cambios se consideran 
como distorsión, no importa si un observador humano los distingue o no. La distorsión 
cuantitativa de la imagen reconstruida se mide comúnmente mediante el error absoluto medio 
(MAE, Mean Absolute Error), el error cuadrático medio (MSE, Mean Square Error) y la 
relación señal a ruido (PSNR, Peak Signal to Noise Ratio) [86], [2]. 

El MAE se define como: 

∑
=

−=
N

i
ii xx

N 1

~1MAE  (2.38) 

El MSE se define como: 

( )∑
=

−=
N

i
ii xx

N 1

2~1MSE  (2.39) 
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La PSNR se define como: 

( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

MSE
PSNR

2

10
12log10

n

 (2.40) 

donde N es el número de píxeles en la imagen, x los elementos originales de la imagen, x%  los 
elementos de la imagen recuperada y n es el número de bits por píxel. 

Las medidas objetivas no siempre coinciden con las subjetivas, por ejemplo, el ojo humano no 
distingue pequeños cambios de intensidad entre píxeles, pero es sensible a los cambios en el 
contraste. Otra deficiencia de las medidas objetivas de distorsión es que únicamente miden 
diferencias locales entre píxeles, y no consideran detalles o efectos visuales globales como la 
distrosión por bloques o efecto pixelado [71] (blockiness, distorsión que aparece cuando se usan 
algoritmos basados en bloques; como la correlación espacial entre bloques adyacentes no es 
considerada en el procesamiento, esto hace visibles los límites de los bloques cuando se 
reconstruye la imagen. También se caracteriza por diferente brillo de los bloques, en otras 
palabras, el nivel promedio entre bloques vecinos es diferente, lo cual se refleja más claramente 
en píxeles que están cerca de los márgenes de los bloques), la distorsión por el efecto del 
desenfoque [71] (blurring, distorsión que se presenta como una imagen fuera de foco; esto 
ocurre cuando cada píxel en la imagen reconstruida está compuesto por una mezcla de píxeles 
circundantes de la imagen original), o la distorsión de escalera [42] (jaggedness of the edges o 
edge jittering, discontinuidad de los bordes, esta distorsión aparece como pasos visibles de 
escalera donde debe haber líneas rectas o curvas lisas). 

2.3.7 Compresor de imágenes 
El propósito de un sistema de compresión es codificar los datos de una imagen en una forma 
compacta reduciendo el número de bits usados en su representación y minimizando la 
distorsión causada por la compresión. Un compresor de imagen está formado por tres bloques 
principales: un transformador de código, un cuantificador y un codificador [4], figura 2.7. 
Cada uno de estos elementos es diseñado para reducir las redundancias de una imagen. El 
apéndice B describe cada uno de los bloques que integran un sistema de compresión de 
imágenes, prestando atención especial en las principales técnicas empleadas en cada una de 
estas etapas. 

 
Figura 2.7. Elementos de un compresor de imágenes. 
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2.4 Estado del arte 
Una nueva tecnología para compresión de imágenes con base en Redes Neuronales Artificiales 
(RNA) ha surgido como una alternativa a los métodos tradicionales. Utilizando este novedoso 
enfoque, nuevos esquemas de compresión de imágenes han sido creados o algoritmos existentes 
han sido modificados. Como se ha mencionado, en este trabajo de tesis se propone aplicar las 
MAM en la compresión de imágenes; una MAM puede ser considerada una subclase de las 
Redes Neuronales Morfológicas (MNN Morphological Neural Networks) [75], [73], [74]. Por 
tal motivo y para tener un panorama de la influencia de las RNA y las memorias asociativas en 
el área de la compresión de imágenes, en este apartado se hará mención de algunos trabajos que 
hacen uso de estos enfoques. 

Los Mapas Auto-Organizados (SOM, Self-Organizing Map), creados por Teuvo Kohonen a 
inicios de la década de los 80 [44], [45] y considerados una RNA de aprendizaje competitivo, 
han sido utilizados con mucho éxito en la creación de nuevos esquemas para la cuantificación 
vectorial (VQ) [46]; la VQ es parte primordial de un compresor de imágenes. 

Uno de los primeros trabajos donde los SOM fueron empleados para la compresión de 
imágenes fue presentado por A. Bogdan y H. E. Meadows [12]. Su algoritmo hace uso de los 
SOM y de la codificación mediante fractales para encontrar rasgos similares en 
representaciones de diferente resolución de una imagen; estos rasgos son caracterizados como 
patrones. Continuando con el proceso, los patrones son mapeados dentro de un arreglo de dos 
dimensiones de neuronas con la finalidad de formar un libro de códigos (codebook). La 
propiedad de organización u ordenamiento de los SOM permite encontrar la mejor correlación 
entre un patrón de entrada y un vector de reconstrucción que forma parte del codebook. Una 
característica importante de este algoritmo es la reducción de carga computacional cuando 
encuentra y remueve redundancias entre las diferentes representaciones de la imagen original. 
C. Amerijckx et al. propusieron en [7] un esquema de compresión con pérdida para imágenes 
digitales fijas usando el algoritmo de la red neuronal de Kohonen. Ellos aplicaron los SOM en 
las etapas de cuantificación y codificación de un compresor de imágenes. En la etapa de 
cuantificación, el algoritmo de los SOM crea una nueva correspondencia entre un espacio de 
entrada de estímulos (formado por bloques de coeficientes DCT de una imagen) y un espacio de 
salida constituido por los elementos del codebook (vectores de reconstrucción, codewords) 
obtenidos mediante la distancia euclidiana y representados por neuronas. Después de este 
proceso de entrenamiento de la red, esta nueva correspondencia es empleada en el proceso de 
cuantificación y su proceso inverso. En la etapa de codificación, con la finalidad de alcanzar 
una mejor relación de compresión, un codificador por entropía diferencial hace uso de la 
topología de los SOM resultante del proceso de aprendizaje y de la hipótesis de que los bloques 
consecutivos en una imagen son a menudo similares. Comparado con el estándar JPEG, los 
resultados de este trabajo muestran que la calidad de las imágenes comprimidas con el 
algoritmo propuesto es mejor para relaciones de compresión mayores a 25. En [6], C. 
Amerijckx et al. propusieron un esquema de compresión sin pérdida de imágenes usando los 
SOM y los mismos principios. 
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M. Mokhtari y A. Boukelif [57] presentaron un nuevo algoritmo con base en la red neuronal de 
Kohonen, el cual acelera le proceso de compresión de imágenes basado en fractales. La red de 
Kohonen es usada en un algoritmo adaptativo que busca la mejor aproximación de un bloque de 
entrada con respecto a un conjunto definido de bloques mediante los parámetros de brillo y 
contraste de los coeficientes transformados. Cuando la diferencia entre bloques excede un 
límite predefinido, el bloque de entrada es dividido en cuatro subbloques. Este proceso de 
división se sigue repitiendo hasta que la diferencia entre bloques es inferior al límite, o el 
tamaño mínimo de bloque es alcanzado.  

La desventaja principal de utilizar el algoritmo SOM es que se requiere un tiempo de 
entrenamiento largo debido a que la red debe comenzar con pesos iniciales arbitrarios. En [63],  
S. Panchanathan et al. usaron el algoritmo de propagación de error inversa o hacia atrás (BEP, 
Backward Error Propagation), creado por P. J. Werbos en 1974 [93], con la finalidad de 
obtener rápidamente los pesos iniciales, los cuales son utilizados para aumentar la velocidad del 
proceso de entrenamiento del algoritmo SOM. Este nuevo enfoque propuesto, BEP-SOM, 
combina las ventajas de ambas técnicas permitiendo obtener un buen desempeño en la 
codificación y un tiempo corto de entrenamiento. 

Otro tipo de RNA que ha sido usada ampliamente en compresión de imágenes es la red 
neuronal con propagación hacia delante (FNN, Feedforward Neural Network). La FNN es 
clasificada en la categoria de RNA de transferencia de señal y se trata de la primera y 
posiblemente más simple RNA ideada. En esta red, la información fluye en una sola dirección, 
de los nodos de entrada a los nodos de salida pasando a través de los nodos ocultos. 

En [79], R. Setiono y G. Lu aplicaron el algoritmo de una FNN a la compresión de imágenes. 
La construcción de la red neuronal empieza con una simple topología de red, la cual contiene 
únicamente una unidad en la capa oculta. Un conjunto de pesos óptimo para esta red es 
calculado aplicando una variante del método quasi-Newton [8], [22], también conocido como 
método métrico variable. Si este conjunto de pesos no da una red con la precisión deseada, 
entonces una unidad es añadida a la capa oculta y la red es nuevamente entrenada. El proceso es 
repetido hasta que la red genere la precisión deseada. Como resultado de este proceso, el 
algoritmo necesita de largos tiempos de entrenamiento, pero cada vez que una unidad es 
añadida a la red, la relación señal a ruido entre la imagen original y la imagen comprimida es 
incrementada. 

Qiang Ji presentó un esquema para compresión de imágenes con base en una FNN lineal auto-
organizada en [67]. El primer paso en el proceso de compresión es dividir la imagen en bloques 
de tamaño , cada uno de los cuales es representado como un vector de dimensión ; 
entonces, una red neuronal con entrada de dimensión  y salida de dimensión  extrae los 
componentes principales de la matriz de auto-correlación de cada bloque de la imagen usando 
el algoritmo de aprendizaje Hebbiano generalizado (GHA, Generalized Hebbian Learning 
Algorithm). El proceso de entrenamiento de la red con base en el GHA genera una matriz de 
pesos de dimensión ; los renglones de esta matriz son los vectores principales 
(eigenvectors) de las matrices de auto-correlación de los bloques de la imagen. La proyección 
de cada bloque de la imagen dentro de la matriz de vectores principales genera  coeficientes 
por cada bloque; la compresión de la imagen es completada mediante la cuantificación y 
codificación de los coeficientes de cada bloque. 

mm × 2m
2m m

2mm×

m
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En [76] S. B. Roy, K. Kayal, y J. Sil desarrollaron una técnica para compresión de imágenes 
mediante la conservación de bordes usando una capa oculta de una FNN. Las neuronas de la red 
son determinadas en forma adaptativa con base en la imagen a ser comprimida. En la primera 
fase y con la finalidad de reducir el tamaño de los datos a comprimir, se aplican los siguientes 
procesos a la imagen: detección de bordes, umbralizado y aclaración. La función principal de la 
segunda fase es determinar en forma adaptativa la estructura de la red usando el método de 
entrenamiento de propagación inversa; haciendo uso de esta red la imagen será codificada. 
Además, este método propone la inicialización de los pesos entre la capa de entrada y la capa 
oculta, transformando las coordenadas de los píxeles del bloque a su representación equivalente 
de una dimención; este proceso de inicialización exhibe un menor tiempo de convergencia del 
algoritmo de entrenamiento en comparación con un proceso que inicializa los pesos en forma 
aleatoria. 

Los siguientes dos ejemplos muestran una relación directa entre las RNA y los métodos 
tradicionales de transformación: DCT y DWT. En el primero, Ng K. S. y Cheng L. M. 
propusieron la implementación de la DCT utilizando una RNA [60]. La estructura de la RNA es 
dividida en cuatro sub-redes tipo BEP: la primera tiene una estructura de  y es 
utilizada para calcular la DCT; la segunda tiene una estructura de 

631664 ××
43264 ××  utilizada para 

clasificar la energía de los coeficientes; la tercera tiene una estructura 641663 ××  y es utilizada 
para calcular la DCT inversa; la última es utilizada para ajustar el coeficiente de frecuencia cero 
o coeficiente continuo (DC, Direct Current) y tiene una estructura 1264 ×× . Cada sub-red es 
entrenada y probada en forma independiente, excepto la encargada de ajustar los coeficientes 
DC. 

En el segundo ejemplo, Christopher J.C. Burges et al. utilizan un predictor no lineal, 
implementado con una RNA, para predecir los coeficientes wavelets en un sistema de 
compresión de imágenes [14]. El proceso consiste en reducir la varianza de los coeficientes 
residuales predecidos mediante el criterio objetivo MSE; entonces, el predictor no lineal puede 
ser utilizado para reducir la compresión de las cadenas de datos formadas. En la 
implementación del predictor mediante la RNA, los autores utilizan una red de 2 capas, donde 
la unidad de salida es una sigmoide que puede tomar valores comprendidos dentro del intervalo 

. La red es entrenada utilizando cada sub-banda de cada nivel wavelet. Finalmente, las 
salidas son reescaladas al intervalo [ ]. 
[ 1,0 ]

1,1−

En [58], Nait H. y Salam F. M. describieron un práctico y efectivo sistema de compresión de 
imágenes con base en una red neuronal multicapa. El sistema sugerido está formado por dos 
redes neuronales multicapa; el proceso de compresión de la imagen se lleva a cabo en dos 
etapas: en la primera, una red neuronal comprime la imagen; en la segunda etapa, la otra red 
neuronal comprime la diferencia entre la imagen reconstruida y la imagen original. 
Recientemente, Pavel Danchenko et al. desarrollaron un programa para compresión de 
imágenes de color y escala de gris usando RNA [20]. Este programa fue nombrado “Red 
Neuronal para la Compresión de Imágenes” (NNIC, Neural Network Image Compressor); 
NNIC hace uso en su etapa de transformación de la DCT, sobre la base de los coeficientes 
generados por la DCT es posible aplicar dos métodos de compresión, el primero de ellos hace 
uso de una arquitectura tipo perceptron multicapa; el segundo método está basado en una red 
neuronal de Kohonen. 
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Capítulo 3 

Marco teórico 

Este trabajo de tesis propone un modelo de compresor de imágenes utilizando un nuevo 
algoritmo en la etapa de transformación, la cual ha sido denominada Transformada 
Morfológica. Las Memorias Asociativas Morfológicas (MAM, Morphological Associative 
Memories) son la base esencial de esta nueva transformada, por lo que este capítulo versa sobre 
los fundamentos teóricos y matemáticos de las MAM. 

3.1 Memorias Asociativas Morfológicas 
En el año 1989, G. X. Ritter y J. Wilson introducen el concepto de Redes Neuronales 
Morfológicas [75]. Ellos propusieron calcular el efecto total que tiene de un valor de entrada 
sobre una neurona con la ayuda de las operaciones morfológicas de dilatación y de erosión. En 
1996, G. X. Ritter y P. Sussner proponen las MAM con base en las Redes Neuronales 
Morfológicas [73]. Dos años después, G. X. Ritter, P. Sussner y J. L. Díaz de León 
desarrollaron en forma exhaustiva el concepto de las MAM [74]. 

Las MAM basan su operación en las operaciones morfológicas de dilatación y erosión, es decir, 
hacen uso de máximos o mínimos de sumas. Esta característica las distingue de las memorias 
Hopfield, las cuales utilizan sumas de productos. 

Las MAM han demostrado ser una excelente herramienta en el reconocimiento y recuperación 
de patrones, sin importar que éstos contengan ruido aditivo, sustractivo o mixto [15], [106], 
[107]. 



Compresión de imágenes mediante memorias asociativas 

Características que hacen atractivas a las MAM son la robustez al ruido, la capacidad de 
aprendizaje, la rapidez en el proceso de aprendizaje y la eficiencia y velocidad en el proceso de 
la recuperación de patrones. 

Las operaciones necesarias para el proceso de aprendizaje y recuperación de una MAM hacen 
uso de los operadores máximo ∨  y mínimo ∧  [107], [106], y son las siguientes: 

Sean  un vector columna de dimensión m y [ ]midD = [ ]
njfF =  un vector fila de dimensión n, 

el producto máximo D ∇ F da como resultado una matriz [ ]
nmijcC

×
= , donde ( )jiij fdc += . 

Generalizando para un conjunto fundamental de asociaciones tenemos: 

( )ljil

k

lij fdc +=
=
∨

1
 (3.1) 

De igual manera, el producto mínimo DΔ F da como resultado la matriz ; para un 
conjunto fundamental de asociaciones tenemos que: 

[ ]
nmijcC

×
=

( )ljil

k

lij fdc +=
=
∧

1
 (3.2) 

Por otra parte, sea  una matriz y [ ]
nmijdD

×
= [ ]

njfF =  un vector columna; el cálculo del 

producto máximo D ∇ F da como resultado un vector columna [ ]micC =  de dimensión m: 

( )jij

n

ji fdc +=
=
∨

1
 (3.3) 

Para el producto mínimo C = D F: Δ

( )jij

n

ji fdc +=
=
∧

1
 (3.4) 

Estas operaciones se aplican a las MAM en sus dos modos de operación, heteroasociativo y 
autoasociativo. 

3.1.1 Memorias Morfológicas Heteroasociativas 
Una MAM es de carácter heteroasociativo si { }k,...,2,1∈∃μ  para el que se cumple que 

. Existen dos tipos de Memorias Morfológicas Heteroasociativas (MMH): max, 
simbolizadas con M, y min, simbolizadas con W. 

μμ yx ≠

3.1.1.1 Memorias Morfológicas Heteroasociativas max 
Las MMH max (M) son aquellas que utilizan el producto mínimo y el operador máximo en su 
fase de aprendizaje y el producto mínimo en su fase de recuperación. 

Fase de aprendizaje: 

1. Se calculan las matrices  para cada uno de los k elementos del conjunto 
fundamental de asociaciones 

( tμμ xy −Δ )
( )μμ y,x . 
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( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]⎟
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⎟
⎟
⎟
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1

2212
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(3.5) 

2. Se obtiene la memoria M aplicando el operador máximo  a las matrices resultantes 
del paso 1. M queda expresada como: 

∨

( )[ ] [ ]

( ) 

xyM

μμ

μ

μμ

μ

ji

k

ij

nmij
tk

xym

m

−=

=−Δ=

=

×=

∨

∨

1

1
 

(3.6) 

Fase de recuperación: 

1. Se calcula el producto mínimo ωxMΔ , donde { }k,...,2,1∈ω , obteniendo un vector 
columna : [ ]miy=y

( )ω

ω

jij

n

ji xmy +=

Δ=

=
∧

1

xMy
 

(3.7) 

Para que una MMH max asegure una respuesta perfecta debe cumplir con el teorema 2 y el 
corolario 2.1 de [74]. Además, el teorema 3 de la misma referencia indica la cantidad de ruido 
que es permisible en los patrones de entrada para obtener una respuesta perfecta: 

Teorema 2 [74]:  para todo ωω yxM =Δ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila mi ,...,1=  
existen índices columna  tales que  para todo { nji ,...,1∈ω } ωω

ωω
ii jiij xym −= k,...,1=ω . 

Corolario 2.1 [74]:  para todo ωω yxM =Δ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila 
 y cada mi ,...,1= { k,...,1∈ }γ  existen índices de columna { }nji ,...,1∈γ  tales que 

γεε

ε

γ
γγ iij

k

j
yyxx

ii

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

=
∧

1
 (3.8) 

Teorema 3 [74]: Para k,...,1=γ , sea γx~  una versión distorsionada del patrón . Entonces γx
γγ yxM =Δ~  si y sólo si se cumple que: 

[ ] njxyyxx iii

m

ijj ,...,1~
1

=∀
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∧≥

≠=
∧∨ εεγ

γε

γγ  (3.9) 
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y para cada índice renglón  existe un índice columna { mi ,...,1∈ } { }nji ,...,1∈  tal que: 

[ ]
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∧=

≠
∧ εεγ

γε

γγ
jiiijiji xyyxx~  (3.10) 

3.1.1.2 Memorias Morfológicas Heteroasociativas min 
Las MMH min (W) son aquéllas que utilizan el producto máximo y el operador mínimo en su 
fase de aprendizaje y el producto máximo en su fase de recuperación. 

Fase de aprendizaje: 

1. Se calculan las matrices  para cada uno de los k elementos del conjunto 
fundamentas de asociaciones 

( tμμ xy −∇ )
( )μμ y,x . 

( )
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(3.11) 

2. Se obtiene la memoria W aplicando el operador mínimo ∧  a las matrices resultantes 
del paso 1. W queda expresada como: 

( )[ ] [ ]

( ) 

xyW

μμ

μ

μμ

μ

ji

k

ij

nmij
tk

xyw

w

−=

=−∇=

=

×=

∧

∧

1

1
 

(3.12) 

Fase de recuperación: 

1. Se calcula el producto máximo , donde ωxW∇ { }1,2,...,kω∈ , donde { }k,...,2,1∈ω , 
obteniendo un vector columna [ ]miy=y : 

( )ω

ω

jij

n

ji xwy +=

∇=

=
∨

1

xWy
 

(3.13) 

El teorema 2 y el corolario 2.1 de [74] rigen las condiciones que una MMH min debe cumplir 
para obtener una respuesta perfecta. 

Teorema 2 [74]:  para todo ωω yxW =∇ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila  
existen índices columna  tales que  para todo 

mi ,...,1=
{ nji ,...,1∈ω } ωω

ωω
ii jiij xyw −= k,...,1=ω . 
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Corolario 2.1 [74]:  para todo ωω yxW =∇ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila 
 y cada mi ,...,1= { k,...,1∈ }γ  existen índices de columna { }nji ,...,1∈γ  tales que 

γεε

ε

γ
γγ iij

k

j
yyxx

ii

+⎟
⎠
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⎝
⎛ −=

=
∨

1
 (3.14) 

Por otra parte, el teorema 3 de [74] indica la cantidad de ruido que es permisible en los patrones 
de entrada para obtener una respuesta perfecta. 

Teorema 3 [74]: Para k,...,1=γ , sea γx~  una versión distorsionada del patrón . Entonces γx
γγ yxW =∇~  si y sólo si se cumple que: 

[ ] njxyyxx iii

m

ijj ,...,1~
1

=∀
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
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≠=
∨∧ εεγ

γε

γγ  (3.15) 

y para cada índice renglón  existe un índice columna { mi ,...,1∈ } { }nji ,...,1∈  tal que: 

[ ]
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∨=

≠
∨ εεγ

γε

γγ
jiiijiji xyyxx~  (3.16) 

3.1.2 Memorias Morfológicas Autoasociativas 
Una MAM es de carácter Autoasociativo si se cumple que . Existen dos 
tipos de Memorias Morfológicas Autoasociativas (MMAA): max, simbolizadas con M, y min, 
simbolizadas con W. 

{ k,...,2,1∈∀= μμμ yx }

Para una MMAA el conjunto fundamental de asociaciones queda definido como: ( )μμ x,x . 

3.1.2.1 Memorias Morfológicas Autoasociativas max 
Las MMAA max (M) son aquéllas que utilizan el producto mínimo y el operador máximo en su 
fase de aprendizaje y el producto mínimo en su fase de recuperación. 

Fase de aprendizaje: 

1. Se calculan las matrices ( )tμμ xx −Δ  para cada uno de los k elementos del conjunto 
fundamental de asociaciones ( )μμ x,x . 
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(3.17) 
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2. Se obtiene la memoria M aplicando el operador máximo ∨  a las matrices resultantes 
del paso 1. M queda expresada como: 

( )[ ] [ ]

( ) 

xxM

μμ

μ

μμ

μ

ji

k

ij

nnij
tk

xxm

m

−=

=−Δ=

=

×=

∨

∨

1

1
 

(3.18) 

Fase de recuperación: 

1. Se calcula el producto mínimo ωxMΔ , donde { }k,...,2,1∈ω , obteniendo un vector 
columna : [ ]nix=x

( )ω

ω

jij

n

ji xmx +=

Δ=

=
∧

1

xMx
 

(3.19) 

El teorema 1 y el corolario 1.1 en [104] rigen las condiciones que una MMAA max debe 
cumplir para efectuar los procesos de aprendizaje del conjunto fundamental de asociaciones y 
recuperar los patrones de entrada cuando son presentados sin ruido. 

Teorema 1 [104]: M es perfecta si y sólo si para cada k,...,2,1=μ , cada renglón de la matriz 

 contiene una entrada cero. ( )[ ] Mxx −−Δ
tμμ

Corolario 1.1 [104]:  para todo ωω xxM =Δ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila 
 y cada ni ,...,1= { k,...,1∈ }γ  existen índices de columna { }nji ,...,1∈γ  tales que 

γεε

ε

γ
γγ iij

k

j xxxx
ii

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

=
∧

1
 (3.20) 

El teorema 2 en [104] muestra que una MMAA max tiene capacidad ilimitada y una 
recuperación perfecta de los patrones de entrada sin ruido. 

Teorema 2 [104]: Si M es una MMAA max, entonces recupera de manera perfecta el conjunto 
fundamental de asociaciones; es decir, se cumple que ωω xxM =Δ  pata todo k,...,1=ω . 

En el caso que los patrones estén corrompidos por ruido una MMAA max no pierde la 
propiedad de respuesta perfecta, para cumplir esta propiedad el ruido permisible debe cumplir 
con el teorema 3 [104]. 

Teorema 3 [104]: Para k,...,1=γ  sea γx~  una versión distorsionada del patrón . Entonces γx
γγ xxM =Δ~  si y sólo si se cumple que: 

[ ] njxxxxxxx i

n

ijiii

n

ijj ,...,1~
11

=∀
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
∧=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∧≥

≠=≠=
∧∨∧∨ γ

γε

γεεγ

γε

γγ  (3.21) 

y para cada índice renglón  existe un índice columna { ni ,...,1∈ } { }nji ,...,1∈  tal que: 

[ ]
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∧=

≠
∧ εεγ

γε

γγ
jiiijiji xxxxx~  (3.22) 
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3.1.2.2 Memorias Morfológicas Autoasociativas min 
Las MMAA min (W) son aquellas que utilizan el producto máximo y el operador mínimo en su 
fase de aprendizaje y el producto máximo en su fase de recuperación. 

Fase de aprendizaje: 

1. Se calculan las matrices ( )tμμ xx −∇  para cada uno de los k elementos del conjunto 
fundamental de asociaciones ( )μμ x,x . 

( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
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⎜
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⎜
⎜
⎜
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t
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xxxxxx

xxxxxx
xxxxxx
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1

1
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(3.23) 

2. Se obtiene la memoria W aplicando el operador mínimo ∧  a las matrices resultantes 
del paso 1. W queda expresada como: 

( )[ ] [ ]

( ) 

xxW

μμ

μ

μμ

μ

ji

k

ij

nnij
tk

xxw

w

−=

=−∇=

=

×=

∧

∧

1

1
 

(3.24) 

Fase de recuperación: 

1. Se calcula el producto máximo , donde ωxW∇ { }1,2,...,kω∈ , obteniendo un vector 
columna : [ ]nix=x

( )ω

ω

jij

n

ji xwx +=

∇=

=
∨

1

xWx
 

(3.25) 

El teorema 1 y el corolario 1.1 en [105] rigen las condiciones que una MMAA min debe 
cumplir para efectuar los procesos de aprendizaje del conjunto fundamental de asociaciones y 
recuperar los patrones de entrada cuando son presentados sin ruido. 

Teorema 1 [105]: W es perfecta si y sólo si para cada k,...,2,1=μ , cada renglón de la matriz 

 contiene una entrada cero. ( )[ tμμ xxW −∇− ]
Corolario 1.1 [105]:  para todo ωω xxW =∇ k,...,1=ω  si y sólo si para cada índice fila 

 y cada ni ,...,1= { k,...,1∈ }γ  existen índices de columna { }nji ,...,1∈γ  tales que  

γεε

ε

γ
γγ iij

k

j
xxxx

ii

+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=

=
∨

1
 (3.26) 
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El teorema 2 en [105] muestra que una MMAA min tiene capacidad ilimitada y una 
recuperación perfecta de los patrones de entrada sin ruido. 

Teorema 2 [105]: Si W es una MMAA min, entonces recupera de manera perfecta el conjunto 
fundamental de asociaciones; es decir, se cumple que  pata todo ωω xxW =∇ k,...,1=ω . 

En el caso que los patrones estén corrompidos por ruido, una MMAA min no pierde la 
propiedad de respuesta perfecta; para cumplir esta propiedad el ruido permisible debe cumplir 
con el teorema 3 [105]. 

Teorema 3 [105]: Para k,...,1=γ  sea γx~  una versión distorsionada del patrón . Entonces 
 si y sólo si se cumple que: 

γx
γγ xxW =∇~

[ ] njxxxxxxx i

n

ijiii

n

ijj ,...,1~
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⎟
⎟
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⎜
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⎜
⎜

⎝

⎛
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γγ  (3.27) 

y para cada índice renglón  existe un índice columna { ni ,...,1∈ } { }nji ,...,1∈  tal que: 

[ ]
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+−∨=

≠
∨ εεγ
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γγ
jiiijiji xxxxx~  (3.28) 
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Capítulo 4 

Transformada Morfológica 

En este capítulo se describe un nuevo modelo de transformada con base en las MAM, al que 
llamaremos Transformada Morfológica (TM) y será aplicada en la etapa de transformación de 
un compresor de imágenes remplazando a métodos tradicionales como la DCT o la DWT. El 
algoritmo de la TM hace uso de las MAM heteroasociativas; el proceso de aprendizaje se 
desarrolla entre vectores de entrada predefinidos, llamados matriz de transformación, y sub-
bloques de la imagen, los cuales representan a los vectores de salida. La matriz de 
transformación es definida en ambos procesos, compresión y descompresión; de esta forma se 
puede realizar el proceso inverso de la TM. Al aplicar el algoritmo de la TM, dependiendo de 
la matriz de transformación usada, la imagen toma una representación morfológica y las etapas 
que siguen a la transformación en un compresor de imágenes pueden tomar ventaja de esta 
nueva representación para desarrollar la compresión de los datos. En comparación con los 
métodos tradicionales, las principales ventajas que una TM ofrece es la velocidad de 
procesamiento y bajos requerimientos de memoria, demostrando además una alta 
competitividad en los parámetros de compresión y relación señal a ruido. 

4.1 Introducción 
La etapa de transformación de los datos en un sistema de codificación de imágenes tiene por 
finalidad facilitar la compresión de la información en las etapas posteriores. Aunque existe una 
gran variedad de transformadas que pueden ser usadas en la compresión de imágenes, sólo dos 
de ellas han alcanzado y mantenido un amplio uso en esta área: la DCT y la DWT. 
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La TM es propuesta como una alternativa a las transformadas tradicionales. El algoritmo de 
este modelo hace uso de las MAM para generar una representación morfológica de la imagen 
procesada. Una MAM basa su operación en las operaciones morfológicas de dilatación y 
erosión, es decir, hacen uso de máximos y mínimos de sumas [74]. Esta característica hace de 
las MAM un modelo con una alta velocidad de procesamiento, misma propiedad que le hereda 
a la TM. 

Las siguientes características hacen de la TM atractiva para ser usada en la etapa de 
transformación de un sistema de compresión de imágenes: 

• La representación morfológica de la imagen generada por la TM puede facilitar la 
compresión de la información en las etapas siguientes. 

• La TM es reversible. 
• La TM tiene bajos requerimientos de memoria, usa una limitada precisión aritmética 

y se implementa con pocas operaciones aritméticas básicas. 

Por otra parte, como se ha mencionado anteriormente, las MAM han demostrado ser una 
excelente herramienta en la recuperación de patrones alterados por ruido sustractivo o aditivo 
[15], [106], [107]; esta característica le permite al proceso inverso de la TM suprimir gran 
cantidad de ruido generado por las etapas que le anteceden. 

Considerando cómo está constituido el conjunto fundamental de asociaciones, una MAM puede 
ser de carácter autoasociativo o heteroasociativo, sección 2.1. Una MAM autoasociativa 
requiere que el vector de salida sea igual al vector de entrada; este hecho descarta su uso en el 
algoritmo de la TM, ya que la imagen a comprimir tendría que estar disponible en el proceso de 
descompresión para llevar a cabo el proceso inverso de la TM. 

Una MAM heteroasociativa, por el contrario, asocia vectores de entrada con vectores de salida 
diferentes en contenido y en dimensión; considerando esta propiedad, una MAM de este tipo 
puede ser utilizada en el algoritmo de la TM, donde la imagen será seccionada para formar los 
vectores de salida y los vectores de entrada serán predefinidos como una matriz de 
transformación, la que estará disponible en ambos procesos, compresión y descompresión, 
permitiendo implementar la transformación morfológica inversa (TMI).  

La MAM heteroasociativa utilizada en la TM puede ser de tipo min o max, confiriéndole a la 
TM inmunidad a ruido sustractivo o aditivo respectivamente. 

4.2 Conceptos previos 
El algoritmo de la TM propuesto es aplicado sobre sub-bloques individuales de la imagen y se 
trata de una transformación sin pérdida de información. Durante este proceso se considera que 
una imagen puede ser representada por la matriz A [ ]

nmija
×

= , donde m y n representan el alto y 
el ancho de la imagen respectivamente y a representa el valor del ij-ésimo píxel; 

{ }12,...,2,1,0 −∈ La , donde L es el número de bits necesarios para representar el valor de un 
píxel. 

Al ser TM una trasformada que se aplica a bloques de la imagen, es necesario definir los 
términos sub-bloque de imagen y vector de una imagen. 
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Definición 4.1. Sub-bloque de imagen (sb). Sea A [ ]ija=  una matriz de orden nm×  que 

representa a una imagen y sea sb [ ]ijsb=  una matriz de orden dd × . Se define a la matriz sb 

como un sub-bloque de imagen representada por A, si la matriz sb es un subconjunto de la 
matriz A y cumple que: 

ji
asbij τδ=  (4.1) 

donde , dji ,...,3,2,1, = m,...,3,2,1=δ , n,...,3,2,1=τ  y  representa el valor del píxel 

determinado por la coordenadas 
ji

a τδ

( )ji ++ τδ , , donde ( )τδ ,  determina el inicio del sub-bloque 
de imagen y ( )dd ++ τδ ,  el final del mismo. 

Definición 4.2. Vector de una imagen (vi). Sea sb [ ]ijsb=  un sub-bloque de imagen y sea 

vi  un vector de dimensión d. Se define como vector de una imagen a la μ-ésima fila de la 
matriz sb tal que: 

[ ]ivi=

ii sbvi μ=  (4.2) 

donde . di ,...,3,2,1=

De cada sub-bloque de la imagen se obtienen μ vectores de una imagen: 

vi  ][][ ii sbvi μ
μμ == (4.3) 

donde d,...,3,2,1=μ . 

La TM hace uso de una matriz de transformación, la cual está formada por vectores 
denominados vectores de transformación. A continuación se definen estos dos términos. 

Definición 4.3. Vector de transformación (vt). Sea vt [ ]ivt=  un vector fila de dimensión d. Se 
define como vector de transformación al vector de entrada vt que interviene en los procesos de 
aprendizaje y recuperación de una MAM y cuya generación está gobernada por el teorema 2 y 
el corolario 2.1 de [74]. 

Definición 4.4. Matriz de transformación (mt). Sea vt [ ]divt=  un vector de transformación. Se 

define como matriz de transformación mt [ ]
ddijmt

×
= , al conjunto formado por d vectores de 

transformación {vt 1 , vt ,…, vt }, donde la i-ésima fila de la matriz mt es representada por el 
vector vt i . Entonces el ij-ésimo componente de mt es definido por: 

2 d

djivtmt i
jij ,...,2,1,| ==  (4.4) 

Cuando se hace uso de una TM en un proceso de transformación de una imagen, la selección 
adecuada de una matriz mt repercute directamente en los parámetros de relación de compresión 
y de relación señal a ruido obtenidos al final del proceso de compresión. La mt debe ser 
conocida por los procesos de compresión y descompresión. Gran variedad de valores pueden 
satisfacer el teorema que rige la generación de la mt; una opción es usar el siguiente criterio: 

⎩
⎨
⎧
>
=

=
e

vt i
j

0
   

ij
ij

=
≠

 (4.5) 
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donde e es el valor máximo que puede tomar un elemento de la imagen A. 

Siguiendo este criterio, la matriz de transformación obtenida es una matriz diagonal; 
considerando  la matriz de transformación mt queda constituida de la siguiente manera: 256=e

de

e
e

vt

vt
vt

mt
2

1

MM

L

MMM

L

L

→

→
→

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

00

00
00

 

 

(4.6) 

donde cada fila de la matriz mt es un vector de transformación vt. 

Considerando a los vectores de transformación vt como los vectores de entrada y a los vectores 
de imagen vi como los vectores de salida, se puede formar el siguiente conjunto fundamental de 
asociaciones: 

( ){ }d,...,2,1| =μμμ vi,vt   

Al aplicar el proceso de aprendizaje (formación de la memoria) de una MMH sobre este 
conjunto fundamental, la estructura de los d vectores de entrada (vt) permite la codificación 
individual de cada uno de los vectores de salida (vi) dentro de la MMH. Es claro que en la 
MMH generada existirán tantas columnas como elementos contenga un vector vt; mientras que 
la dimensión de un vector vi determinara el número de filas de la misma memoria. Cada uno de 
los vectores vi quedará codificado en una columna de la MMH. 

Al aplicar el producto máximo entre cada elemento del conjunto fundamental de asociaciones, 
la posición que guarda e dentro de los vectores vt indicará en cual columna quedara codificado 
cada vector vi. Esto es posible debido a que la operación ji vtvi −  generará valores negativos en 
la j-ésima columna si  y valores positivos en las columnas restantes; cuando se aplica el 
operador mínimo sobre las matrices obtenidas con la finalidad de generar la MMH, los 
elementos afectados por e son los que formarán a la memoria. 

evt j =

Esta forma en que los vectores vi quedan codificados en la MMH garantiza su recuperación 
perfecta al aplicar la fase de recuperación de una MMH sobre cada uno de los vectores de 
entrada vt. 

4.3 Transformada Morfológica utilizando MAM 
Podemos ahora definir a la TM y su proceso inverso la TMI. 

Definición 4.5. Transformada Morfológica (TM). Sea mt [ ]
ddijmt

×
=  una matriz de 

transformación, sea A  una matriz que representa a una imagen, donde m y n significan 
el alto y el ancho de la imagen respectivamente y  define el valor del ij-ésimo píxel, y sea 

sb  un sub-bloque de imagen de A, obteniendo como resultado un conjunto de sub-

bloques de imagen sb , donde 

[ ]
nmija

×
=

ija

[ ]
ddijsb

×
=

N,...,2,1| =ωω ( ) ( )dndmN // ⋅= . Se define como transformada 
morfológica al conjunto de memorias asociativas resultantes de la transformación aplicada a 
bloques individuales de una imagen haciendo uso de las MMH, considerando para ello a los 
vectores de una imagen vi , los cuales componen al sub-bloque de [ ] dvi di ,...,2,1| == μμ
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imagen, como vectores de salida y a los vectores de transformación vt , 
que conforman a la matriz de transformación, como los vectores de entrada.  

[ ] dvt di ,...,2,1| == μμ

Este proceso genera N MMH las cuales estructuradas en forma matricial representan a la 
transformada morfológica de la imagen 

TM { }{ }→= mt,sbA ijO { }ijMMHO  

{ }ijMMHO   

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

ληλλ

η

η

MMHMMHMMH

MMHMMHMMH
MMHMMHMMH

21

22221

11211

L

MMM

L

L
 

(4.7) 

donde N,...,2,1=ω , λ,...,2,1=i , η,...,2,1=j , dm /=λ  y dn /=η ; además se define el 
operador  para representar la organización que las MMH deben guardar para constituir a la 
TM; de esta forma MMH ij  representa a la memoria generada de aplicar el proceso de 
aprendizaje de una MMH entre el ij-ésimo bloque de imagen y la matriz de transformación. 

{}⋅O

Anteriormente se discutió el por qué las MAM heteroasociativas pueden ser utilizadas para 
implementar la TM; debido al uso de este tipo de memorias en el algoritmo de la transformada 
propuesta se definen dos tipos de TM: transformada morfológica min (TM ) y transformada 
morfológica max (TM ). Cuando se usa una MMH min para transformar un sub-bloque de 
imagen de dimensión , la TM es definida por:  

min

max

dd ×

{ }→mtATM ,min { }ηλ ,...,2,1,,...,2,1|MMHmin == yxxyO  

xy
minMMH = [vi (-vt ) t ]

d

1=
∧
μ

∇μω μ [ ]xy
ddijw

×
= N,...,2,1| =ω  

[ ] ( ) djivtviw ji

d
xy

ddij ,...,2,1,|
1

=−=
=×
∧ μω

μ

μ  

 

(4.8) 

donde ω  define a cuál de los N sub-bloques de imagen sb pertenecen los vectores de imagen 
vi, es decir, vi  es la μω μ -ésima fila del sub-bloque de imagen ω . 

Cuando se usa una MMH max para transformar un sub-bloque de imagen de dimensión dd × , 
la TM es definida por:  

{ }→mtATM ,max { }ηλ ,...,2,1,,...,2,1|MMH max == yxxyO  

xy
maxMMH = [vi

d

1=
∨
μ

Δμω (-vt ) t ]μ [ ]xy
ddijm

×
= N,...,2,1| =ω  

[ ] ( ) djivtvim ji

d
xy

ddij ,...,2,1,|
1

=−=
=×
∨ μω

μ

μ  

 

(4.9) 

Donde ω  define a cuál de los N sub-bloques de imagen sb pertenecen los vectores de imagen 
vi. 

Como resultado de aplicar una TM sobre una imagen,  MMH de dimensión  tipo W o 
M son generadas; estas memorias en conjunto forman la imagen transformada. La transformada 
permite aplicarle un proceso de cuantificación escalar. Recordemos que la TM es robusta a 
ruido sustractivo o aditivo según la MMH que se use en su implementación, minimizando los 
efectos de este proceso y al mismo tiempo concentrando los valores de la imagen en un menor 

N dd ×
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número de valores. Esta propiedad es la que hace posible tomar ventaja de esta nueva 
representación de la imagen en las siguientes etapas para conseguir la compresión de la 
información.  

Definición 4.6. Transformada Morfológica Inversa (TMI). Sea mt [ ]
ddijmt

×
=  una matriz de 

transformación, sea TM la transformada morfológica de una imagen, la TM está formada por N 
MMH distribuidas matricialmente: { }→mtATM ,ψ { }ηλψ ,...,2,1,,...,2,1|MMH == yxxyO , 
donde dm /=λ , dn /=η , ηλ ⋅=N  y ψ  indica si las MMH son del tipo max o min. Se 
define como transformada morfológica inversa al proceso que aplica la fase de recuperación de 
una MMH entre los vectores de transformación vt [ ] dvt di ,...,2,1| == μμ , los cuales conforman 
a la matriz de transformación y que son considerados como los vectores de entrada, y cada una 
de las memorias MMH que forman a la TM. 

Como resultado del proceso de TMI N sub-bloques de imagen sb son generados, los cuales en 
conjunto representan a la imagen original transformada por la TM. 

TMI{MMH ,mt}xy
ψ → { }ijsbO  

TMI = O {sb }  ij

⎟
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⎟
⎟
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(4.10) 

donde λ,...,2,1=i , η,...,2,1=j , dm /=λ  y dn /=η . Se hace uso del operador  debido a 
que las matrices sb guardan la misma posición, dentro de la TMI, que la MAM utilizada en su 
recuperación guarda dentro de la TM. 

{}⋅O

Una transformación morfológica inversa (TMI) es posible debido a que: 

• La imagen transformada es un conjunto de MMH. 
• La matriz de transformación está disponible para el proceso de descompresión. 

Para un proceso TMI pueden ser definidos 2 casos: 

Caso 1. Cuando la TM no ha sido alterada por ruido. En este caso se habla de un proceso 
reversible, es decir, la imagen original es recuperada. Sin embargo, la relación de compresión 
alcanzada por el proceso completo de compresión no resulta significativa. 

Al existir dos tipos de transformadas, la TM  y la TM , entonces es necesario definir una 
TMI para cada una de ellas. 

min max

Se denominará como TMI  cuando sea necesario recuperar una imagen transformada por una 
TM , quedando definida por:  

min

min

TMI =TMI{MMH ,mt}→  min
xy
min {O sb xy

min λ,...,2,1| =x , }η,...,2,1=y  
sb = vixy

min
μ)( xy d,...,2,1| =μ  

vi = μ)( xy xy
minMMH ∇ vt μ [ ]dxy

ivi μ)(=  

( )μμ
j

xy
ij

d

j

xy
i vtwvi +=

=
∨

1

)(
 

 

(4.11) 
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donde xy define a cuál de los N sub-bloques de imagen sb pertenecen los vectores de imagen vi, 
es decir, vi  representa la μ)( xy μ -ésima fila del sub-bloque de imagen denotado por xy.  

 

Se denominará como TMI max  cuando sea necesario recuperar una imagen transformada por una 
TM , quedando definida por: max

TMI max =TMI{MMH ,mt}→xy
max {O sb xy

max λ,...,2,1| =x , }η,...,2,1=y  

sb = vixy
max

μ)( xy d,...,2,1| =μ  

vi = μ)( xy xy
maxMMH Δ vt μ [ ]dxy

ivi μ)(=  

( )μμ
j

xy
ij

d

j

xy
i vtmvi +=

=
∧

1

)(
 

 

(4.12) 

donde xy define a cuál de los N sub-bloques de imagen sb pertenecen los vectores de imagen vi. 

Caso 2. Cuando la TM ha sido alterada por ruido mediante un proceso de cuantificación. En 
este caso se habla de un proceso irreversible, es decir, la imagen recuperada es una versión 
alterada de la imagen original. Sin embargo, la relación de compresión alcanzada por el proceso 
completo de compresión resulta significativa. 

En un sistema de compresión de imágenes, la etapa que sigue al transformador es la 
cuantificación, se trata de un proceso irreversible que modifica la información resultante de la 
TM. La TM está formada por un conjunto de MMH y la teoría expuesta sobre las MAM en 
[74] y [72] sólo considera el reconocimiento de patrones en el caso que el ruido esté añadido a 
los patrones de entrada. Si el proceso de cuantificación altera la información de las MMH que 
forman a la imagen trasformada por la TM, entonces, ¿cómo afecta esta modificación a las 
memorias asociativas en su proceso de recuperación de los patrones de salida originales 
(bloques de la imagen original)? 

Para responder a esta pregunta se ha formulado un nuevo teorema referente a las MAM. 

Teorema 4.1. Si Ŵ denota la versión distorsionada de una memoria asociativa W 

Ŵ=W  r±
rww ijij ±=ˆ  

(4.13) 

donde r representa el ruido inducido a la memoria por la etapa de cuantificación. 

Entonces, el proceso de recuperación queda definido por: 
γxW∇ˆ = ŷ = y  γ ri ±

γ
(4.14) 

Similarmente, si M  denota la versión distorsionada de una memoria asociativa M ˆ

M̂ =M  r±
rmm ijij ±=ˆ  

(4.15) 

donde r representa el ruido inducido a la memoria por la etapa de cuantificación. 

Entonces, el proceso de recuperación queda definido por: 
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γxMΔˆ = ŷ = y  γ ri ±
γ

(4.16) 

 

 

Demostración. Partiendo del teorema 2 de [74], el cual enuncia que y = W∇ x , se sustituye 
a W por su versión distorsionada: 

γ γ

y =  γ γxW∇ˆ

( )γγ
jij

n

ji xwy +=
=
∨ ˆ

1
 

 

(4.17) 

donde, k,...,2,1=γ ,  y . Esta expresión resulta en: mi ,...,2,1= nj ,...,2,1=
γγ
jiji xwy +≥ ˆ  (4.18) 

Del corolario 2.1 de [74] se desprende que: 

( ) γεε

ε

γ
iij

k

j yyxx +−=
=
∨

1
 (4.19) 

donde { k,...,2,1∈ }ε . Sustituyendo la expresión 4.19 en la expresión 4.18: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=

=
∨ γεε

ε

γ
iij

k

iji yyxwy
1

ˆ  (4.20) 

Haciendo uso de la propiedad de conjugada aditiva, donde ( ) ( εε

ε

εε

ε ij

k

ij

k
xyyx −−=−

==
∧∨

11
), 

entonces la nueva representación es: 

( )εε

ε

γγ
ji

k

iiji xyywy −−+=
=
∧

1
ˆ  (4.21) 

donde , entonces: ( εε

ε ji

k

ij xyw −=
=
∧

1
 )

ijiiji wywy −+= γγ ˆ  (4.22) 

Finalmente sustituyendo la expresión 4.13 en la expresión 4.22 y simplificando: 

ryy

wyrwy

ii

ijiiji

±=

−+±=
γγ

γγ  
 

(4.23) 

Para el caso de una MMH M se sigue la misma secuencia usada en la demostración del teorema 
que emplea una MMH W. 
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(4.24) 

El Teorema 4.1 muestra que el ruido r asociado a la memoria asociativa afecta directamente al 
patrón de salida recuperado y a la propiedad de la TM para obtener una recuperación perfecta 
de la imagen. La naturaleza de r depende directamente del tipo de cuantificación utilizada. 

Las expresiones 4.11 y 4.12, las cuales definen a la TMI  y la TMI  para el caso que la 
TM no ha sido alterada por ruido, son re-escritas con base en el Teorema 4.1 para definir el 
caso donde la TM ha sido alterada por ruido por el proceso de cuantificación 

min max

TMI min =TMI{MMH ,mt}→  xy
min {O sb xy

min λ,...,2,1| =x , }η,...,2,1=y  
sb = vixy

min
μ)( xy d,...,2,1| =μ  

vi = μ)( xy xy
minMMH ∇ vt μ [ ]dxy

ivi μ)(=  

( )rvtwvi j
xy
ij

d

j

xy
i ±+=

=
∨ μμ

1

)(
 

 

(4.25) 

 
 

TMI max =TMI{MMH ,mt}→xy
max {O sb xy

max λ,...,2,1| =x , }η,...,2,1=y  

sb = vixy
max

μ)( xy d,...,2,1| =μ  

vi = μ)( xy xy
maxMMH Δ vt μ [ ]dxy

ivi μ)(=  

( )rvtmvi j
xy
ij

d

j

xy
i ±+=

=
∧ μμ

1

)(
 

 

 

(4.26) 

donde xy define a cuál de los N sub-bloques de imagen sb pertenecen los vectores de imagen vi, 
es decir, vi  representa la μ)( xy μ -ésima fila del sub-bloque de imagen denotado por xy. 
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4.4 Algoritmo de la Transformada Morfológica 
En esta sección se describen con detalle los pasos que forman parte de una TM aplicada a una 
imagen y de su proceso inverso, la TMI. También se detalla la implementación de dichos 
algoritmos utilizando un lenguaje de alto nivel y un análisis de la complejidad de los mismos. 

4.4.1 Transformada Morfológica 
El proceso de transformación morfológica de una imagen puede ser resumido en los siguientes 
pasos: 

1. Al tratarse de una transformada aplicada a bloques individuales de la imagen, ésta es 
seccionada en bloques de dimensión dd × . Considerando a una imagen como una 
matriz A  de orden , donde m y n representan el alto y el ancho de la 

imagen respectivamente y a representa el valor del ij-ésimo píxel; 

[ ]ija= nm×

{ }12,...,2,1,0 −∈ La , 
donde L es el número de bits necesarios para representar el valor de un píxel. La imagen 
es dividida en  sub-bloques de imagen sb . ( ) ( dndmN // ⋅= ) N,...,2,1| =ωω

2. Se inicializa la TM. 

3. Se define la matriz de transformación mt [ ]
ddijmt

×
=  a utilizar en el proceso de TM. 

4. Se aplica la TM sobre cada sub-bloque de imagen, haciendo uso de la matriz de 
transformación definida en el paso anterior. 

MMH = [vi (-vt ) t ]xy
min

d

1=
∧
μ

∇μω μ [ ]xy
ddijw

×
= N,...,2,1| =ω ;  para una TM . min

MMH = [vi (-vt ) t ]xy
max

d

1=
∨
μ

Δμω μ [ ]xy
ddijm

×
= N,...,2,1| =ω ;  para una TM max . 

donde, el vector de imagen vi ∈μω sb  y el vector de transformación vt mt; ω ∈μ

d,...,2,1=μ . 

5. Como resultado se obtiene N MMH de dimensión dd × , las cuales en conjunto forman 
a la imagen transformada mediante una TM. 

{ }→mtATM ,min { }xy
minMMHO . 

{ }→mtATM ,max { }xy
maxMMHO . 

donde λ,...,2,1=x , η,...,2,1=y ; dm /=λ  y dn /=η . 

La figura 4.1 muestra un esquema general de la TM. 
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Figura 4.1. Esquema de la TM. 

 
Figura 4.2. Resultados de aplicar la TM sobre las imágenes: (a) Lena, (b) Mandril (Baboon), (c) Pimientos 
(Peppers), (d) Hombre (Man). 

La figura 4.2 muestra los resultados de aplicar la TM sobre imágenes en escala de grises de 
 píxeles: 8 bits/píxel. La tabla 4.1 muestra el seudo-código del algoritmo de una TM 

y las tablas 4.2 y 4.3 muestran el seudo-código de los algoritmos para el cálculo de una MMH 
min y MMH max sobre un bloque de imagen de dimensión 

512512×

dd ×  respectivamente. 
Tabla 4.1. Seudo-código del algoritmo de una TM. 
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01| variables   // Definición de variables y constantes globales 
02|    alto_i,ancho_i: entero 
03|    A[alto_i][ ancho_i], TM[alto_i][ ancho_i]: entero 
04|    m[d][d], w[d][d], sb[d][d], vi[dxd]: entero 
05| constantes 
06|    vt[dxd]: entero 
07|    d=8: entero 
08| programa_principal() 
09| variables 
10|     λ,η,l,y,x: entero 
11| inicio 
12|     // Barrido de la imagen en bloques de dd ×  
13|     para (λ=0 mientras_que λ<alto_i [operaciones λ=λ+d]) hacer 
14|       para (η =0 mientras_que η< ancho_i [operaciones η=η+d]) hacer 
15|            // Selección del bloque de imagen a procesar e inicialización de la MMH 
16|            l=0; 
17|            para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1) hacer  
18|                 para (x=0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
19|                    vi[l]=A[η +x][ λ +y]; // Selección del bloque de imagen a procesar 
20|                    l=l+1; 
21|                    w[h][k]=2L; // m[h][k]=-2L para una TMmax.. Inicialización de la MMH 
22|                 fin_para 
23|            fin_para 
24|            subrutina P_min() // P_max() para una TMmax 
25|            // Almacena la MMH obtenida, formando a la TM 
26|            para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1) hacer  
27|                 para (x=0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
28|                     TM[η +x][ λ +y]=w[x][y];  // m[x][y] para una TMmax
29|                 fin_para 
30|            fin_para 
31|        fin_para    
32|    fin_para            
33| fin_programa_principal 

 

 

Tabla 4.2. Seudo-código del algoritmo del cálculo de una MMH min. 
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01| subrutina P_min() 
02| variables 
03|    y,x,l,aux: entero 
04| inicio 
05|     para (l=0 mientras_que l<(d)(d) [operaciones l=l+d]) hacer    
06|        para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1]) hacer    
07|            para (x =0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
08|                aux=vi[l+y]-vt[l+x]: 
09|                si (aux<w[x][y]) entonces 
10|                    w[x][y]=aux; 
11|                fin_si 
12|            fin_para 
13|        fin_para 
14|     fin_para 
15| fin_subrutina 

 

Tabla 4.3. Seudo-código del algoritmo del cálculo de una MMH max. 

 

01| subrutina P_max() 
02| variables 
03|    y,x,l,aux: entero 
04| inicio 
05|     para (l=0 mientras_que l<(d)(d) [operaciones l=l+d]) hacer    
06|        para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1]) hacer    
07|           para (x =0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
08|               aux=vi[l+y]-vt[l+x]; 
09|               si (aux>m[x][y]) entonces 
10|                   m[x][y]=aux; 
11|               fin_si 
12|           fin_para 
13|        fin_para 
14|     fin_para 
15| fin_subrutina 

4.4.2 Transformada Morfológica Inversa 
El proceso inverso de una transformación morfológica de una imagen puede ser resumido en 
los siguientes pasos: 

1. La TM está formada por N MMH organizadas en forma matricial, 
{ }→mtATM ,ψ { }ηλψ ,...,2,1,,...,2,1|MMH == yxxyO , donde dm /=λ , dn /=η , 
ηλ ⋅=N  y ψ  indica si las MMH son del tipo max o min; considerando esto, el primer 

paso es aislar a cada una de estas memorias que forman a la TM.  

2. Se hace uso de la matriz de transformación mt [ ]
ddijmt

×
=  definida en el proceso de TM. 
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3. Se aplica el proceso de la TMI entre cada una de las MMH que forman a la TM de la 
imagen y la matriz de transformación, obteniendo d vectores de imagen 
vi  [ ] dvi di ,...,2,1| == μμ

( μμ
j

xy
ij

d

j

xy
i vtwvi +=

=
∨

1

)( )

)

;  para una TM . min

( μμ
j

xy
ij

d

j

xy
i vtmvi +=

=
∧

1

)( ;  para una TM . max

4. Al agrupar estos vectores de imagen se forman los sub-bloques de imagen sb  [ ]
ddijsb

×
=

sb = vixy μ)(xy d,...,2,1| =μ ;  para una TM . min

sb = vixy μ)(xy d,...,2,1| =μ ;  para una TM . max

donde xy define cuál de los N sub-bloques de imagen se ha recuperado. 

5. Finalmente la agrupación en forma matricial de los sub-bloques de imagen constituyen 
la imagen recuperada 

Imagen recuperada = {O sb xy λ,...,2,1| =x , }η,...,2,1=y . 

 

El esquema de una TMI es mostrado en la figura 4.3. 

La tabla 4.4 muestra el seudo-código del algoritmo de una TMI y las tablas 4.5 y 4.6 muestran 
el seudo-código de los algoritmos para la recuperación de los sub-bloques de imagen para una 
TM  y una TM  respectivamente. min max

 

 
Figura 4.3. Esquema de la TMI. 
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Tabla 4.4. Seudo-código del algoritmo de una TMI. 

 

01| programa_principal() 
02| variables 
03|     λ,η,k,h,l,y,x: entero 
04| inicio 
05|     // Barre la TM en bloques de dd ×  
06|     para (λ=0 mientras_que λ<alto_i [operaciones λ=λ+d]) hacer  
07|       para (η =0 mientras_que η< ancho_i [operaciones η=η+d]) hacer  
08|            // Separa cada una de la MMH e inicializa el sub-bloque de imagen 
09|            para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1) hacer  
10|         para (x=0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
11|                    w[x][y]=TM[η +x][ λ +y];   // m[x][y] para una TMmax. Extrae una MMH 
12|                    sb[x][y]= 2L; // =-2L para una TMmax. Inicialización del   
13|                 fin_para     // sub-bloque de imagen 
14|            fin_para 
15|            subrutina rec_min()   //o rec_max() 
16|            // Almacena los bloques de imagen obtenidos 
17|            para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1) hacer  
18|         para (x=0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
19|                     A[η +x][ λ +y]=sb[x][y];  
20|                 fin_para 
21|            fin_para 
22|        fin_para    
23|    fin_para            
24| fin_programa_principal 

 

Tabla 4.5. Seudo-código del algoritmo para la recuperación de un sub-bloque de imagen transformado con una 
TMmin. 

 

01| subrutina rec_min() 
02| variables 
03|    y,x,l,s,aux: entero 
04| inicio 
05|     s=0; 
06|     para (l=0 mientras_que y<(d)(d) [operaciones l=l+d]) hacer    
07|         para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1]) hacer    
08|             para (x =0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
09|                 aux=w[x][y]+vt[l+x]; 
10|                 si (aux>sb[y][s]) entonces 
11|                     sb[y][s]=aux; 
12|                 fin_si 
13|            fin_para 
14|        fin_para 
15|        s=s+1; 
16|     fin_para 
17| fin_subrutina 
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Tabla 4.6. Seudo-código del algoritmo para la recuperación de un sub-bloque de imagen transformado con una 
TMmax. 

 

01| subrutina rec_max() 
02| variables 
03|  y,x,l,s,aux: entero 
04| inicio 
05|     s=0; 
06|     para (l=0 mientras_que y<(d)(d) [operaciones l=l+d]) hacer    
07|         para (y=0 mientras_que y<d [operaciones y=y+1]) hacer    
08|             para (x =0 mientras_que x<d [operaciones x=x+1]) hacer  
09|                 aux=m[x][y]+vt[l+x]; 
10|                 si (aux<sb[y][s]) entonces 
11|                     sb[y][s]=aux; 
12|                 fin_si 
13|            fin_para 
14|        fin_para 
15|        s=s+1; 
16|     fin_para 
17| fin_subrutina 

La TM es una transformada basada en bloques; es decir, el algoritmo de la TM divide la 
imagen en bloques no traslapados y los procesa en forma separada. La elección del tamaño del 
bloque tiene una relación directa con el proceso de cuantificación ya que para obtener un valor 
alto en el parámetro de relación de compresión, los coeficientes de la transformada necesitan 
ser cuantificados; este proceso provocará pérdidas de información y por lo tanto un error en la 
reconstrucción de la imagen. Este error es más visible en los límites de los bloques, causando 
una discontinuidad en la imagen, esta discontinuidad es conocida como distrosión por bloques 
(blockiness) y es debida a que la correlación espacial entre bloques adyacentes no es 
considerada en el proceso de transformación de la imagen.  

Por lo tanto, la elección del tamaño del bloque en el proceso de la TM resulta de un 
compromiso entre la eficiencia en la compresión y la pérdida de información provocada por la 
distorsión por bloques; esto es, la elección de tamaños de bloques grandes provoca una buena 
eficiencia en la compresión, pero el efecto de distorción por bloques es, desde un punto de vista 
subjetivo, muy notorio; por otra parte, al elegir tamaños de bloques pequeños se obtendrá una 
baja eficiencia en la compresión, pero el efecto de distorción por bloques será muy dificil de 
apreciar. 

Con base en los diversos experimentos realizados en este trabajo y en la información consultada 
referente a otras transformadas basadas en bloques, los tamaños de bloques que mejores 
resultados ofrecen son: ,  y 44× 88× 1616× . 

4.4.3 Complejidad del algoritmo 
Se define como algoritmo al procedimiento o método de cálculo, con reglas bien definidas, que 
conduce a la resolución de un problema específico. 

Una vez que se dispone de un algoritmo que funciona correctamente, es necesario definir 
criterios para medir su rendimiento o comportamiento. Estos criterios determinan la eficiencia 
de un algoritmo, la cual permite evaluar de alguna forma el coste que consume un algoritmo en 
encontrar la solución al problema planteado; además, ofrece la posibilidad de comparar 
distintos algoritmos que resuelven el mismo problema. 
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El uso eficiente de los recursos por parte del algoritmo, suele medirse en función de dos 
parámetros: el espacio, es decir, la cantidad de memoria que utiliza, y el tiempo, lo que tarda en 
ejecutarse. Ambos parámetros representan los costes que supone encontrar la solución al 
problema planteado mediante un algoritmo y dependen directamente de la complejidad 
intrínseca de éste. 

La complejidad de un algoritmo se define como la medida de los recursos que requiere su 
ejecución en función del tamaño de los datos de entrada. 

Se entiende por tamaño de los datos de entrada al número de componentes sobre los que se va 
a ejecutar el algoritmo. Por ejemplo, la dimensión del vector a ordenar o el tamaño de las 
matrices a multiplicar. 

Cuando se desea medir la cantidad de memoria requerida por el algoritmo para su 
implementación se habla de complejidad en espacio; si lo que se desea medir es el tiempo que 
consume el algoritmo durante su ejecución se habla de complejidad en tiempo. 

La complejidad en espacio tiene por función determinar la cantidad de memoria del sistema que 
utiliza el algoritmo en la solución del problema planteado, dependiendo exclusivamente del tipo 
de datos utilizados por el algoritmo. 

Con respecto a la complejidad en tiempo, hay dos casos posibles de estudio: 

• Tiempo de ejecución. Consiste en medir el tiempo de ejecución en función del 
número de operaciones que el algoritmo realiza. 

• Cota de complejidad. Permite determinar el orden de crecimiento del algoritmo. 

La unidad de tiempo utilizada en estas medidas de eficiencia no puede ser expresada en 
segundos u otra unidad de tiempo concreta; por tanto, ( )nT  denota el tiempo de ejecución de un 
algoritmo para una entrada de datos de tamaño n. 

En este momento es necesario definir el Principio de Invariancia. Dado un algoritmo y dos 
implementaciones suyas  e , que tardan 1I 2I ( )nT1  y ( )nT2  tiempos respectivamente, el 
principio de invarianza afirma que existe una constante real  y un número natural  tales 
que para todo  se verifica que 

0>c 0n

0nn ≥ ( ) ( )ncTnT 21 ≤ . Es decir, el tiempo de dos 
implementaciones distintas de un algoritmo dado no va a diferir más que en una constante 
multiplicativa. Con esto se puede definir que un algoritmo tarda un tiempo del orden de ( )nT  si 
existe una constante real  y una implementación I del algoritmo que tarda menos que 

, para todo n tamaño de entrada. 
0>c

( )ncT

Retomando los posibles casos de estudio de una complejidad en tiempo de un algoritmo, con 
respecto al tiempo de ejecución, suelen estudiarse tres casos para un mismo algoritmo: caso 
peor, caso medio y caso mejor. 

El caso mejor corresponde a la secuencia de sentencias del algoritmo que realiza menos 
operaciones. El caso peor corresponde a la secuencia de sentencias del algoritmo que realiza 
más operaciones. Respecto al caso medio, corresponde a la secuencia de sentencias del 
algoritmo que realiza un número de instrucciones igual a la esperanza matemática de la variable 
aleatoria definida por todas las posibles secuencias de sentencias del algoritmo para un tamaño 
de entrada dado, con las probabilidades de que éstas ocurran para esa entrada. 

La medición del tiempo de ejecución se hace en función del número de operaciones 
elementales (OE) que realiza el algoritmo. 
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Las OE son aquellas que una computadora realiza en un tiempo acotado por una constante. Se 
consideran como OE las operaciones aritméticas básicas, asignación a variables, llamadas a 
funciones, regreso de ellas, comparaciones lógicas y el acceso a estructuras indexadas básicas, 
como son los vectores y matrices. Cada una de ellas se contabiliza como 1 OE. 

Una vez determinado el tiempo de ejecución de un algoritmo es posible clasificarlo con la 
finalidad de tener un parámetro comparativo. Para ello se hace uso de clases de equivalencia 
correspondientes a funciones que crecen de la misma forma. Existen varias cotas que permiten 
caracterizar la complejidad de un algoritmo; una de las más usadas es la función  (Omicrón), 
empleada como cota superior. Dada una función , al conjunto de funciones  que a lo sumo 
crecen tan deprisa como  se le denomina cota superior de  y se representa por 

Ο
f g

f f ( )fΟ . 
Conociendo la cota superior de un algoritmo se puede asegurar que, en ningún caso, el tiempo 
empleado por éste será de un orden superior al de la cota. La función  es definida a 
continuación. 

Ο

Cota superior, notación . Sea  ℕ→Ο :f [ )∞,0 , se define el conjunto de funciones de orden Ο  
de como [18]: f

( ) { :gf =Ο ℕ→ [ ℝ, ) ∈∃∞ c|,0 ∈∃> 0,0 nc  ℕ, ( ) ( ) }0nnncfng ≥∀≤  (4.27) 

Se dice entonces, que una función  ℕ→:t [ )∞,0  es de orden Ο  de  si f ( )ft Ο∈ . 

4.4.3.1 Complejidad en tiempo del algoritmo de la TM 
Para medir la complejidad en tiempo del algoritmo de la TM se obtendrá en primer término el 
tiempo de ejecución, en función del número de OE que realiza, del elemento más representativo 
del algoritmo, la subrutina P_max() o P_min() encargada de calcular la transformada 
morfológica de un sub-bloque de imagen; considerando el seudo-código de la tabla 4.2: 

• En la línea 5 se realizan 3 OE (una asignación, una comparación y una suma) en cada 
iteración del bucle más otras tres cuando se efectúa la salida del mismo. 

• Lo mismo ocurre en la línea 6, realiza 3 OE en cada iteración y 3 más al salir del 
bucle. 

• Lo mismo ocurre en la línea 7, realiza 3 OE en cada iteración y 3 más al salir del 
bucle. 

• En la línea 8 se realizan 6 OE: 2 sumas, 2 accesos a vector, 1 resta y 1 asignación. 
• En la línea 9 se realiza una condición, con un total de 2 OE: un acceso a una matriz y 

una comparación. 
• La línea 10 sólo se ejecuta si se cumple la condición de la línea 9; si es así, se realizan 

2 OE: un acceso a una matriz y una asignación. 

Tomando en cuenta estas consideraciones: 

En el caso mejor para el algoritmo la condición de la línea 9 será siempre falsa y la línea 10 
nunca será ejecutada. Así, el bucle más interno realizará d iteraciones, cada una de ellas con 8 
OE (correspondientes a las líneas 8 y 9) más 3 OE implícitas a él. Por tanto, este bucle realiza 
un total de 

( ) ( ) 3113111338
00

+=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ∑∑

==

d
d

x

d

x

  

OE, añadiendo el 3 por la condición de salida del bucle. 
 54 



Modelo Propuesto: Transformada Morfológica 

 

El siguiente bucle repetirá esas ( ) 311 +d OE en cada iteración: 

( ) ( ) 36113611361133311 2

00
++=++=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ ∑∑

==

dddddd
d

y

d

y

 
 

El último bucle repetirá esas  OE en cada iteración; es claro que este bucle se 
repetirá k veces, donde k representa el número de elementos que forman parte del conjunto 
fundamental de asociaciones; entonces, el número total de OE que realiza el algoritmo es: 

3611 2 ++ dd

( ) ( ) ( 36611333611 2

0

2 +++=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++= ∑

=

ddkddnT
k

l
)   

En el caso peor, la condición de la línea 9 será siempre verdadera; por tanto, la línea 10 será 
ejecutada en todas las iteraciones, entonces el bucle más interno realizará el siguiente número 
de OE: 

( ) 31331133310
00

+=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+ ∑∑

==

d
d

x

d

x
  

Los siguientes bucles realizarán el mismo número de iteraciones que el caso anterior; por tanto 
el número de OE para este caso es: 

( ) ( ) 36613 2 +++= ddknT   

Para el caso medio, la condición de la línea 9 será verdadera con probabilidad ½. Así, la línea 
10 será ejecutada la mitad de las iteraciones del bucle más interno; por tanto el número de OE 
que realiza es: 

312311233
2
28

00
+=+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ∑∑

==

d
d

x

d

x
  

Los siguientes bucles realizarán el mismo número de iteraciones que los casos anteriores, por 
tanto el número de OE para este caso es: 

( ) ( ) 36612 2 +++= ddknT   

Una vez expresado el algoritmo en función de las OE que realiza, ahora es necesario determinar 
cuál es su orden de crecimiento. Para este propósito se hace uso de la cota superior Ο . 

Considerando el caso peor y fijando 8=k , el número de OE que realiza el algoritmo es: 

( ) ( )
( ) 5148104

366138
2

2

++=

+++=

nnnf
nnnf

 
(4.28) 

Para determinar el orden de crecimiento de la función ( )nf  se hace uso de las reglas definidas 
en [32]: 

1. Si  es un polinomio de grado x, entonces ( )nf ( )nf  es ( )xnΟ , es decir, 

i. Prescindir de los términos de orden menor. 

ii. Prescindir de los factores constantes. 
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2. Usar la clase más pequeña posible de funciones, es decir, “  es n2 ( )nΟ ” en vez de “  
es 

n2
( )2nΟ ”. 

3. Usar la expresión más simple de la clase, es decir, “ 53 +n  es ( )nΟ ” en vez de “ 53 +n  
es ”. ( n3Ο )

Con base en estas reglas se concluye que el orden de crecimiento del algoritmo propuesto es 
( )2nΟ . 

Una forma de demostrar esta afirmación es considerar la definición de la notación Ο ; 
considerando la expresión 4.27, para el caso ( )nΟ  se tiene: 

cnnn ≤++ 5148104 2  (4.29) 

Si , entonces: 10 =n

200
5148104

=
≤++

c
c

  

La expresión 4.27 debe cumplirse para cualquier ; se evalúa para 1>n 2=n : 

400563
2005148104 2

≤
≤++ nnn

  

La expresión no se cumple, entonces la función ( )nf  no es ( )nΟ . 

Para el caso  se tiene: ( nn 2logΟ )
ncnnn 2

2 log5148104 ≤++  (4.30) 

Si , entonces: 20 =n

5.281
25196416

=
≤++

c
c

  

La expresión 4.27 debe cumplirse para cualquier ; se evalúa para 2>n 4=n : 

19072248
log5.2815148104 2

2

≤
≤++ nnnn

  

La expresión no se cumple, entonces la función ( )nf  no es ( )nn 2logΟ . 

Para el caso ( )2nΟ  se tiene: 
22 5148104 cnnn ≤++  (4.31) 

Si , entonces: 10 =n

200
5148104

=
≤++

c
c
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La expresión 4.27 debe cumplirse para cualquier ; se evalúa para : 1>n 2=n

800563
2005148104 22

≤
≤++ nnn

  

La expresión se cumple, entonces la función ( )nf  es ( )2nΟ . 

4.4.3.2 Complejidad en espacio del algoritmo de la TM 
La complejidad en espacio del algoritmo de la TM es determinado por la cantidad de memoria 
requerida durante su ejecución. Para obtener este parámetro consideraremos los seudo-códigos 
de las tablas 4.2 y 4.3: 

El proceso de transformación de un sub-bloque de imagen de dimensión  requiere de 2 
vectores vt [  y vi [ , y de una matriz w

dd ×
] ]dd × dd × [ ][ ]dd ; el número de localidades de memoria 

requeridas para este proceso será: 

loc_P1 = loc_vt + loc_vi + loc_w  

La imagen transformada necesita para su almacenamiento una matriz TM [ ][ ]ianchoialto __ , 
donde   representan el alto y el ancho de la imagen original respectivamente; 
el número de localidades de memoria requeridas para este proceso será: 

ialto _  y iancho _

loc_P2 = loc_TM  

Entonces el número total de localidades de memoria requeridas por el algoritmo de la TM será 
la suma de las localidades requeridas por los procesos que lo forman: 

loc_P1 + loc_P2 
loc_vt + loc_vi + loc_w + loc_TM 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ialtoianchodddddd __+++  
( )( )ialtoianchod __3 2 +  

 

Es claro que el algoritmo de la TM hace uso únicamente de operaciones de suma, resta y 
comparación, por lo que el resultado nunca será un número de punto flotante. Además el 
algoritmo de la TM es implementado para utilizarse en la compresión de imágenes en tonos de 
gris, el valor máximo que puede tomar un píxel es 255; por tanto, el resultado de la 
transformación de un sub-bloque de imagen puede generar valores negativos, requiriendo para 
su representación variables de más de 8 bits. En la mayoría de los copiladores existe la 
posibilidad de declarar variables tipo short; las variables declaradas como tipo short denotan 
enteros con signo de 16 bits. 

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, el número total de bytes requeridos por el 
algoritmo de la TM es: 

( )( )( )ialtoianchod __32 2 +  (4.32) 

Considerando esta expresión, se concluye que el número de bytes totales requeridos por el 
algoritmo de la TM depende directamente de la dimensión de la imagen y del tamaño del sub-
bloque de imagen elegido para la transformación de la imagen. 
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Capítulo 5 

Resultados experimentales 

Este capítulo presenta los resultados experimentales obtenidos cuando se usa la TM en un 
sistema de compresión de imágenes. En el primer experimento se estudia el desempeño de la 
TM cuando se aplica a la imagen transformada un proceso de cuantificación vectorial con 
libros de códigos de diferentes tamaños; posteriormente se analiza el desempeño de la TM 
cuando opera en forma conjunta con diversos algoritmos de codificación; finalmente, se 
compara su desempeño con el de los métodos tradicionales de transformación, DCT y DWT. 

Para la realización de estos experimentos se eligió usar un conjunto de 5 imágenes: Lena, 
Pimientos (Peppers), Elaine, Barco (Boat) y Colina de oro (Goldhill) (tamaño: 512512×  
píxeles, escala de grises 8 bits/píxel); las imágenes son mostradas en la figura 5.1. La figura 5.2 
muestra el esquema del compresor de imágenes utilizado en los experimentos, siendo elegido 
un sistema de compresión con pérdidas. 
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Figura 5.1. Conjunto de imágenes de prueba: (a) Lena, (b) Pimientos, (c) Elaine, (d) Barco, (e) Colina de oro. 

 
Figura 5.2. Esquema del sistema de compresión con pérdidas utilizado en los experimentos. 

Para medir el desempeño en los experimentos realizados, se hace uso del popular criterio 
objetivo denominado relación señal a ruido (PSNR), definido en el apartado 2.3.6.2. 

( )
( ) ⎟⎟

⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

∑ =

M

i ii

n

ppM
PSNR

1
2

2

10 ~1
12log10  

(5.1) 

donde n es el número de bits utilizados en la representación de un píxel, M es el número de 
píxeles que forman la imagen,  es el i-ésimo píxel en la imagen original y ip ip~  es el i-ésimo 
píxel en la imagen reconstruida. 

5.1 Experimento 1. Desempeño de la Transformada Morfológica 
cuando se usa una cuantificación vectorial 
El primer experimento consistió únicamente de las dos primeras etapas del sistema mostrado en 
la figura 5.2, la TM y la cuantificación vectorial. Al ser la etapa de cuantificación la causante 
de pérdida de información en la imagen, este primer experimento tiene por finalidad analizar 
cómo el proceso de TMI reduce la cantidad de datos degradados por el cuantificador. Para este 
proceso se ha hecho uso de una cuantificación vectorial LBG multi-etapa; este método emplea 
el algoritmo LBG [52]. La tabla 5.1 muestra la PSNR obtenida cuando se aplica una 
cuantificación vectorial con diversos tamaños de libros de códigos sobre los resultados de 
aplicar la TM en las imágenes de prueba. 

Tabla 5.1. Desempeño de la TM sobre las imágenes de prueba cuando se usa cuantificación vectorial con varios 
tamaños en el libro de códigos. 

Desempeño de la TM (PSNR) 
Cuantificación vectorial LBG multi-etapa 

 
 

Imagen 64 vectores de 
reconstrucción 

128 vectores de 
reconstrucción 

256 vectores de 
reconstrucción 

512 vectores de 
reconstrucción 

Lena 27.12 28.20 29.09 29.99 
Elaine 28.87 29.67 30.32 30.72 

Pimientos 26.20 27.13 27.64 28.15 
Colina de oro 26.19 26.92 27.54 28.00 

Barco 24.91 25.79 26.33 26.84 
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Con la finalidad de poder aplicar una medida subjetiva, la figura 5.3 muestra las imágenes 
resultantes de aplicar el proceso mencionado sobre las imágenes Lena, Pimientos y Barco y la 
figura 5.4 muestra el error entre estas imágenes y las originales. 

 

 
Figura 5.3. Resultados de aplicar la TM y VQ sobre las imágenes de prueba;  (a) 64 vectores de reconstrucción, 
(b) 128 vectores de reconstrucción, (c) 256 vectores de reconstrucción, (d) 512 vectores de reconstrucción. 
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Figura 5.4. Imágenes del error entre las imágenes originales y las imágenes reconstruidas; (a) 64 vectores de 
reconstrucción, (b) 128 vectores de reconstrucción, (c) 256 vectores de reconstrucción, (d) 512 vectores de 
reconstrucción. 

Un proceso de VQ es el causante de la pérdida de información dentro de un sistema de 
compresión de imágenes; como se mencionó, este experimento tiene por finalidad analizar el 
desempeño de un sistema formado por la TM y una VQ-LBG. Una forma de medir el 
desempeño es aplicar el criterio objetivo PSNR; los resultados de este experimento, 
concentrados en la tabla 5.1, muestran que el sistema formado por la TM y una VQ-LBG tiene 
un desempeño moderado cuando se utilizan vectores de reconstrucción de tamaños pequeños 
(64, 128). Cuando el tamaño en los vectores de reconstrucción aumenta (512) el desempeño del 
sistema es relativamente bueno, tomando en cuenta que valores por arriba de 30 dB en el 
parámetro de PSNR es considerado aceptable en la mayor parte de la bibliografía especializada 
en este tema [40], [61]. 

Otra forma de medir la calidad de la imagen procesada por el esquema propuesto (MT y VQ-
LBG) es utilizar un criterio subjetivo, criterio individual que depende exclusivamente del punto 
de vista de una persona experta que en ese momento está analizando el desempeño del sistema. 
Para que el lector pueda sacar sus propias conclusiones, se han añadidos las figuras 5.3 y 5.4, 
las cuales contienen los resultados de aplicar la TM y VQ-LBG sobre las imágenes de prueba 
(utilizando diversos tamaños de vectores de reconstrucción) y las respectivas imágenes de error. 
Aspectos a considerar en dicha evaluación son incluidos en [28], [53]. 
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5.2 Experimento 2. Implementación de un compresor de imágenes 
usando la Transformada Morfológica 
El segundo experimento tiene por finalidad analizar la repercusión que tiene la representación 
de la imagen, generada por la TM, en el proceso de compresión de la imagen. Para este 
propósito fue necesario implementar un CODEC (Codificador-Decodificador) de imágenes 
como el mostrado en la figura 5.2; en la etapa de codificación fueron aplicados diversos 
métodos estándares de codificación; en tales métodos se incluyen algoritmos basados en 
técnicas estadísticas, como el aritmético, Huffman, range, Burrows-Wheller y PPM, y 
algoritmos basados en técnicas de diccionario, como LZ77 y LZP. 

Para analizar el desempeño del compresor de imágenes constituido por la TM, una 
cuantificación vectorial LBG y un codificador, la tabla 5.2 contiene los resultados obtenidos en 
el segundo experimento y en la figura 5.5 se muestran las gráficas de PSNR versus bit rate 
(bpp) y de PSNR versus relación de compresión obtenidas de aplicar el compresor sobre las 
imágenes de prueba. En estos experimentos el tamaño del libro de códigos del cuantificador 
vectorial se varió con la finalidad de observar cómo repercute en el parámetro de la relación de 
compresión.  

En el primer experimento se analizó el parámetro de PSNR, en este segundo experimento 
podemos observar la relación obtenida, con el uso de la TM en el sistema de compresión, entre 
la PSNR y la relación de compresión. De estos resultados se puede concluir que la técnica de 
codificación que ofrece un mejor desempeño, en la relación de compresión con la menor 
distorsión, al aplicarla sobre los resultados generados por la TM es el algoritmo estadístico 
PPM; este algoritmo es un método estadístico adaptativo de compresión de datos que basa su 
operación en la predicción por coincidencia parcial, es decir, PPM predice el valor de un 
elemento con base en secuencias previas de elementos. 

 

 
Figura 5.5. Gráficas del desempeño del compresor formado por TM, VQ-LBG y PPM; (a) PSNR vs. Bit rate, (b) 
PSNR vs. relación de compresión. 
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Tabla 5.2. Comparación del desempeño de varias técnicas de codificación de entropía aplicadas sobre imágenes 
transformadas con la TM. 

Cuantificación vectorial LBG multi-etapa 
No. de vectores de reconstrucción Imagen Técnica de codificación 
64  128  256  

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

34.17 
0.23 bpp 

27.11 
0.29 bpp 

21.26 
0.37 bpp 

Burrown W. Relación de Compresión 
Bit rate 

33.11 
0.24 bpp 

26.33 
0.30 bpp 

20.56 
0.38 bpp 

LZP Relación de Compresión 
Bit rate 

30.98 
0.25 bpp 

25.56 
0.31 

20.35 
0.39 bpp 

LZ77 Relación de Compresión 
Bit rate 

30.23 
0.26 bpp 

24.21 
0.33 bpp 

19.21 
0.41 bpp 

Lena 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

23.86 
0.33 bpp 

20.24 
0.39 bpp 

17.27 
0.46 bpp 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

32.85 
0.24 bpp 

25.17 
0.31 bpp 

20.12 
0.39 bpp 

Burrown W. Relación de Compresión 
Bit rate 

32.40 
0.24 bpp 

25.05 
0.32 bpp 

19.88 
0.40 bpp 

LZP Relación de Compresión 
Bit rate 

30.56 
0.26 bpp 

23.95 
0.33 bpp 

19.32 
0.41 bpp 

LZ77 Relación de Compresión 
Bit rate 

30.06 
0.26 bpp 

23.81 
0.33 bpp 

19.46 
0.41 bpp 

Barco 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

27.15 
0.29 bpp 

22.19 
0.36 bpp 

18.72 
0.42 bpp 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

39.55 
0.20 bpp 

30.83 
0.25 bpp 

23.90 
0.33 bpp 

Burrown W. Relación de Compresión 
Bit rate 

36.70 
0.21 bpp 

28.84 
0.27 bpp 

22.74 
0.35 bpp 

LZP Relación de Compresión 
Bit rate 

34.90 
0.22 bpp 

28.04 
0.28 bpp 

22.32 
0.35 bpp 

LZ77 Relación de Compresión 
Bit rate 

33.00 
0.24 bpp 

26.49 
0.30 bpp 

21.04 
0.38 bpp 

Elaine 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

27.65 
0.28 bpp 

23.16 
0.34 bpp 

19.45 
0.41 bpp 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

34.05 
0.23 bpp 

26.54 
0.30 bpp 

20.86 
0.38 bpp 

Burrown W. Relación de Compresión 
Bit rate 

33.22 
0.24 bpp 

26.19 
0.30 bpp 

20.62 
0.38 bpp 

LZP Relación de Compresión 
Bit rate 

31.31 
0.25 bpp 

25.08 
0.31 bpp 

20.02 
0.39 bpp 

LZ77 Relación de Compresión 
Bit rate 

30.87 
0.25 bpp 

24.88 
0.32 bpp 

20.12 
0.39 bpp 

Colina de 
oro 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

26.42 
0.30 bpp 

22.48 
0.35 bpp 

19.11 
0.41 bpp 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

35.72 
0.22 bpp 

28.83 
0.27 bpp 

22.62 
0.35 bpp 

Burrown W. Relación de Compresión 
Bit rate 

34.33 
0.23 bpp 

27.76 
0.28 bpp 

21.79 
0.36 bpp 

LZP Relación de Compresión 
Bit rate 

32.12 
0.24 bpp 

26.63 
0.30 bpp 

21.39 
0.37 bpp 

LZ77 Relación de Compresión 
Bit rate 

31.19 
0.25 bpp 

25.70 
0.31 bpp 

20.35 
0.39 bpp 

Pimientos 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

25.20 
0.31 bpp 

21.78 
0.36 bpp 

18.53 
0.43 bpp 
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La etapa de transformación de un compresor de imágenes no produce reducción de información 
por si sola, su principal propósito es facilitar la compresión de la información en las etapas 
siguientes. Por tal motivo y para tener un punto de comparación de cómo la representación de la 
imagen, generada por la TM, tiene repercusión en el proceso de compresión de la imagen, se ha 
omitido la etapa de transformación, la TM, del esquema de compresión utilizado en este 
experimento. Los resultados de esta parte del experimento son mostrados en la tabla 5.3; estos 
resultados muestran que el uso de la TM mejora considerablemente la relación de compresión y 
en algunos casos mejora la relación señal a ruido. 

Tabla 5.3. Resultados obtenidos en los parámetros de relación compresión y PSNR cuando se omite la TM del 
esquema de compresión. 

Cuantificación vectorial LBG multi-etapa 
No. de vectores de reconstrucción Imagen Técnica de codificación 

64  
(PSNR 26.66) 

128 
(PSNR 27.28) 

256 
(PSNR 27.57) 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

14.23 
0.56 bpp 

11.50 
0.69 bpp 

9.43 
0.84 bpp 

Burrows W. Relación de Compresión 
Bit rate 

13.79 
0.58 bpp 

11.27 
0.71 bpp 

8.94 
0.89 bpp Lena 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

11.98 
0.66 bpp 

10.08 
0.79 bpp 

8.61 
0.92 bpp 

Cuantificación vectorial LBG multi-etapa 
No. de vectores de reconstrucción   64  

(PSNR 28.95) 
128  

(PSNR 29.61) 
256  

(PSNR 30.10) 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

14.23 
0.56 bpp 

11.40 
0.70 bpp 

9.35 
0.85 bpp 

Burrows W. Relación de Compresión 
Bit rate 

13.76 
0.58 bpp 

11.29 
0.70 bpp 

8.96 
0.89 bpp 

Colina de 
oro 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

12.34 
0.64 bpp 

10.46 
0.76 bpp 

8.90 
0.89 bpp 

Cuantificación vectorial LBG multi-etapa 
No. de vectores de reconstrucción   64  

(PSNR 25.81) 
128  

(PSNR 27.64) 
256  

(PSNR 27.75) 

PPM Relación de Compresión 
Bit rate 

15.06 
0.53 bpp 

12.12 
0.65 bpp 

9.82 
0.81 bpp 

Burrows W. Relación de Compresión 
Bit rate 

14.52 
0.55 bpp 

11.83 
0.67 bpp 

9.62 
0.83 bpp Pimientos 

Range Relación de Compresión 
Bit rate 

12.43 
0.64 bpp 

10.56 
0.75 bpp 

8.97 
0.89 bpp 

 

5.3 Experimento 3. Comparación del desempeño de la Transformada 
Morfológica y de los métodos tradicionales de transformación 
El tercer experimento tiene por finalidad comparar el desempeño del compresor implementado 
en el experimento 2, constituido por la TM, una cuantificación vectorial LBG y un codificador 
PPM, con métodos de compresión estándares; en el experimento se incluyeron los siguientes 
métodos de compresión estándares: JPEG [96], [97], DCT Based Embedded [96], EZW [81], 
[97], SPIHT [77], [97], EBCOT [88]. 
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La tabla 5.4 presenta los resultados comparativos entre el sistema propuesto y los métodos de 
compresión estándares mencionados, aplicados a la imagen Lena de  píxeles, en 
escala de grises: 8 bits/píxel.  

512512×

Tabla 5.4. Resultados de aplicar el CODEC formado por la TM, VQ LBG y el codificador PPM, y métodos de 
compresión estándares sobre las imágenes Lena y Barbara (512 512×  píxeles, en escala de grises: 8 bits/píxel). 

  Imagen 

Método de compresión Bit rate Lena 
(PSNR) 

Barbara 
(PSNR) 

Bseline JPEG [96], [97] 0.25 
0.50 

31.6 
34.9 

25.2 
28.3 

DCT-Based Embedded [96] 0.25 
0.50 

32.25 
36.0 

26.83 
30.82 

EZW [81], [97] 0.25 
0.50 

33.17 
36.28 

26.77 
30.53 

SPIHT [77], [97] 0.25 
0.50 

34.11 
37.21 

27.58 
31.39 

EBCOT [88] 0.25 
0.50 

34.40 
37.49 

29.03 
33.06 

Transformada morfológica (TM) 0.23 
0.52 

27.12 
31.14 

23.12 
25.93 

Para establecer una comparación del desempeño entre el compresor propuesto, el cual incluye a 
la TM, y algunos métodos de compresión estándares, la interpretación de los resultados de la 
tabla 5.4 se puede dar desde dos puntos de vista: un criterio objetivo (medida cuantitativa) y un 
criterio subjetivo (medida cualitativa)  

Para el criterio objetivo, el parámetro a considerar es la PSNR de la imagen reconstruida con 
los diferentes métodos utilizados en este experimento; la PSNR permite tener una medida 
relativa de la calidad de la imagen reconstruida. Si consideramos el valor de PSNR obtenido 
por el mejor método, EBCOT [88] con 37,49 dB, y el obtenido por el método que usa la TM, 
31.14 dB, ambos para un bit rate de 0.50, podemos concluir que el método propuesto es 
superado por el algoritmo EBCOT; sin embargo, es necesario mencionar que el valor en PSNR 
obtenido por nuestra propuesta es considerado como de una calidad aceptable por la 
bibliografía especializada en este tema [40], [61]. 

Con respecto al criterio subjetivo, se trata de procedimientos que involucran al sistema visual 
humano (HVS, human visual system) como una medida integral de calidad de la imagen. El 
lector puede consultar las figuras 5.3 y 5.4 y sacar sus propias conclusiones. Los trabajos [28], 
[53] incluyen aspectos a considerar en dicha evaluación. 

Como una conclusión derivada de estos tres experimentos y con base en los resultados 
generados por los mismos, podemos mencionar que el sistema propuesto, constituido por la 
TM, una cuantificación vectorial LBG y el codificador PPM, demostró una alta competitividad 
en las características de compresión y PSNR comparado con métodos tradicionales basados en 
la DCT (JPEG) o en la Transformada Wavelet (EZW, SPIHT y EBCOT). 
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5.4 Análisis comparativo entre la Transformada Morfológica y los 
métodos tradicionales de transformación: velocidad de procesamiento y 
recursos requeridos 
Finalmente se hará un análisis del número y tipo de operaciones y del tipo de datos que utilizan 
la TM y los métodos tradicionales durante un proceso de transformación de una imagen, con la 
finalidad de establecer una comparación con respecto a sus velocidades de procesamiento y de 
la cantidad de memoria que requieren durante su operación. Cabe mencionar que este análisis 
es independiente de la implementación de los algoritmos de estas transformadas con un 
lenguaje especializado. 

Primero se analiza el número y tipo de operaciones. Para todos lo casos, op representa el 
número y tipo de operaciones a realizar y alto_i y ancho_i son el alto y el ancho de la imagen 
respectivamente. 

Se analiza primero una implementación eficiente de la DCT, la cual fue propuesta por Y. Arai 
en [11]; el número de operaciones que utiliza este algoritmo en la transformación de una 
imagen está en función de la dimensión de la imagen y del tamaño del bloque elegido. 

( ) ( )( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + opdopd

d
iancho

d
ialto __

  

para una dimensión de bloque dd × , y donde op = 29 sumas y 5 multiplicaciones. Reduciendo 
queda, 

( ) ( )op
d

ialtoiancho __2 ×
 (5.2) 

Para el análisis del número y tipo de operaciones que son necesarias para transformar una 
imagen mediante la DWT, se considerará uno de los filtros wavelet más simples, el filtro Haar. 
Este filtro hace uso de operaciones de suma y multiplicación. Definido el filtro wavelet que se 
utilizará, el número de operaciones queda determinado por la dimensión de la imagen y el 
número de escalas a obtener. 

sEnoperacionesEoperacionesEoperacione +++ ...21   

Para una DWT de 3 escalas: 

( ) ( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ opianchoialtoopianchoialtoopianchoialto

8
_

8
_

4
_

4
_

2
_

2
_

  

donde op = 12 sumas y 8 multiplicaciones. Si ialtoiancho __dim ×=  

)(
64

dim)(
16
dim)(

4
dim opopop ++   

Generalizando para n escalas: 

∑
=

+

n

u
uuop

1 2
dim)(  (5.3) 
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Para una TM, el número de operaciones necesarias para transformar una imagen está en 
función de la dimensión de la imagen y la dimensión del sub-bloque de imagen seleccionado, 

( )( )( )( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ opddd

d
iancho

d
ialto __

  

donde d es la dimensión de los vectores de imagen y op = 1 suma y 1 comparación; reduciendo 

( )( )( )opdialtoiancho __ ×  (5.4) 

Ahora se analizarán los requerimientos de memoria que cada transformada demanda durante su 
operación. Siguiendo la secuencia del análisis anterior, el primer estudio le corresponde a la 
DCT. Para procesar bloques de imagen de dimensión dd × , esta transformada requiere durante 
su operación una matriz , una matriz [ ][ ianchoialtoDCT __ ] [ ][ ]dda , 2 vectores , [ ]db [ ]dc  y 
un vector ; tomando en cuanta esta información, las localidades totales requeridas por la 
DCT, para una dimensión de bloque , son: 

[ 2/de ]
dd ×

DCTlocelocclocblocaloc _____ ++++  

( )( ) ( )( )ianchoialtoddddd __2/ ++++  

( )( ianchoialtodd __
2

52 ++ )  

 

Las operaciones de una DCT son de punto flotante; entonces los elementos anteriores son 
definidos como flotantes; una variable de este tipo requiere 4 bytes; entonces, el número total 
de bytes requeridos por la DCT son: 

( )( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ianchoialtodd __

2
54 2 )

ianchoialtoa __ [ ][ ]ianchoialtoDWT __

 (5.5) 

Por otra parte, una DWT que emplea filtros wavelet tipo Haar requiere de dos matrices 
 y  durante su operación; una de éstas contiene la 

imagen transformada; entonces, las localidades totales requeridas por la DWT son: 
[ ][ ]

DWTlocaloc __ +  

( )( ) ( )( )ianchoialtoianchoialto ____ +  

( )( )ianchoialto __2  

 

Al igual que una DCT, en una DWT las operaciones son de punto flotante; por tanto las 
matrices a y DWT son definidas como flotantes; una variable de este tipo requiere 4 bytes; 
entonces, el número total de bytes requeridos por la DWT es: 

( )( )ianchoialto __8  (5.6) 

El análisis de la complejidad de espacio para un TM fue hecho en la sección 4.4.3.2 obteniendo 
por resultado: 

( )( )( )ialtoianchod __32 2 +   
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La tabla 5.5 incluye la memoria requerida y el número y tipo de operaciones que son necesarias 
para calcular la transformación de una imagen de 512512×  píxeles, en escala de grises: 8 
bits/píxel; para una DCT y TM se eligió un tamaño de bloques de  y para una DWT se 
elige calcular 3 niveles. 

88×

Tabla 5.5. Operaciones y memoria requerida por las TM, DCT y DWT para transformar una imagen de 512512×  
píxeles, en escala de grises: 8 bits/píxel. 

Transformada Tipo de datos de 
entrada 

Memoria requerida 
(bytes) 

Tipo de datos de 
salida 

Número y tipo de 
operaciones 

DCT 
bloques 8x8 Enteros 1,048,912 Flotantes 1,900,544 sumas, 

327,680 multiplicaciones 
DWT  
Filtros Haar, 3 niv. Enteros 2,097,152 Flotantes 1,032,192 sumas, 

688,128 multiplicaciones 
TM 
bloques 8x8 Enteros 524,672 Enteros 2,097,152 sumas, 

2,097,152 comparaciones 

Para poder obtener conclusiones de los resultados de este análisis es necesario tomar en cuenta 
los siguientes aspectos: 

• En todos los casos, por lo menos un operador de las multiplicaciones está expresado 
como un número de punto flotante. 

• Como se mencionó anteriormente, un filtro wavelet tipo Haar es uno de los más 
simples. Normalmente esquemas de compresión de imágenes estándares hacen uso de 
filtros wavelet de mayor complejidad; un ejemplo significativo es el JPEG 2000; el 
banco de filtros de este estándar está formado por 9 filtros FIR pasa-bajos y 7 filtros 
FIR pasa-altos [2]; los filtros wavelet usados por este estándar son de tipo Daubechies 
[21]. 

• Las operaciones utilizadas por una TM son más simples que las requeridas por la 
DCT y DWT. 

• Todos los operadores que intervienen en las operaciones hechas para el cálculo de la 
TM son de tipo entero. 

• El espacio de memoria requerido durante el cálculo de una TM es menor al 
necesitado por una DCT o una DWT. 

Con base en estas consideraciones, los resultados obtenidos en este análisis y los obtenidos en 
los experimentos anteriores, podemos obtener la siguiente conclusión general: la TM resulta ser 
un proceso de transformación más eficiente en los parámetros de velocidad de procesamiento y 
cantidad de memoria requerida durante su funcionamiento, con respecto a los métodos de 
transformación tradicionales, la DCT y la DWT, mientras que un sistema de compresión basado 
en la TM demostró una alta competitividad en las características de compresión y PSNR 
comparado con métodos tradicionales basados en la DCT o la DWT. 
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Capítulo 6 

Conclusiones y trabajo futuro 

Este capítulo contiene las conclusiones a las que se ha llegado después de analizar el modelo 
propuesto en este trabajo de tesis, tras comparar los resultados obtenidos al aplicarlo en un 
sistema real con técnicas tradicionales. Finalmente, se proponen las perspectivas o trabajos 
futuros que plantea la continuación de esta investigación. 

 

6.1 Conclusiones 
1. Un estudio profundo del estado del arte de las diversas técnicas utilizadas en las etapas 

que forman un compresor de imágenes, permitió conocer las características que debe 
reunir un algoritmo para poder ser considerado competitivo en esta área de las ciencias. 

2. La Transformada Morfológica, producto original generado en este trabajo de tesis, es 
propuesta como una alternativa a las transformadas tradicionales; el algoritmo de este 
modelo hace uso de las Memorias Asociativas Morfológicas permitiendo generar una 
representación morfológica de la imagen procesada. Una Memoria Asociativa 
Morfológica tiene una baja complejidad computacional al basar su funcionamiento en 
las operaciones morfológicas de dilatación y erosión, es decir, hacen uso de máximos y 
mínimos de sumas. Esta característica permite que una MAM tenga una alta velocidad 
de procesamiento, misma propiedad que le hereda a la Transformada Morfológica. 
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3. Se definieron dos tipos de Transformada Morfológica: max y min. Al tener como base a 
las Memorias Heteroasociativas Morfológicas del mismo nombre, éstas heredan la 
robustez al ruido aditivo o sustractivo respectivamente; esta propiedad permite a la 
Transformada Morfológica minimizar los efectos de distorsión que un proceso de 
cuantificación genera sobre la imagen recuperada. 

4. La formulación de un nuevo teorema referente a las Memorias Asociativas 
Morfológicas permitió determinar la distorsión que un proceso de cuantificación 
introduce en una imagen procesada por la Transformada Morfológica. Este teorema 
muestra cómo se verá afectado el proceso de recuperación de patrones cuando existe 
ruido en la memoria asociativa y no los propios patrones. 

5. La Transformada Morfológica es un proceso que se aplica a bloques de la imagen; el 
desarrollo de un algoritmo permitió aplicar esta transformada a una imagen completa. 

6. El estudio de la complejidad del algoritmo de la Transformada Morfológica que se 
aplica a una imagen completa, permitió concluir que se trata de un algoritmo de 
complejidad ( )2nΟ ; además, se determinó que el número de bytes totales requeridos por 
el algoritmo depende directamente de la dimensión de la imagen y del tamaño del sub-
bloque de imagen elegido para la transformación de la imagen. 

7. El uso de la Transformada Morfológica en la etapa de transformación de un compresor 
de imágenes demostró una alta competitividad en su rendimiento comparado con 
métodos tradicionales basados en la DCT (JPEG) o en la Transformada Wavelet (EZW, 
SPIHT y EBCOT). La principal ventaja que la Transformada Morfológica ofrece, con 
respecto a métodos tradicionales de transformación, es la velocidad de procesamiento y 
bajos requerimientos de memoria durante su funcionamiento, demostrando además una 
alta competitividad en los parámetros de compresión y relación señal a ruido. 

8. La técnica de codificación que ofrece una mejor relación de compresión, al aplicarla 
sobre los resultados generados por la Transformada Morfológica, es el algoritmo 
estadístico PPM. Este algoritmo es un método estadístico adaptativo de compresión de 
datos que basa su operación en la predicción por coincidencia parcial, es decir, PPM 
predice el valor de un elemento con base en secuencias previas de elementos. 

 

6.2 Trabajo futuro 
• Una mejor respuesta en la relación señal a ruido dentro de un codificador basado en 

memorias asociativas puede ser alcanzada utilizando memorias asociativas 
bidireccionales, debido a que el proceso de cuantificación introduce ruido mixto en la 
imagen transformada. 

• Implementar la Transformada Morfológica mediante otro tipo de memorias asociativas. 
• Con este trabajo de investigación queda abierta una línea de investigación de gran 

envergadura: el estudio de matrices de transformación óptimas para alcanzar mejores 
resultados en los parámetros de la relación de compresión y de la relación señal a ruido. 

• La cuantificación vectorial, al basar su funcionamiento en un algoritmo de búsqueda de 
igualación, lo hace un proceso lento y de una complejidad computacional considerable. 
Se propone la implementación de una cuantificación vectorial basada en memorias 
asociativas con la intención de volverlo un proceso más eficiente y de una baja 
complejidad computacional. 
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6.3 Artículos publicados en revistas 
• JCR (Journal Citation Reports): 

- Guzmán E., Pogrebnyak O., Yáñez C. and Sánchez L.P. “Morphological 
Transform for Image Compression”, EURASIP Journal on Advances in Signal 
Processing, Hindawi. ISSN: 1687-6172, 2008. 

• ISI (Institute for Scientific Information): 
- Guzmán E., Pogrebnyak O. and Yáñez C. “Image Compression Algorithm 

Based on Morphological Associative Memories”, Lecture Notes in Computer 
Science, LNCS 4225, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, pp. 519-528. ISSN: 
0302-9743, 2006. 

• Internacionales con arbitraje: 
- Guzmán E., Pogrebnyak O. and Yáñez C. “Design of an Evolutionary Codebook 

Based on Morphological Associative Memories”, Lecture Notes in Artificial 
Intelligence. LNAI 4827, Springer-Verlag Berlin Heidelberg, pp. 601-611. 
ISSN: 0302-9743, 2007. 

- Guzmán E., Pogrebnyak O. and Yáñez C. “A Fast Search Algorithm for Vector 
Quantization based on Associative Memories”, Accepted in: 13th Iberoamerican 
Congress on Pattern Recognition. Lecture Notes in Computer Science. LNCS, 
Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2008. 

• Congresos Nacionales: 
- Guzmán E., Pogrebnyak O. y Yáñez C. “Compresión de Imágenes utilizando 

Memorias Asociativas Morfológicas”. En: Proc. de la Decimosexta Reunión de 
Otoño de Comunicaciones, Computación, Electrónica y Exposición Industrial 
"La Robótica en la Era Digital", ROC&C'2005, IEEE Sección México, 
Acapulco, Guerrero, México, 2005. 
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Apéndice A 

Simbología 

x    patrón de entrada, vector columna 
y    patrón de salida, vector columna 

ϕ
ix     i-ésimo elemento del patrón de entrada x  ϕ

n    dimensión de los patrones de entrada, ancho de una imagen 
m    dimensión de los patrones de salida, alto de una imagen 
( )tμx     transpuesto del vector μx  
I    Matriz identidad 
x~     versión alterada del vector x 
(x,y)    asociación entre un patrón de entrada y un patrón de salida 
( ){ }k,...,2,1| =μμμ y,x  conjunto fundamental de asociaciones 
( )μμ y,x    μ-ésimo elemento del conjunto fundamental de asociaciones 
A    conjunto al que pertenecen x y y 
M    memoria asociativa, memoria asociativa morfológica max 
M̂     versión alterada de la memoria asociativa morfológica max 

ijm     ij-ésimo elemento de la matriz M 
W    memoria asociativa morfológica min 
Ŵ    versión alterada de la memoria asociativa morfológica min 
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ijw     ij-ésimo elemento de la matriz W 

ijmΔ     incremento en  ijm

∨     operador máximo 
∧     operador mínimo 
∇    producto máximo 
Δ     producto mínimo 
α  y β    operadores en que se basan las memorias Alfa-Beta 
( yx, )α    operación binaria α  con argumentos x y y 
( yx, )β    operación binaria β  con argumentos x y y 

V    memoria asociativa Alfa-Beta tipo max 
Λ    memoria asociativa Alfa-Beta tipo min 
⋒     operador α α  max 

⋓     operador α α  min 

⋒     operador β β  max 

⋓     operador β β  min 

⊠    símbolo que representa ambas operaciones: ⋒  y ⋓  α α

A y B operadores en que se basan las memorias asociativas tipo Mediana 
medA    operación mediana A ( A◊ )

)medB    operación mediana B ( A◊
⊗     símbolo que puede representar a los operadores ∨ ,  o  ∧ ◊
sb    sub-bloque de imagen 

ijsb     ij-ésimo elemento de un sub-bloque de imagen 
vi    vector de imagen 

ivi     i-ésimo elemento de un vector de imagen 
mt    matriz de transformación 

ijmt     ij-ésimo elemento de una matriz de transformación 
vt    vector de transformación 

ivt     i-ésimo elemento de un vector de transformación 
TM    transformada morfológica 
TM     transformada morfológica min min

TM     transformada morfológica max max

TMI    transformada morfológica inversa 
TMI    transformada morfológica inversa min min

TMI    transformada morfológica inversa max max

xy
minMMH    xy-ésima MMH que forma a una TM  min
xy
maxMMH    xy-ésima MMH que forma a una TM  max

{}⋅O  operador usado para representar la organización que las MMH 
deben guardar para constituir a la TM 
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vi     μω μ -ésima fila del sub-bloque de imagen ω  
( )nT     tiempo de ejecución de un algoritmo 

Ο     función Omicrón 
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Apéndice B 

Elementos de un sistema de compresión 
de imágenes 

El propósito de este apéndice es describir cada uno de los bloques que integran un sistema de 
compresión de imágenes, centrándose especialmente en las principales técnicas empleadas en 
cada una de estas etapas. 

B.1 Transformador de imagen 
La esencia de una transformada aplicada a una imagen es ofrecer una representación que 
muestre características que en el dominio original son muy difíciles o sencillamente imposibles 
de detectar. 

El objetivo principal de un transformador de imagen es reducir la dependencia entre los píxeles 
de una imagen, por lo que este bloque está diseñado para minimizar la redundancia espacial. Un 
transformador no ofrece compresión de información, su finalidad es facilitar la compresión de 
la información en los bloques posteriores. La elección de la transformada a emplear depende de 
varios criterios: 

• Los datos en el dominio de la transformada deben de estar separados en componentes 
con una mínima interdependencia. 

• la mayor parte de la energía en los datos transformados debe estar concentrada en un 
mínimo de valores. 
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• La transformada debe ser reversible. 
• La transformada debe ser computacionalmente tratable (bajos requerimientos de 

memoria, almacenable usando una precisión aritmética limitada, bajo número de 
operaciones aritméticas). 

Aunque existe una gran variedad de transformadas que pueden ser empleadas en la etapa de 
transformación de un compresor de imágenes, solo dos de ellas han logrado gran popularidad 
para este propósito. 

Una de ellas es un método de transformación matemática conocido como Transformada 
Discreta del Coseno (DCT, Discrete Cosine Transform). La DCT es miembro de la familia de 
las transformadas sinusoidales desarrolladas por Jain [41]. Se trata de un mapeo uno a uno, por 
lo que este proceso es reversible, es decir, no comprime la imagen y no tiene pérdida de 
información. La DCT es una transformación que se aplica a bloques de la imagen, 
frecuentemente bloques de  ó  [69]. 88× 1616×

La segunda transformada más frecuentemente utilizada en la compresión de imágenes es una 
transformada que puede ser aplicada a una imagen completa: la Transformada Discreta Wavelet 
(DWT, Discrete Wavelet Transform). Aquí la imagen es procesada en una serie de etapas para 
producir la descomposición Wavelet de la imagen. Esta transformada tiene un alto 
requerimiento de memoria debido a que trabaja con una imagen completa en lugar de procesarla 
por bloques. 

B.1.1 Transformada Discreta del Coseno 
La DCT fue originalmente propuesta por N. Ahmed, T. Natarajan y K. R. Rao en el año 1974 
[3]. Esta transformada es ampliamente utilizada en el procesamiento de señales e imágenes, 
particularmente en el bloque de transformación de sistemas de compresión/descompresión de 
datos; se ha convertido en una de las transformadas más populares en la compresión de 
imágenes debido a su efectiva transformación de imágenes a una forma que es fácil de 
comprimir y a su eficiente implementación en software o hardware. 

La DCT tiene dos propiedades muy útiles en la compresión de imágenes: la concentración de la 
energía de la imagen en un pequeño número de coeficientes (compactación de la energía) y la 
minimización de la interdependencia de los coeficientes (decorrelación) [70]. 

La DCT de dos dimensiones (DCT 2-D) y su inversa son usadas como elementos de 
procesamientos básicos en estándares internacionales de compresión de imágenes y video. 

El algoritmo que aplica la DCT en la etapa de transformación de un compresor de imágenes 
divide la imagen en bloques, la DCT 2-D de un bloque de una imagen, 

, de 1,...,1,0,|, −= Myxf yx   MM ×  muestras es definida por la siguiente relación matemática: 
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(B.1) 

y la DCT inversa (IDCT) 2-D 
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donde M es un entero de potencia de 2 y  son los coeficientes resultantes de la DCT 2-D. jiF ,

( ) ,,, jippC =   son constantes definidas por: 

( )
⎩
⎨
⎧

≠
=

=
0,1
0,2

1

p
p

pC
    

   
 (B.3) 

La IDCT hace uso de un bloque de coeficientes DCT, , para reconstruir un bloque de la 
imagen, . Cabe mencionar que algunos estándares internacionales de compresión de 
imágenes y video aplican sobre las ecuaciones B.1 y B.2 un factor de escalamiento de 4. 

jiF ,

yxf ,

La DCT es una transformada separable, propiedad que permite el cálculo de una DCT 2-D 
aplicando la transformada DCT de 1 dimensión primero por filas y después por columnas, 
figura B.1. 

La DCT de 1 dimensión para una secuencia de datos, 1,...,1,0| −= Mxf x   , está definida como: 

( ) ( )∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

0 2
12cos2 M

x
xi M

ixf
M

iCF π
 

1,...,1,0 −= Mi    

(B.4) 

donde  son los coeficientes de la DCT y iF ( )iC  es especificada por la ecuación B.3. 

Por tanto, la DCT 2-D puede ser representada como: 

( ) ( )∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
1

0
, 2

12cos2 M

y
iji M

jyF
M

jCF π
 

( )x direccióny dirección D-1  DCTD-1  DCT=jiF ,  

(B.5) 

donde  son los coeficientes de la DCT 2-D, jiF , ( )jC  es especificada por la ecuación B.3 y la 
variable x de la ecuación B.4 ha sido remplazada por y para indicar una DCT sobre columnas. 

De la misma forma, la IDCT 2-D puede ser calculada aplicando la IDCT de 1 dimensión 
primero sobre filas y luego sobre columnas. La ecuación B.6 define a la IDCT de 1 dimensión. 

( ) ( )∑
−

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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=
1

0 2
12cos

M

i
ix M

ixFiCf π
 

1,...,1,0 −= Mx    

(B.6) 

 
Figura B.1. Esquema de la DCT 2-D usando DCT de 1 dimensión. 
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Figura B.2. Proceso de transformación sobre la imagen Lena usando la DCT 2-D. 

Como consecuencia del amplio uso que ha tenido la DCT en aplicaciones como el 
procesamiento de señales, han surgido diversas versiones intentando implementarla con la 
mayor eficiencia posible. Uno de los primeros algoritmos que describe la implementación 
rápida de la DCT fue propuesto por Chen en [16]; este algoritmo aprovecha la simetría de la 
función coseno para reducir el número de operaciones necesarias en el cálculo de esta 
transformada. 

Una variante más expedita es descrita por Arai en [11]. Se trata de un esquema rápido de la 
DCT aplicado a imágenes, que hace uso únicamente de la parte real de la Transformada 
Discreta de Fourier (DFT) como lo describe Tseng en [89]; el cálculo de los coeficientes lo 
hace utilizando el algoritmo de la Transformada Rápida de Fourier (FFT) descrito en [94] por 
Winograd.  

Aunque los métodos mencionados son los más populares, siguen surgiendo nuevas formas de 
implementar una DCT rápida y eficaz; ejemplos de estas implementaciones son [82], [47], [64] 
[68] y [109]. Por último, cabe destacar que la DCT forma parte del estándar JPEG [92], [37]. La 
figura B.2 muestra el resultado de aplicar la DCT 2-D sobre la imagen Lena. 

B.1.2 Transformada Discreta Wavelet 
En el año 1989 S. Mallat propone la teoría de análisis de señales con base en una 
descomposición multiresolución de señales usando wavelets en el espacio tiempo-escala y 
propone el algoritmo de la pirámide [54]. El desarrollo histórico y los fundamentos 
matemáticos de la transformada wavelet son descritos por I. Daubechies en [21]. Las 
aplicaciones de la transformada wavelet en el área de compresión de imágenes empiezan en el 
año 1992 cuando Ronald A. DeVore et al. desarrollaron una teoría matemática que permite 
emplear esta transformada en dicha área [23]. La DWT es un método alternativo a la DCT en la 
etapa de transformación en un sistema para la compresión de imágenes. Se trata de una 
transformada que se aplica a toda la imagen, a diferencia de la DCT que se aplica a bloques de 
la imagen. La DWT es una descomposición de una señal en frecuencias. El uso de esta 
transformada en el tratamiento de imágenes es adecuado debido a varios factores: 

• Al tener las wavelet localización espacial y de frecuencia, hace viable el tratamiento 
de cambios bruscos en una imagen. 

• Al ser una transformada que se aplica a toda la imagen, no presenta la distorsión que 
se produce al dividir a una imagen en bloques para su procesamiento, como lo hace la 
DCT. 

• Se consigue una alta compactación de energía de la imagen. 
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En el proceso de análisis de las wavelets, las señales son representadas utilizando un grupo de 
funciones básicas producidas por el desplazamiento y escalamiento de una función madre o 
función principal. Esto es debido a que una señal puede ser representada mediante una 
secuencia de coeficientes usando series de expansión wavelets. La representación de una señal 

 mediante una serie de expansión wavelet usando la wavelet ( )xf ( )xψ  y la función de 
escalamiento ( )xϕ , es definida por [29]: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
∞

=

+=
k jj k

kjjkjj xkdxkcxf
0

00 ,, ψϕ  (B.7) 

donde  es una escala arbitraria de inicio, 0j ( )kc j0
 son los coeficientes de escalamiento o 

aproximación y  son referenciados como coeficientes detalle o wavelets. Estas 
definiciones parten de los siguientes hechos: primero, la sumatoria de la izquierda en la 
ecuación B.7 usa funciones de escalamiento para proveer una aproximación de 

( )kd j

( )xf  en escala 
; segundo, para la escala  en la segunda sumatoria una función de resolución fina, una 

suma de wavelets es añadida a la aproximación para incrementar el detalle de 
0j 0jj ≥

( )xf . Los 
coeficientes de expansión son calculados mediante: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫== dxxxfxxfkc kjkjj ,, 000
, ϕϕ  (B.8) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫== dxxxfxxfkd kjkjj ,,, ψψ  (B.9) 

Cuando se representa una señal mediante series de expansión wavelets como muestras de una 
función continua , los coeficientes resultantes son nombrados DWT de , entonces la 
series de expansión definida en las ecuaciones B.7, B.8 y B.9 llega a definir el proceso de 
análisis de la DWT de 1 dimensión [29]: 

( )xf ( )xf

( ) ( ) ( )∑=
x

kj xxf
M

kjW ,0 0

1, ϕϕ  (B.10) 

( ) ( ) ( )∑=
x

kj xxf
M

kjW ,
1, ψψ  (B.11) 

para ; el proceso de síntesis de la DWT de 1 dimensión es definido por: 0jj ≥

( ) ( ) ( ) ( ) (∑ ∑∑
∞

=

+=
k jj k

kjkj xkjW
M

xkjW
M

xf
0

0 ,,0 ,1,1 ψϕ ψϕ )  (B.12) 

Donde , ( )xf ( )xkj ,0
ϕ  y ( )xkj ,ψ  son funciones de la variable discreta x , M es el número de 

muestras de , entonces ( )xf 1,...,1,0 −= Mx   , 00 =j , 1,...,1,0 −= Jj   , MJ 2log=  y 
. La transformada es compuesta de M coeficientes, la escala mínima es 0 y la 

escala máxima .  y 
12,...,1,0 −= jk   

1−J ( )kjW ,0ϕ ( )kjW ,ψ  son los coeficientes de aproximación y de detalle, 
respectivamente. 
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Figura B.3. Banco de análisis y síntesis de una FWT de dos escalas. 

Una versión computacionalmente eficiente de la DWT es la Transformada Rápida Wavelet 
(FWT, Fast Wavelet Transform) también conocida como algoritmo herringbone de Mallat [54]. 
La FWT es definida por las siguientes expresiones: 

( ) ( ) ( )∑ +−=
m

mjWkmhkjW ,12, ϕψψ  (B.13) 

( ) ( ) ( )∑ +−=
m

mjWkmhkjW ,12, ϕϕϕ  (B.14) 

ϕh  es referenciado como un vector de escalamiento, ( )nhϕ  son los coeficientes de la función de 
escalamiento;  es referenciado como un vector de detalle, ψh ( )nhψ  son los coeficientes de la 
función de detalle. 

Las ecuaciones B.13 y B.14 muestran una estrecha relación existente entre coeficientes de 
escalas adyacentes; los coeficientes de aproximación y detalle de la DWT de la escala j  están 
expresados en función de los coeficientes de aproximación de la DWT de la escala . 1+j

Los coeficientes de la DWT de la escala j  también pueden ser calculados mediante la 
convolución de los coeficientes de aproximación de la escala 1+j  con los vectores de 
escalamiento y detalle invertidos en tiempo, ( )nh −ϕ  y ( )nh −ψ , y el sub-muestreo por 2 de los 
resultados: 

( ) ( )
0,2

,1)(,
≥=

+∗−=
kkn

njWnhkjW
  ϕψψ  (B.15) 

( ) ( )
0,2

,1)(,
≥=

+∗−=
kkn

njWnhkjW
  ϕϕϕ  (B.16) 

La convolución es evaluada en instantes 0,2 ≥= kkn   . La figura B.3 muestra el diagrama de 
bloques de los procesos de análisis y síntesis de la FWT. En el proceso de análisis la figura 
muestra un banco de filtros de dos escalas; se asume que la escala más alta, , son las 
muestras de función . El primer banco de filtros divide la función original en componentes 
de aproximación , a través de un filtro pasa-bajos, y en componentes detalle 

, haciendo uso de un filtro pasa altos; el proceso se repite con el segundo banco 
aplicándolo a  para obtener 

( nJW ,ϕ )

)
)

)

( )xf
( nJW ,1−ϕ

( nJW ,1−ψ

( nJW ,1−ϕ ( )nJW ,2−ϕ  y ( )nJW ,2−ψ . 

La FWT inversa (FWT ) es definida por: 1−

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

,,,1
≥

∗+∗=+
k

kjWkhkjWkhkJW upup
ψψϕϕϕ  (B.17) 
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Debido a que una imagen es una señal de dos dimensiones, ( )yxf , , para el tratamiento de éstas 
se hace uso de la DWT 2-D, la cual requiere de una función de escalamiento bidimensional 
( yx, )ϕ  y de tres wavelets bidimensionales o partes detalle direccionalmente sensibles 
( )yxH ,ψ , ( )yxV ,ψ  y ( yxD , )ψ . Las wavelet miden las variaciones de intensidad o nivel de gris 

en una imagen, Hψ  mide las variaciones a lo largo de las columnas (bordes horizontales), Vψ  
a lo largo de los renglones (bordes verticales) y Dψ  variaciones diagonales. Las funciones 
básicas de traslación y escalamiento son: 

( ) ( )nymxyx jjj
nmj −−= 2,22, 2/

,,  ϕϕ  (B.18) 

( ) ( ) { }DVHinymxyx jjiji
nmj ,,2,22, 2/

,, =−−=           ψϕ  (B.19) 

La DWT de una función  de tamaño ( yxf , ) NM ×  es definida por 
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Los coeficientes  definen la aproximación de ( nmjW ,,0ϕ ( )yxf ,  en la escala , los 

coeficientes  los detalles horizontales, verticales y diagonales para escalas ; 

normalmente , , 

0j

( nmjW i ,,ψ ) 0jj ≥

00 =j JMN 2== 1,...,1,0 −= Jj   , MJ 2log=  y . La 
DWT 2-D inversa es: 
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(B.22) 

La figura B.4 muestra el diagrama de bloques de los procesos de análisis y síntesis de la DWT 
2-D; ésta puede ser implementada tomando ventaja de la propiedad de separabilidad; 
simplemente se aplica la FWT 1-D sobre las filas de ( )yxf ,  seguida por una FWT 1-D sobre 
las columnas, ambas seguidas de una reducción en la resolución por un factor de 2. 
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Figura B.4. Banco de análisis y síntesis de la DWT 2-D usando dos FWT 1-D. 

 

 
Figura B.5. DWT sobre la imagen Lena: (a) DWT aplicada sobre las filas, (b) Bloques de coeficientes de 
frecuencias bajas (L) y altas (H), (c) DWT aplicada sobre filas y columnas, (d) Bloques de las diferentes 
frecuencias. 

En la etapa de análisis mostrada en la figura B.4, el resultado correspondiente al primer banco 
de filtros y un sub-muestreo sobre las columnas por un factor de 2 es interpretado como una 
imagen compuesta por una versión extendida y escalada de la original y de los detalles (figura 
B.5(a)); en la figura B.5(b) se representa esta interpretación como los bloques de los 
coeficientes de baja y alta frecuencia, denotados por L y H respectivamente. 

A estos resultados se les aplica un segundo banco de filtros y un sub-muestreo sobre las filas 
por un factor de 2. El resultado es mostrado en la figura B.5(c); éste es descompuesto en cuatro 
cuadrantes, figura B.5(d): 

• LL. Formado por los coeficientes obtenidos de aplicar 2 filtros pasa-bajos, en un 
primer plano sobre las columnas y en un segundo sobre las filas. Este sub-bloque es 
un suavizado de baja resolución de la imagen original. 

• HL/LH. Estos bloques son filtrados a lo largo de columnas y filas con un filtro pasa-
bajos y un filtro pasa-altos en una forma alternada. El bloque LH contiene los bordes 
verticales. En contraste, el boque HL muestra los bordes horizontales. 

• HH. Este bloque es obtenido tras aplicar 2 filtros pasa-altos y puede ser interpretado 
como el área donde se encuentran los bordes en dirección diagonal de la imagen 
original. 

De los primeros trabajos que hacen referencia al uso de la DWT en compresión de imágenes, 
destacan dos presentados en el año 1992. En el primero de ellos M. Antonini et al. propusieron 
un esquema para la compresión de imágenes usando la DWT [10]; este esquema obtiene un 
conjunto de subclases de imágenes biortogonales, donde la imagen original es descompuesta en 
diferentes escalas usando un algoritmo de arquitectura piramidal. Esta descomposición provee 
sub-imágenes correspondientes a diferentes niveles de resolución y orientación. Los 
coeficientes wavelet son cuantificados vectorialmente utilizando un libro de códigos 
multiresolución. 

En el segundo trabajo, A. S. Lewis y G. Knowles proponen un esquema donde la imagen es 
comprimida a través de su descomposición en coeficientes espaciales y espectrales con base en 
la transformada wavelet 2-D [51]. Los coeficientes wavelet son cuantificados con un modelo 
basado en el HVS. Para la codificación, la estructura de descomposición es representada 
mediante un árbol. Partiendo del hecho que cada coeficiente en las bandas pasa- altos de los 
coeficientes wavelet tiene cuatro coeficientes relacionados con él; cada coeficiente del árbol es 
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codificado si su valor absoluto es mayor a un límite fijo; este proceso se aplica también a los 
cuatro coeficientes que se le relacionan. 

 

Trabajos recientes y de gran relevancia que versan sobre la aplicación de la DWT en la 
compresión de imágenes, los cuales toman ventaja de la estrecha relación existente entre los 
coeficientes de las diferentes escalas, son: 

Un método de compresión progresiva, denominado EZW (Embedded Zerotree Wavelet 
Algorithm), fue propuesto por J. M. Shapiro en 1993 [81]. Se trata de un codificador 
especialmente diseñado para trabajar con la transformada wavelet y fue originalmente diseñado 
para operar con imágenes. Shapiro destaca cuatro conceptos básicos en los cuales se basa el 
algoritmo EZW: 1) Una DWT o descomposición jerárquica de subbandas, que provee una 
representación compacta multiresolución de la imagen, 2) “Zerotree”, predicción de la ausencia 
de información significativa a través de escalas mediante la exploración de auto-similitudes 
inherentes en la imagen, 3) Aproximaciones sucesivas que proveen una representación 
compacta de los coeficientes significativos y 4) Codificación aritmética adaptiva. 

A. Said y W. A. Pearlman en [77] proponen una nueva y mejor implementación del EZW, el 
algoritmo SPIHT (Set Partitioning in Hierarchical Trees), basado en la utilización de conjuntos 
de datos organizados en árboles jerárquicos, es decir, el SPIHT tiene en cuenta la jerarquía de la 
descendencia del coeficiente que codifica. El tipo de codificación que realiza se basa en la 
clasificación por orden de bits significativos, resultando ser un método efectivo y económico en 
el uso de recursos. Al igual que el EZW, el SPIHT transforma a la imagen mediante la DWT y 
organiza los coeficientes wavelet resultantes en árboles de orientación espacial. 

Un nuevo algoritmo para compresión de imágenes conocido como EBCOT (Embedded Block 
Coding with Optimized Truncation) fue propuesto por D. Taubman en el año 2000 [88]. En este 
algoritmo, cada sub-banda es dividida en pequeños bloques de coeficientes wavelets, llamados 
“bloques de código”; entonces genera cadenas de bits en forma separada para cada uno de ellos, 
que pueden ser truncadas independientemente a diferentes longitudes. Este algoritmo es 
combinado con una codificación por plano de bit (bit plane coding) y un codificador aritmético 
adaptativo. Cada “bloque de código” es nuevamente dividido en sub-bloques de 1616× , 
entonces, por cada plano de bit (bit plane) el mapa significativo de sub-bloques es, primero 
codificado mediante una codificación por cuadrante (quadtree coding) para posteriormente 
aplicarles cuatro operaciones de codificación: 1) codificación cero (zero coding), aplicada en 
función de los valores significativos, valor 0≠ , de los ocho vecinos del elemento codificado, 2) 
codificación de signo (sign coding); en este paso el signo de la muestra es codificado, 3) 
refinamiento de magnitud, que se aplica en función de los vecinos horizontales y verticales y si 
es o no el primer plano de bit donde se aplica esta codificación, y 4) una codificación por 
longitud de series o codificación de la carrera (RLE, run-length encoding). Finalmente EBCOT 
organiza la cadena final en capas mediante truncamiento. 

El estándar JPEG2000 está fundamentalmente basado en la DWT y el algoritmo EBCOT [38]. 

B.2 Cuantificador 
La matriz de salida del transformador no reduce el espacio de almacenaje que la matriz de 
píxeles original emplea. La acción utilizada para reducir el número de bits requeridos para 
almacenar la matriz resultante del bloque anterior es nombrada cuantificación. La 
cuantificación es simplemente el proceso efectuado para reducir el número de bits necesarios 
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para almacenar los coeficientes transformados mediante la reducción de la precisión de estos 
valores [59]. El cuantificador está enfocado a disminuir la redundancia psicovisual. 

 

La etapa de cuantificación es indispensable para obtener una alta relación de compresión; sin 
embargo, este proceso genera pérdidas de información y además es un proceso irreversible. 
Debido a esto, el diseño de un proceso de cuantificación tiene importantes repercusiones en la 
compresión y en la calidad de la imagen reconstruida. 

El ejemplo más antiguo de cuantificación es el redondeo [31]. Cualquier número real x  puede 
ser redondeado al entero más cercano. 

Si  representa el resultado de una cuantificación, con un error en la cuantificación 
expresado por , entonces el número cuantificado es 

( )xq
( ) xxqe ±= ( ) exqx ±= . 

Expresado en una forma general, un cuantificador está conformado por un conjunto de 
intervalos , donde I es una colección de números enteros consecutivos; además, 
se define un conjunto de valores de reproducción o niveles 

{ IiSi ∈=   S ; }
{ }IiyC i ∈=   ; , de tal forma que el 

cuantificador q queda definido por ( )  iyxq =  para iSx∈ , el cual puede ser expresado como: 

( ) ( )∑=
i

si xyxq
i

1  (B.23) 

donde la función  es 1 si  y 0 en cualquier otro caso. ( )x
is1 iSx∈

En un compresor de imágenes, la cuantificación es el proceso mediante el cual un conjunto de 
valores continuos en una imagen es aproximado a un conjunto de valores finito. La 
cuantificación se puede realizar sobre coeficientes individuales, en cuyo caso el proceso de 
cuantificar es conocido como cuantificación escalar (SQ, Scalar Quantization). La 
cuantificación también puede ser realizada sobre un grupo de coeficientes, conocida como 
cuantificación vectorial (VQ, Vector Quantization). 

En términos generales, un cuantificador q es una función que va de NR  a un conjunto de 
códigos , donde I es un conjunto finito { } N

i IiyC R  ⊂∈= ;

Cq N →R :  

( ) iyxqx =→  
(B.24) 

La cuantificación puede ser descompuesta en dos funciones βα  o =q . El compresor define la 
función  dividiendo IN →R :α NR  en un conjunto de celdas ( ){ } IiixxS N

i ∈=∈=   R ,|α . El 
descompresor define  especificado por C . Si NI R →:β 1=N  se trata de un SQ y si  se 
trata de un VQ. 

1>N

Se pueden clasificar los cuantificadores en diferentes categorías según distintos criterios: 

• Según la distancia existente entre dos niveles de cuantificación: 
i. Cuantificadores uniformes: la distancia entre los niveles de cuantificación 

siempre es la misma. 
ii. Cuantificadores no uniformes: en caso de tener una buena descripción estadística 

de la señal de entrada, se puede diseñar un cuantificador óptimo que sitúe los 

 86 



Apéndice B. Elementos de un sistema de compresión de imágenes 

niveles de cuantificación de tal forma que se minimice el error de cuantificación, 
con distancias variables entre los niveles. 

 
 

• Según el tratamiento de la señal de entrada  
i. Cuantificación Vectorial o de Bloques: toma la señal de entrada en bloques de 

una dimensión dada y los cuantifica; tiene la ventaja de aprovechar las relaciones 
que pueda haber entre las distintas componentes de cada bloque. 

ii. Cuantificación Escalar (Vectorial de Dimensión 1): toma cada valor de la señal 
de entrada de forma independiente. 

• Según si son predictivos o no.  
i. Predictivos: aprovecha las relaciones existentes entre muestras consecutivas de 

la señal para la cuantificación, cuantificando no el valor de la señal, sino su 
diferencia con la señal anterior. 

ii. No Predictivos: no aprovechan las relaciones mencionadas en el caso de los 
predictivos.  

B.2.1 Cuantificación escalar 
La cuantificación escalar puede ser descrita como una función que lleva cada elemento de un 
subconjunto de la recta real a un elemento de un conjunto de K números { , figura B.6, 
acorde a la siguiente relación 

}Kyy ,...,1

( ) iyxq =   si  ii dxd ≤<−1 ,     .,...,1 Ki =  (B.25) 

donde Ki dyydyd <<<<<< L2110 . Los números  son llamados niveles de 
decisión, y los números  son llamados niveles de reconstrucción o niveles de 
representación. Cada partición 

Kdd ,...,0

Kyy ,...,1

( ] ( ] ( )KK dddddd ,,...,,,, 12110 −  es llamada región de decisión o 
región de cuantificación. 

B.2.1.1 Cuantificación escalar uniforme 
La cuantificación escalar uniforme es la forma más simple de cuantificar, pero también la 
menos efectiva. Se caracteriza porque todas las regiones de cuantificación son del mismo 
tamaño, figura B.7(a). El proceso de cuantificación escalar uniforme es muy semejante a la 
forma en que un convertidor analógico digital lleva acabo su tarea: concentrando un conjunto 
de valores en uno solo. 

 
Figura B.6. Representación de la cuantificación escalar. 
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Figura B.7. (a) Cuantificación escalar uniforme. (b) Cuantificación escalar no uniforme. 

Una forma práctica de cuantificación escalar uniforme es la de dividir todos los símbolos de la 
imagen entre un número Q, el cual representa el factor de cuantificación, para después aplicarle 
una función de redondeo al entero próximo 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Q
x

roundxq uv
uv  (B.26) 

donde los índices u y v definen las dimensiones de la imagen. Aplicado el proceso inverso del 
método utilizado para cuantificar, la información recuperada por este proceso ya no representa 
fielmente a la original, existe pérdida de información; estas pérdidas dependerán del factor de 
cuantificación utilizado. 

( ) Qxqx uvuv ×=~  (B.27) 

B.2.1.2 Cuantificación escalar no uniforme 
Una forma alternativa de cuantificación escalar es la cuantificación escalar no uniforme. Se 
caracteriza porque las regiones de cuantificación son de diferente tamaño, figura B.7(b). Este 
tipo de cuantificación considera la distribución de los coeficientes resultantes de la 
transformación de la imagen. Partiendo del hecho, en el caso de una transformada DCT, que el 
coeficiente de la esquina superior izquierda del bloque representa el promedio de la intensidad 
del bloque (y la frecuencia más baja), que moviéndose hacia la derecha los coeficientes 
representan frecuencias altas horizontales, que moviéndose hacia abajo representan frecuencias 
altas verticales y que con un movimiento diagonal los coeficientes representan la combinación 
de frecuencias altas verticales y horizontales, entonces es recomendable implementar una 
cuantificación que considere estas características. Además, con la finalidad de obtener mejores 
resultados en la etapa de codificación, estándares como el JPEG explotan las características del 
HVS, tales como: 

• Si existen coeficientes resultantes de la etapa de transformación con valores cercanos 
a cero, estos valores pueden igualarse a cero; el HVS es completamente insensible a 
estos errores. 

• El HVS es sensible a pequeños errores en los coeficientes DC y en los coeficientes de 
baja frecuencia, pero es mucho menos sensible a errores de amplitud en coeficientes 
de alta frecuencia. 
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Figura B.8. Matrices para cuantificación escalar no uniforme de un compresor de imágenes de color basado en la 
DCT; (a) matriz para los coeficientes de la componente de luminancia, (b) matriz para los coeficientes de las 
componentes de crominancia. 

Algunos estándares definen matrices de cuantificación considerando la estructura de los 
coeficientes de la DCT y el comportamiento del HVS [86]. La figura B.8 muestra un ejemplo 
de matrices usadas por un compresor de imágenes de color basado en la DCT. 

Las matrices de la figura B.8 representan intervalos de cuantificación. Debido a esto, el proceso 
consiste en dividir cada coeficiente resultante de la etapa de transformación, entre el 
correspondiente valor de la matriz de cuantificación. Para facilitar el redondeo y la 
reconstrucción, la magnitud de cada coeficiente es incrementado con la mitad del elemento de 
la matriz correspondiente antes de la división; el resultado es entonces redondeado al entero 
más cercano; este proceso modifica la ecuación B.26, obteniendo la expresión: 

( )
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ +
=

uv

uv
uv

uv Q

Q
x

roundxq 2  

 

(B.28) 

En este caso, el proceso de cuantificación inversa es definido por: 

( ) uvuvuv Qxqx ×=~  (B.29) 

En el caso particular de los coeficientes obtenidos de una transformada wavelet, se pueden tener 
cuantificadores independientes para cada escala resultante, tomando en cuenta la información 
que cada escala representa, figura B.9. 

 
Figura B.9. Cuantificación escalar no uniforme para coeficientes wavelet. 
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Figura B.10. Estructura básica de una cuantificación vectorial. 

B.2.2 Cuantificación vectorial 
La SQ no puede tomar ventaja de la correlación existente entre píxeles cercanos en una imagen, 
ya que actúa en forma individual sobre una variable de una dimensión como puede ser el valor 
o intensidad de un píxel. En contraste, una VQ opera sobre un vector multidimencional 
representado por más de una coordenada. 

Una VQ actúa sobre vectores, un vector al estar formado por un conjunto de elementos 
individuales (conjunto ordenado de escalares), entonces puede ser usado para describir casi 
cualquier tipo de patrón, como podría ser un segmento de una señal de voz o de una imagen, 
simplemente formando un vector de muestras de la forma de onda o de la imagen. 

La figura B.10 muestra un esquema básico de una VQ. Los coeficientes resultantes de la 
transformación de una imagen de  píxeles, pueden ser divididos en nm× M  bloques de lt × , 
los que pueden ser representados como vectores de entrada de k elementos, 

, ; VQ hace uso de un conjunto de  vectores de 
reconstrucción de k elementos, 

{ }MixX i   ,...,2,1: == ltk ×=
}

N
{ NiyC i   ,...,2,1: ==  [30]. En la VQ se mapean los vectores 

de entrada de un espacio vectorial kR  dentro de un conjunto finito de vectores de 
reconstrucción,  Cq N →R : , NX R ∈ . A cada vector de reconstrucción  también se le 
conoce como vector codificado o codeword y al conjunto de todos los vectores codificados 
como libro de códigos (codebook). Asociado a cada uno de los vectores codificados del libro de 
códigos se tiene una celda denominada región de “Voronoi”, ; la i-ésima región está definida 
por: 

iy

iV

( ){ }ik
i yxqxV =∈= :R  

{ }ijyxyxxV ji
k

i ≠∀−≤−∈=    R ,:  
(B.30) 

El conjunto de regiones Voronoi forman una partición de kR , tal que: 

U
N

i

k
iV

1=

= R  

ijVV
N

i
ji ≠∀=

=

   I
1

,φ  

 

(B.31) 
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Figura B.11. Representación gráfica de los vectores de entrada, de los vectores de reconstrucción y de la región de 
Voronoi. 

La figura B.11 muestra cómo un segmento de kR  es dividido en  regiones Voronoi. Estas 
regiones son separadas por líneas imaginarias y cada una de ellas contiene sólo un vector de 
reconstrucción. Cada vector de entrada que cae dentro de la región  es substituido por el 
índice, , del vector de reconstrucción  con base en un criterio de similitud entre ambos 
vectores. Uno de los criterios más populares para realizar la asignación es la distancia 
euclidiana entre el vector de entrada y el vector de reconstrucción. La distancia euclidiana está 
definida por: 

N

iV
i iy

( ) ( )∑
=

−=
k

j
ijji yxyxd

1

2,  (B.32) 

donde  es el j-ésimo componente del vector de entrada, y  es el j-ésimo componente del 
vector codificado . 

jx ijy

iy

En términos generales, una VQ consta de dos fases, la primera de éstas se lleva a cabo en el 
cuantificador, que toma un vector de entrada y entrega como salida el índice del vector de 
reconstrucción que ofrece la distorsión más baja, la cual es determinada mediante la evaluación 
de la distancia euclidiana entre el vector de entrada y cada vector de reconstrucción 
perteneciente al libro de códigos. La segunda fase se realiza cuando el cuantificador inverso 
recibe el índice, remplazándolo por el vector de reconstrucción asociado. La figura B.12 
muestra un diagrama de bloques de estas operaciones. 
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La cuantificación vectorial es una técnica que puede producir resultados muy próximos a los 
límites teóricos; su principal desventaja es que dos de sus principales procesos, la generación 
del libro de códigos y el proceso de búsqueda, son altamente complejos. En la generación del 
libro de códigos se utilizan técnicas de alta demanda computacional y el proceso de búsqueda 
del vector de reconstrucción idóneo para un vector de entrada es muy lento. 

El diseño de un libro de códigos que implemente la mejor representación de un vector de 
entrada es un proceso muy complejo. Esto significa que se requiere una exhaustiva búsqueda 
para encontrar el mejor libro de códigos, y la búsqueda se incrementa exponencialmente cuando 
en número de vectores codificados aumenta.  

El esquema más simple para encontrar un libro de códigos es el LBG por Linde-Buzo-Gray, los 
autores de esta idea [52], [35]. Este esquema, aplicado a la compresión de imágenes, sigue el 
siguiente algoritmo: 

1. Se determina el tamaño del libro de códigos o número de vectores de reconstrucción, 
. N

2. Se realiza una selección aleatoria de  bloques del conjunto de entrenamiento 
(vectores de entrada), que conformarán el libro de códigos inicial. En este punto se 
pueden emplear una o más imágenes diferentes.  

N

3. Se toma cada vector de entrada y se encuentra la distancia euclidiana entre éste y cada 
vector de reconstrucción. El vector de entrada pasa a formar parte del grupo de vectores 
que tiene la mínima distancia con respecto a un vector de reconstrucción común.  

4. Se recalcula el libro de códigos, mediante la obtención de un promedio de cada grupo 
con la suma de los componentes de cada grupo y divididos entre el número de vectores 
en el grupo: 

∑
=

=
m

j
iji x

m
y

1

1
 (B.33) 

donde i es el componente de cada vector y m es el número de vectores en el grupo. 

5. Se repiten los pasos 3 y 4 hasta que no existan cambios en los vectores de 
reconstrucción o los cambios sean muy pequeños. 

Este algoritmo de generación del libro de códigos es de los más populares principalmente por 
su simplicidad, pero es un proceso en extremo lento debido a que por cada iteración, un vector 
de entrada es comparado con cada vector de reconstrucción del libro de códigos. Existen una 
gran cantidad de métodos que se aplican al diseño del libro de códigos, ejemplos de éstos son: 
Pairwise Nearest Neighbor (PNN) [24], Simulated Annealing (SA) [25], [91], Maximum 
Descent (MD), y Competitive Learning  [98], [110]. 

Con respecto al proceso de búsqueda, el método más simple, conocido como “búsqueda total”, 
es también el más lento. Si existieran M  vectores de entrada y  vectores de reconstrucción, y 
cada vector es de k dimensiones, entonces el número de multiplicaciones que haría el proceso 
de búsqueda sería igual a , el número de sumas y restas sería 

 y el número de comparaciones sería 

N

kMN
( )( ) ( 121 −=+− kMNkkMN ) ( )1−kMN . Esto hace de 

este método un proceso con un alto coste computacional. 
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Una medida de la distorsión producida por un cuantificador es una asignación de coste no 
negativa  asociada a la cuantificación de un vector  sobre un vector de 
reconstrucción . Normalmente, la cuantificación será efectiva si la distorsión es 
baja; esta medida da una idea de la diferencia entre el vector de entrada original y el vector de 
reconstrucción que se le asocia. 

( yxD , ) kx R ∈
( ) Cxqy ∈=

Se han utilizado numerosas medidas para el cálculo de la distorsión, cada una de ellas adecuada 
para un problema concreto, siendo conveniente cambiar de heurística según se trate con 
diferentes casos de entradas. Se muestran a continuación algunas de interés: 

• Error cuadrático medio, ecuación 2.39. 
• Error cuadrático ponderado: 

( )∑
=

−=
k

i

i
j

i
jj yx

1

2
ωECP  (B.34) 

• Distorsión máxima: 
i
j

i
jj yx −= maxDM  (B.35) 

donde,  es el j-ésimo elemento del vector original i,  es el j-ésimo elemento del vector 
reconstruido i, 

i
jx i

jy
0≥jω  es el peso del elemento j-ésimo, 1,...,0 −= kj . 

Otra definición importante es la de resolución de un cuantificador. La resolución de un VQ es: 

k
Nr 2log

=  (B.36) 

La resolución mide el número de bits por componente de vector empleado para representar el 
vector de entrada y da una idea de la precisión alcanzable con un VQ si el alfabeto está bien 
diseñado. La resolución de un SQ es con 1=k  

Nr 2log=  (B.37) 

B.3 Codificación 
El codificador asigna un código a cada símbolo que entrega el cuantificador. El codificador 
debe ser diseñado para reducir la redundancia en la codificación. La codificación puede 
considerarse como una función que asocia un conjunto de símbolos, X, a un alfabeto de 
códigos, C, con el propósito de reducir el número de bits utilizados en su representación; 
matemáticamente se puede expresar como . Este proceso mantiene una 
correspondencia uno a uno entre los símbolos fuente y los símbolos del alfabeto de códigos, 
garantizando con esto la reversibilidad del proceso. 

CXfc →:

Una imagen transformada y cuantificada típicamente contiene pocos coeficientes diferentes de 
cero y una gran cantidad de coeficientes con valor cero. Una imagen con esta estructura puede 
ser eficientemente comprimida de acuerdo al siguiente proceso: 

• Reordenamiento de los coeficientes cuantificados. 
• Codificación por longitud de series o codificación de la carrera (RLE, run-length 

encoding). 
• Codificación por entropía.  
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Figura B.13. Técnicas de exploración: (a) exploración en zig-zag. (b) exploración en zig-zag modificada. 

B.3.1 Reordenamiento de los coeficientes cuantificados 
En el proceso de transformación de una imagen la distribución de los coeficientes guarda una 
estructura fija. En el caso de la DCT, el coeficiente de la esquina superior izquierda representa 
el promedio de la intensidad del bloque; a partir de este punto, desplazándose hacia la derecha, 
los coeficientes van representando frecuencias horizontales más altas y con un desplazamiento 
hacia abajo los coeficientes van representando frecuencias verticales más altas. Cuando se usa 
una DWT la relación existe entre coeficientes de diferentes niveles, ya que en una 
transformación wavelet cada coeficiente tiene relación con los coeficientes de niveles 
anteriores. Cuando se usa la transformada DCT, después de aplicarles el proceso de 
cuantificación, los coeficientes diferentes de cero en un bloque de la imagen generalmente 
quedan agrupados en la esquina superior izquierda del bloque, es decir, la DCT concentra la 
energía en los coeficientes en esta esquina. 

Considerando esta propiedad de la DCT, es recomendable reordenar la distribución de los 
coeficientes mediante una técnica denominada exploración. Esta técnica permite adecuar los 
coeficientes en orden descendente según su probabilidad permitiendo una codificación más 
eficiente. La figura B.13 muestra 2 esquemas empleados en la reorganización de los 
coeficientes resultantes de una DCT. Estos esquemas redistribuyen los coeficientes 
considerando la información que cada uno representa. 

Una exploración en forma diagonal a 45° es denominada exploración en zig-zag, la cual 
representa la mejor secuencia para emplear en un sistema no-entrelazado, figura B.13(a). Con el 
propósito de conseguir más detalle acerca de una imagen, en la reordenación para una fuente 
entrelazada la exploración se extiende dos veces más por encima del área vertical, es decir, las 
frecuencias verticales aparecen dos veces más que las frecuencias horizontales; considerando 
esta característica se determina que la exploración ideal para una imagen entrelazada será sobre 
una diagonal de 67.5°; la figura B.13(b) muestra que esta forma de exploración entrega primero 
las frecuencias espaciales verticales y luego las frecuencias espaciales horizontales. 

Cuando el transformador emplea una DWT, las técnicas de reordenamiento de coeficientes 
emplean algoritmos que explotan la correlación entre coeficientes de diferentes niveles; esto se 
debe a que en una transformación wavelet cada coeficiente tiene relación con coeficientes de 
niveles anteriores, figura B.14. Algoritmos que aprovechan esta propiedad de la DWT para 
obtener mejores resultados en la compresión de imágenes son el EZW, SPIHT y EBCOT, 
discutidos en la sección B.1.2. 
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Figura B.14. (a) Dependencia entre coeficientes de diferente nivel. (b) Orden de exploración. 

B.3.2 Codificación por longitud de series 
El método RLE es el tipo de codificación más simple. El principio de funcionamiento de este 
método es la búsqueda de repeticiones consecutivas de un símbolo para posteriormente 
substituirlo por un símbolo especial, el símbolo a codificar y el número de veces que se repite 
[27]. La figura B.15 muestra cómo una cadena de símbolos es codificada usando el método 
RLE. El símbolo especial, en este caso denotado por *, tiene por función indicar que un 
símbolo se repite un determinado número de veces, por ejemplo la secuencia *B8 indica que el 
símbolo B se repite 8 veces consecutivas. 

Resulta claro determinar que este método de codificación demuestra gran eficiencia cuando hay 
un alto número de repeticiones consecutivas de un determinado símbolo. RLE es el algoritmo 
utilizado en los formatos gráficos BMP y PCX, aunque cada uno usa un método distinto de 
implementación. 

La codificación RLE realiza una compresión de datos sin pérdidas y es muy utilizado en 
imágenes de 8 bits indexadas (en un principio fue utilizado para imágenes en blanco y negro). 
No funciona tan bien en imágenes donde varía constantemente el color de los píxeles como en 
las fotografías, aunque JPEG lo utiliza de forma efectiva en los coeficientes que quedan 
después de transformar y cuantificar bloques de imágenes. 

B.3.3 Codificación por entropía 
Anteriormente se ha definido una cantidad llamada entropía, que indica el límite teórico para la 
compresión de datos, así como mide la cantidad de información media de una fuente. El valor 
de la entropía está íntimamente ligado con la eficiencia que pueden alcanzar los algoritmos de 
codificación, entendiendo por eficiencia representaciones que requieran menor cantidad de 
información. Los codificadores por entropía son aquellos que consideran las características 
estadísticas de la fuente de información a codificar, es decir, toman en cuenta la probabilidad de 
aparición de los símbolos al momento de asignarles los códigos del alfabeto. 

 

 
Figura B.15. Ejemplo de una codificación RLE. 
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Figura B.16. Construcción de un árbol Huffman. (a) hojas o nodos; (b) y (c) combinación de nodos; (d) árbol de 
Huffman completo. 

La codificación por entropía es un mapeo de un alfabeto fuente de dimensión m, representado 
por , a un alfabeto de códigos, { mixX i <≤= 0| } ( ){ }mixCc ii <≤= 0| , con el propósito de 
minimizar el tamaño del alfabeto fuente. Si la probabilidad del símbolo  en el alfabeto fuente 
es , la longitud esperada (en bits) de un mensaje compuesto de n símbolos es: 

ix
( )ixp

( ) ( )( )∑=
i

ii xClxpnR  (B.38) 

Donde  es la longitud (en bits) del código . Para que el proceso sea reversible es 
necesario que exista un código por cada símbolo fuente, es decir que se trate de un mapeo uno a 
uno. Shannon en sus trabajos acerca de la teoría de la información estableció que la entropía de 
una fuente es el límite inferior del número medio de bits que son necesarios para codificar las 
salidas de dicha fuente [80]. Existen diversos algoritmos que se aproximan a este límite, entre 
los que destacan la codificación Huffman y la codificación aritmética; estos algoritmos también 
son considerados codificadores de longitud variable en virtud de que asignan códigos más 
pequeños a los símbolos fuente más probables. 

( )icl ic

B.3.3.1 Codificación Huffman 
En el año 1952, David A. Huffman propone un método de codificación de información basado 
en parámetros estadísticos denominado código de Huffman [36]. Un código de Huffman es un 
código de longitud variable, es decir, la longitud de cada código asociado a un símbolo depende 
de la frecuencia de aparición de este último; cuanto más frecuente sea un símbolo, su código 
asociado será más corto. Además, un código de Huffman es un código libre de prefijos, es 
decir, ningún código forma la primera parte de otro código; esto permite que los mensajes 
codificados no sean ambiguos. 

El algoritmo Huffman crea un árbol de códigos, llamado árbol Huffman, con base en la 
distribución de la probabilidad. Al inicio del algoritmo, por cada símbolo se crea una hoja o 
nodo el cual está integrado por el símbolo y su probabilidad, figura B.16(a). Los dos nodos con 
la probabilidad más baja son combinados para crear un nuevo nodo figura B.16(b); en esta 
nueva estructura a los nodos originales se les denomina nodos hijos y al nodo creado nodo 
padre, la probabilidad del nodo padre es igual a la suma de las probabilidades de los nodos 
hijos.  
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Este tipo de unión es repetida escogiendo otra vez a los dos nodos con las probabilidades 
menores, los nodos padres son también considerados en este proceso, por ejemplo, en la figura 
B.16(c) se forma un nuevo nodo padre mediante la unión del nodo c y del nodo padre formado 
por los nodos a y b. El proceso continua hasta que no queden nodos sin pertenecer a un nodo 
padre y finalmente formar el árbol Huffman completo, figura B.16(d). Los brazos de cada nodo 
padre son etiquetados con valor 0 y 1, los códigos de los símbolos son obtenidos recorriendo el 
árbol Huffman desde el nodo padre superior hasta el nodo que representa al símbolo que se 
desea codificar; los códigos son la concatenación de las etiquetas que contienen los brazos 
recorridos en el trayecto mencionado; estos códigos son mostrados en la tabla B.1. 
Tabla B.1. Símbolos, probabilidad y correspondientes códigos Huffman. 

Símbolo Probabilidad Código 
a 0.05 0000 
b 0.05 0001 
c 0.1 001 
d 0.2 01 
e 0.3 10 
f 0.2 110 
g 0.1 111 

En el caso particular de una imagen, la codificación Huffman convierte los valores de brillo de 
los píxeles en códigos de longitud variable con base en su frecuencia de ocurrencia en la 
imagen. De esta manera, a los valores de brillo que ocurren más frecuentemente se les asignan 
los códigos más cortos y a los valores de brillo que ocurren con menos frecuencia se les asignan 
los códigos más largos. El resultado es que la imagen comprimida requerirá de menos bits para 
describir la imagen original. El esquema de compresión Huffman empieza evaluando el 
histograma de brillo de una imagen. El histograma proporciona la frecuencia de ocurrencia para 
cada valor de brillo de la imagen. Ordenando los valores de brillo por sus frecuencias de 
ocurrencia, se obtiene una lista donde el primer valor es aquel que se encuentra más a menudo 
en la imagen, y el último valor es el que se encuentra con menos frecuencia en la imagen. Con 
esta lista, el codificador Huffman asigna nuevos códigos a cada valor de brillo. Los códigos 
asignados son de longitudes variables; los códigos más cortos son asignados a los primeros 
(más frecuentes) valores de la lista y, eventualmente, los códigos más largos se asignan a los 
últimos (menos frecuentes) valores de la lista. Finalmente, la imagen comprimida es creada 
simplemente sustituyendo los nuevos códigos de valores de brillo de longitud variable por los 
códigos de valores de brillo originales de 1 byte. Resulta obvio que la lista de códigos Huffman 
debe formar parte de la operación de decodificación. 

 
Figura B.17. Ejemplo de la codificación Huffman. 
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Los códigos Huffman asignados forman el árbol Huffman haciendo combinaciones con los 
valores de brillo basado en la suma de las frecuencias de ocurrencia. El árbol asegura que los 
códigos más largos se asignen a los brillos menos frecuentes y los códigos más cortos se 
asignen a los brillos más frecuentes. Usando el brillo clasificado en orden de sus frecuencias de 
ocurrencia, los dos del final de la lista (menos frecuentes) se combinan y se etiquetan como 0 y 
1. Los brillos combinados son representados por la suma de las frecuencias de ocurrencia. 
Entonces, se determinan y se combinan las próximas dos frecuencias de ocurrencia más bajas. 
De nuevo, el siguiente par se etiqueta con 0 y 1, y es representado por la suma de las 
frecuencias de ocurrencia. Esto continúa hasta que todos los valores de los píxeles se han 
combinado. El resultado es un árbol que, cuando se sigue del final hasta el principio, indica el 
nuevo código Huffman binario para cada brillo en la imagen, figura B.17. 

B.3.3.2 Codificación aritmética 
La codificación aritmética sortea algunas de las limitaciones básicas de la codificación 
Huffman. Por ejemplo, considere un símbolo sumamente frecuente de probabilidad 0.95, la 
palabra más corta que el código Huffman puede asignar tiene largo 1, mientras que de acuerdo 
con la teoría sólo se necesitarán  bits para codificarla, pero . 
La codificación aritmética fusiona secuencias enteras de símbolos y los codifica como un único 
símbolo para superar esta dificultad; de esta manera alcanza resultados casi óptimos para ésta y 
cualquiera otra distribución de probabilidad. 

( 95.0/1log2 ) ( ) 075.095.0/1log2 <

En la codificación aritmética, una secuencia de símbolos es codificada como un número real en 
un intervalo de cero a uno. Con la codificación aritmética típicamente se obtiene mejor relación 
de compresión que con una codificación Huffman, debido a que una codificación aritmética 
produce un único símbolo como resultado del proceso de codificación, mientras que una 
codificación Huffman produce un código por cada símbolo [95]. 

En la codificación aritmética no existe una correspondencia biunívoca entre los símbolos fuente 
y las palabras código. En cambio, se asigna una sola palabra código aritmética a una secuencia 
completa de símbolos fuente. La propia palabra código define un intervalo de números reales 
entre 0 y 1. Conforme aumenta el número de símbolos del mensaje, el intervalo utilizado para 
representarlo se va haciendo menor y se va incrementando el número de unidades de 
información necesarias para representar dicho intervalo. Cada símbolo del mensaje reduce el 
tamaño del intervalo según su probabilidad de aparición. Puesto que esta técnica no requiere, 
como sucedía con la técnica de Huffman, que cada símbolo de la fuente se traduzca en un 
número entero de símbolos del código (esto es, que los símbolos se codifiquen uno a uno), se 
alcanza (sólo en teoría) el límite establecido por el teorema de codificación sin ruido. 

La codificación aritmética es una técnica de codificación estadística sin pérdida. Existen pocas 
desventajas o limitantes en la codificación aritmética: una de ellas es que el código completo 
debe ser recibido para comenzar el proceso de decodificación; además, si un bit del código es 
erróneo, el mensaje entero también lo será. Otra restricción es que existe un límite en la 
precisión del número que representará al código, lo que limita el número de símbolos que 
pueden ser codificados dentro de un código. 

El algoritmo básico de una codificación aritmética es el siguiente: 

1. Se define un intervalo [  y se inicializa a )HL, [ )1,0 . 
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2. Por cada símbolo de entrada, se llevan a cabo los siguientes pasos: 

i. Se subdivide el intervalo [ )HL,  en sub-intervalos, uno por cada símbolo. El 
tamaño del sub-intervalo de un símbolo es proporcional a la probabilidad 
estimada del mismo. 

ii. Se selecciona el sub-intervalo correspondiente al símbolo entrante al codificador 
y se hace un nuevo intervalo. 

iii. Se transmiten suficientes bits para distinguir el intervalo final de otros intervalos 
finales posibles. 

Un codificador aritmético debe trabajar en conjunto con un modelo que determine la 
probabilidad de cada elemento en una secuencia de símbolos; de esta forma, el código final será 
una secuencia de decisiones y en cada punto de decisión se estima la probabilidad de cada 
elemento. El codificador entonces usa el conjunto de probabilidades para codificar la decisión 
actual. 

La longitud del archivo codificado depende del modelo para estimar la probabilidad y cómo es 
usado. La mayoría de los sistemas de compresión con codificación aritmética, estiman la 
probabilidad p de un símbolo mediante: 

secuencialaen símbolosde totalnúmero
símbolo del esrepeticion de número

=p  (B.39) 

Este modelo puede ser codificado en p2log−  bits usando codificación aritmética. La forma 
más comúnmente usada para estimar la probabilidad es la adaptativa (estimar la probabilidad de 
cada símbolo basada en todos los símbolos que la preceden). 

En el paso dos es necesario calcular el sub-intervalo correspondiente al símbolo actual . Para 
lograr esto es necesario obtener las probabilidades acumuladas: 
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(B.40) 

Entonces el nuevo sub-intervalo será: 

( ) ( )[ )LHPLLHPL NC −+−+ ,  (B.41) 

Sea M una secuencia de símbolos cuyo alfabeto es dcbaA ,,,= . Las probabilidades de los 
símbolos en un mensaje son: 

( ) 5.0=aPM , ( ) 25.0=bPM , ( ) 125.0=cPM , ( ) 125.0=dPM . 

La figura B.18 y tabla B.2 muestran la inicialización del intervalo [ ) [ )1,0, =HL  en función de 
las probabilidades de los símbolos del alfabeto A. 
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Figura B.18. División del intervalo . [ )1,0

 

 
Figura B.19. Flujo del algoritmo de codificación aritmética para la secuencia abaabcdaM = . 

 
Tabla B.2. Inicialización del intervalo [ . )1,0

Símbolo fuente Probabilidad Sub-intervalo inicial 
a 0.5 [ )5.0,0  
b 0.25 [ )75.0,5.0  
c 0.125 [ )875.0,75.0  
d 0.125 [ )1,875.0  

La figura B.19 muestra el flujo que sigue el algoritmo de codificación aritmética para la 
secuencia de símbolos , el cual hace uso de las ecuaciones B.40 y B.41 para 
determinar los sub-intervalos intermedios y el intervalo final. El intervalo final resultante es 

; se puede utilizar cualquier número que esté dentro del sub-
intervalo, como por ejemplo el 0.272399902, para representar el mensaje. 

abaabcdaM =

[ )2723999024.0,2723388672.0

En el mensaje codificado aritméticamente de la figura B.19, se utilizan nueve dígitos decimales 
para representar el mensaje de ocho símbolos. Esto se traduce en 10/8, ó 1.11 dígitos decimales 
por símbolo fuente, lo que se aproxima bastante a la entropía de la fuente, que resulta ser de 
0.978 dígitos decimales por símbolo. Conforme aumenta la longitud de la secuencia a codificar, 
el código aritmético resultante se aproxima al límite establecido por el teorema de la 
codificación sin ruido. En la práctica, existen dos factores que hacen que el rendimiento de la 
codificación se aleje de este límite:  

• La inclusión del indicador de fin de mensaje, necesario para separar un mensaje de 
otro. 

• La utilización de una aritmética de precisión finita. 
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