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Resumen

Este documento muestra el disenio y simulacién de controladores robustos, basa-
dos en técnicas de modos deslizantes y saturaciones para la ejecucion de diver-
sas tareas en sistemas electromecdanicos subactuados, teniendo como principales
bancos de prueba al carro péndulo y al motor de corriente directa con péndulo
simple rigido. Se muestra una técnica secuencial basada en saturaciones para
la estabilizacién de sistemas con estructura de cascada, se parte de un ejemplo
trivial de primer orden, se escala al motor DC y finalmente se llega a su ge-
neralizacién a sistemas de orden enésimo de tipo cascada de integradores con
perturbaciones, clasificacién en la cual encajan sistemas como el carro péndulo,
el péndulo de Furuta, el sistema bola-viga y en general muchos otros del tipo no
electromecanico, a los que pueda ser asociada este forma de linealizacién par-
cial. Asimismo se propone una estrategia de control adaptable para obtener una
estimacién de las perturbaciones propias y externas al sistema, esto es logrado
mediante la incorporacién de un observador basado en modos deslizantes, la im-
plementacion de este ultimo controlador se realizé en un prototipo experimental
ubicado en las instalaciones del CINVESTAV. Todos los resultados propuestos
son respaldados con publicaciones en revistas arbitradas y congresos nacionales
e internacionales.



Abstract

This document shows and develops robust control techniques inspired by sli-
ding modes and saturation techniques, the objective is to implement a wide
range of tasks by means of electromechanical underactuated systems, the main
test bed systems are the inverted pendulum on a cart and DC motor with an
attached rigid pendulum. Is offered a sequential technique based on saturations
for stablishing cascade structure systems, starting from a trivial one degree sys-
tem, scaling to a DC motor and finally reaching to n-order integrator cascade
systems with perturbations, mathematical classification where is founded the
cart pendulum system, the Furuta pendulum, the ball and beam system and
so far, many other includinng non electromechanical systemes but partially li-
nearized with feedback techniques. As well is proposed an adaptative control
strategy for stimating inner an outer perturbations based on sliding mode ob-
servers, particulary, this counts with experimental results in a real DC motor
with pendulum from CINVESTAV. As it was written, all this proposals are
supported by international and national arbitrated publications and congresses.
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(losario

Control : Aplicacién de la teoria de sistemas para inducir comportamientos deseados en
sistemas fisicos [153, 150, 184].

Grado de Libertad: El nimero minimo de estados que se necesitan para determinar
completamente el modelo fisico de un sistema [152, 200, 235, 184].

Actuador: Dispositivo capaz de transformar energia hidrdulica, neumética o eléctrica en
la activaciéon de un proceso con la finalidad de generar un efecto sobre un proceso automati-
zado [44, 40, 184].

Observador: Son algoritmos de estimacién, que calculan propiedades no medibles de
un sistema a partir de sus entradas y salidas. Pueden ser de estados, paramétricos y de
perturbaciones [219, 62].

Filtro : Es un discriminador de dindmicas ruidosas o parasitas las cuales, en general,
poseen un comportamiento frecuencial mucho mayor que el sistema donde inciden [183, 119].

Estabilizacién: Comportamiento de los sistemas para responder con una salida de mag-
nitud limitada ante una entrada también limitada [111, 223].

Regién de atraccién: Para un sistema estable, es el conjunto de todos los puntos que
verifican que las trayectorias que se inician en ellos, convergen al origen [111, 223], es decir
R, = {xo € R"|lim;—,o0 z(t, x09) = 0}

Método de Lyapunov: Conceptos de estabilidad para sistemas dindmicos propuestos
por Aleksandr Lyapunov en 1892 [133, 184].

Seguimiento: Problema fundamental del control automédtico donde el objetivo es que
las variables a controlar sigan un comportamiento variante en el tiempo, predefinido por el
operador sin importar la incidencia de perturbaciones [219, 104].

Regulacién: Problema fundamental del control automético, donde el objetivo es hacer
que las variables a controlar, lleguen a un valor deseado y permanezcan en este valor sin
importar la incidencia de perturbaciones [219, 104].

Punto de equilibrio: En la teoria de las ecuaciones diferenciales, se define como aquel
punto zy que dada una ecuacién & = f(x), satisface que f(z¢) = 0, se clasifican en estables,
inestables o puntos de silla [219, 235, 28, 65].



Punto de operacién : Configuracién dindmica que satisface caracteristicas de uso y
diseno también llamadas especificaciones de operacién, un sistema puede tener muiltiples
puntos de operacién que satisfagan un requerimiento dado, el mds comun e importante de
ellos es el punto de equilibrio llamado estado estable, son de suma importancia para efectuar
linealizacién y planificacién de trayectorias [219, 185].

Pasividad: Capacidad de un sistema para consumir pero no producir energia [162, 26,
101, 184].

Sigmoide : Funciones matemaéticas acotadas, con forma de "s", caracterizadas por poseer
una primer derivada o aproximacién de derivada con simetria par [93, 184].

Saturacién: Un tipo de funcién sigmoidal que en su forma simétrica respecto a ordenadas
y abscisas es definida como y = S[z] = x si |z| < ¢;de otro modo y = ksign(x), donde < es
un valor limite seleccionable en el eje horizontal y k, es un valor limite seleccionable para el
eje vertical [68].

Linealizacién : Aproximacién lineal de una funcién no lineal [146, 219].

Tiempo Finito: Se dice que un sistema @ = f(z)+ g(u) es estabilizable en tiempo finito,
si existe una funcién u tal que el origen x = 0 del sistema en lazo cerrado es alcanzado en un
modo no asintético y generalmente dependiente de la estructura paramétrica de u [98, 161].

Perturbacién: Variables incidentales, propias o ajenas al sistema, pero que pueden influir
en su comportamiento y no se pueden controlar al menos en forma directa. Normalmente no
son consideradas en el modelado y la simulacién [111, 223].

Robustez: Es la capacidad de un sistema o controlador para sobrellevar los efectos de
incertidumbres no modeladas [83, 37, 254].

Adaptabilidad: Es la capacidad de una ley de control para estimar los pardmetros vari-
ables o desconocidos en un proceso de forma numérica y mantener su adecuado funcionamien-
to [117, 222, 31].

Modos deslizantes: Es un método de control no lineal que altera la dindmica de un
sistema mediante la induccién de senales discontinuas, forzando al sistema a deslizarse en
una seccién limite de su configuraciéon, denominada "superficie de deslizamiento". Se dice
que las senales de control son discontinuas o de estructura variable porque intercalan de una
configuracién a otra con base a la medicién actual de los estados, siendo la llamada superficie
de deslizamiento una zona de frontera entre dichas configuraciones [68, 214, 82, 241, 75].



Capitulo 1

Introduccion

Este capitulo trata sobre el objetivo general y los objetivos particulares de la tesis. Asi
mismo, presenta la justificacién que da origen a este documento y las consideraciones hechas
a lo largo del texto.

1.1. Motivacién y objetivos

El objetivo principal de esta tesis consiste en el disefio, simulacién y/o prueba ex-
perimental de controladores robustos ante cierto tipo de perturbaciones y, de forma muy
concreta, a aquellas relacionadas con dindmicas no modeladas en las coordenadas libres de
algunos sistemas subactuados, tal y como lo es la friccién lineal dindmica (ver apéndice A.4),
siendo este disenio extensible desde casos muy particulares y simples, como lo es el motor de
corriente directa, hasta sistemas de mayor complejidad, como lo es la familia de péndulos
invertidos, teniendo como caso particular el carro péndulo [27, 180]. La demostracién de esta-
bilidad estard basada en el método de Lyapunov y otras técnicas compatibles con estructuras
matemdticas similares a la de cierta clase de ecuaciones diferenciales del tipo Euler-Lagrange
o Hamilton.

Objetivos particulares:

= Disenar controladores robustos estables para el sistema de motor de corriente directa,
extensibles al sistema electromecanico de péndulo invertido rigido de masa constante.

= Disenar controladores robustos estables para el sistema mecdnico subactuado de tipo
carro péndulo.

= Emplear las metodologias de control por saturaciones, ya sean anidadas o paralelas.

= Emplear al menos un algoritmo de tipo adaptable y uno del tipo robusto para la com-
pensacién de perturbaciones endégenas y exdgenas.

El presente documento se enfoca en el disefio de controladores robustos del tipo analitico
(es decir, basados en herramientas del cdlculo vectorial y las ecuaciones diferenciales) para un
concreto grupo de sistemas electromecdnicos, a saber, el motor de corriente directa y el carro



péndulo, no implicando que referidos controladores estén restringidos a dichos mecanismos; sin
embargo, estos se eligieron de entre muchos otros por su facil extensién a electromecanismos
mads complicados. A diferencia de la literatura revisada en el drea de la teoria del control
automadtico, esta tesis incluye el anédlisis de perturbaciones usualmente omitidas, tales como
lo es el tratamiento de la friccién en las coordenadas subactuadas [51, 132]. Es de mencionarse
que este tipo de perturbaciones suele ser referido como no acoplado o unmatched [68, 71]. Se
entiende por perturbacién acoplada a aquella que actiia en las mismas coordenadas que las
variables de control y, por tanto, su efecto puede compensarse directamente. En contraparte,
el efecto de las perturbaciones no acopladas, requiere de un proceso mas complejo en el diseno
del control, para lograr su atenuacién o completa supresién.

Como es sabido, en el area del control automético, la robustez ante perturbaciones es
uno de los retos mds importantes, de ahi que existan dos importantes técnicas para contrar-
restarlas: la adaptable, es decir, por efecto de compensacién, y la robusta o por efecto de
dominaciéon. Ambos tipos de control son a su vez estudiados y divididos en cuatro subcat-
egorias en [29, 30]. Las perturbaciones pueden ser debidas al propio sistema, al controlador
utilizado o a la interaccién de ambos, pueden provenir también de los sensores utilizados o
incluso, y ain més preocupante, de dindmicas no modeladas.

Esta tesis presenta el disefio de tres tipos de controladores, uno de ellos compensa cierto
tipo de perturbaciones acopladas y no acopladas mediante la inclusién de un observador
basado en modos deslizantes a manera de mecanismo de adaptacién; otro méds aborda una
técnica de control de tipo robusto, dado que, mediante el concepto de alta ganancia aplicado
a funciones sigmoidales, muestra robustez por superioridad ante perturbaciones acopladas y
no acopladas, en tanto se encuentren acotadas en magnitud; finalmente se aborda el diseno
de un tercer controlador, también de tipo dominante, cuya principal caracteristica es que
permite compensar perturbaciones del tipo acoplado y no acoplado, a pesar de que éstas no
exhiban acotamiento de amplitud, a condicién de que sean positivas.

Como se coment6 anteriormente, hasta este momento los trabajos previos excluyen partes
de importancia nodular para el desempeno de los controladores. Una de ellas suele ser la
perturbacién por los efectos de distintos tipos friccién. De hecho, en el estado del arte referente
a sistemas subactuados, se suele despreciar la friccién de las coordenadas no actuadas (ver
apéndice A.4). Ello conlleva a muchas perdidas de desemperio del controlador propuesto
pues, de hecho, existen publicaciones que muestran cémo tal disipacién puede desestabilizar
al propio sistema [247, 246].

1.2. Justificacién

Dos elementos fundamentales en el disefio de esquemas de control son el modelado y
la sintesis de leyes de control. Esta tesis se enfoca al diseno de algoritmos de control para
sistemas electromecénicos subactuados [157] .

Se dice que un sistema con n variables de configuracién, para el cual el vector de control
tiene dimensién menor a n, es subactuado [200].



Para comprender el concepto de subactuacién relativo al rubro mecédnico es necesario
definir el concepto de pose:

Pose, Fig(1.1), es la cantidad admisible de traslaciones y rotaciones de un objeto. En
el mundo bidimensional, la pose estd compuesta de tres grados de libertad: es decir, dos
traslaciones y una rotacién. En el tridimensional es de seis grados de libertad, es decir, tres
traslaciones y tres rotaciones.

z
; \
i N
r, <O
M
= X
rZ -» X
3GDL

6GDL

Figura 1.1: Pose en 2D y 3D

Los sistemas subactuados aparecen por alguna de las siguientes razones o combinacién de
las mismas: [144, 217, 90:

s Naturaleza de la movilidad
= Fallo

= Economia

Cabe mencionar que en la naturaleza, explicado bajo el conocido principio de minima
accion, casi todos los seres vivos presentan muiltiples tipos de subactuacién [235].

La importancia de su estudio radica en que una gran clase de modelos presentan este
fenémeno, de entre ellos se pueden mencionar las distintas configuraciones de vuelo de diversos
aeromecanismos, el desplazamiento de la mayorfa de los vehiculos y el proceso de humano de
caminado [43, 109].
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S1 bien existe una enorme cantidad de trabajos enfocados al control de sistemas mecédnicos
subactuados, en su gran mayoria estos dividen la tarea de estabilizacién en dos segmentos:
uno relativo a llevar al sistema en las proximidades de la zona de estabilizacién y el otro en
mantenerlo alrededor de la misma. Ambas tareas son conocidas como swing-up y regulacién
alrededor de punto o trayectoria de operacién segin sea requerido (seguimiento y regulacion).
La presente tesis tiene por objetivo desarrollar controladores que logren ambas tareas me-
diante la aplicacién de una sola ley de control, la cual por si misma ya es de naturaleza
conmutable.

La mayor contribucién de esta investigacién y sus publicaciones derivadas, consiste en la
supresion, o al menos gran robustez ante el efecto de los términos de friccién desconocidos,
asi como ante perturbaciones externas o internas al sistema incidentes en las coordenadas
subactuadas, de lo cual puede aseverarse que existe un drea poco explotada a nivel de investi-
gacién, mds alin, se propone su uso en algunas aplicaciones fisicas muy conocidas y extensibles
a modelos mds complejos, por ejemplo, el carro péndulo y el motor de corriente directa.

La tesis se organiza de la siguiente forma: el capitulo 2 presentan un amplio estado del
arte respecto a los temas tratados a lo largo de esta tesis; el capitulo 3, en su cardcter de
marco tedrico, presenta a detalle la definicién y representaciones matematicas generales de los
sistemas electromecdnicos, asi como nociones de control y estabilidad; el capitulo 4 contiene
las contribuciones de esta tesis y, finalmente, en el capitulo 5 se abordan las conclusiones
generales, trabajo a futuro y algunos pormenores de importancia.

1.3. Consideraciones

Se asume lo siguiente:

1. Los sistemas a analizar serdn aquellos del tipo electromecédnico subactuado clases I y 11
de la clasificacién hecha por Olfati-Saber y extensibles bajo ciertas consideraciones a la
clasificacién IV [157]. Su modelo es obtenido al aplicar las técnicas de Euler-Lagrange
o Hamilton.

2. Las perturbaciones son desconocidas pero acotadas.

3. Se dispone la retroalimentacién de todos los estados del sistema, a excepcién de que se
indique lo contrario.

4. La estabilidad es estudiada mediante el método clédsico de Lyapunov.

5. En todos los casos analizados, salvo cuando se indique lo opuesto, el subsistema mecéani-
co es de accién mucho maés lenta que el eléctrico, es decir, el comportamiento eléctrico
puede omitirse.

6. Los sistemas analizados no poseen flexibilidad, es decir, son rigidos.

7. La accién de control y los sensores son lo suficientemente rdpidos como para considerar
un modelo en tiempo continuo mediante ecuaciones diferenciales.
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8. Se asume trasferencia de energfa integra, es decir, no hay perdidas por calor, sonido o
cualquier otra forma de disipacién que no sea la friccion.

Se profundizard en estas suposiciones en los capitulos subsecuentes.
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Capitulo 2

Estado del arte

El presente capitulo aborda el estado del arte y una breve comparativa del contenido de
este documento con respecto a otras publicaciones y tesis.

Sobre el modelado y descripcién de sistemas electromecdnicos subactuados, existe un
considerable acervo [157, 101, 57]. Sobre el control, que es el tema medular de este trabajo, se
debe partir con un anélisis histérico, el cual dard la pauta a lo que conocemos por robustez.

El control es una subdisciplina cientifica enfocada en el disefio de sistemas programables
y/o virtuales de comportamiento estable [219, 106, 48], para inyectarlos en sistemas reales tal
que estos tltimos adquieran un modo de operacién deseado y, desde luego, también estable. Se
dice que es una subdisciplina porque deriva de las matemadticas, la fisica y diversas ingenierias.

Uno de los elementos claves en control es el concepto de estabilidad. Sin duda el instinto
de conservacién es el primer sistema de control conocido; por ejemplo, de hacer calor excesivo
buscamos enfriarnos, si nos enfriamos demasiado buscamos nuevamente calor, de esta manera
es que logramos la estabilizacién de nuestra temperatura. No obstante, existen procesos donde
la intervencién humana es demasiado lenta o riesgosa tanto para el sistema como para el
propio ser humano , es por ello que el control se ha automatizado, es decir, prescindido o
reducido al minimo la intervencién del hombre utilizando en su lugar maquinas.

A continuacion se exhibe una cronologia del control automaético basada en la clasificacién
de [2]:

» Control ON/OFF: Como ya se menciond, todo ser vivo lo lleva implicito, pero sus apli-
caciones més relevantes en procesos y sistemas tuvieron lugar durante la revolucién
industrial, porque précticamente los controladores eran mecanismos complejos dedica-
dos a regular el flujo de vapor en barcos y trenes. Es conocido el regulador centrifugo
de Watt desarrollado en 1788 [36]; aunque es la familia de controladores mds vieja y
muchos pudiesen considerarla deficiente, en la actualidad ha dado lugar al desarrollo
de controladores inteligentes de tipo difuso o neuronal.

= Estabilidad de ecuaciones diferenciales: Durante mucho tiempo se desarrollé teoria
matemadtica totalmente deslindada del control como hoy lo conocemos, de hecho, las
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ecuaciones diferenciales actualmente son el equivalente matemdtico del control. To-
da esta teorfa simplemente buscaba encontrar solucién a ecuaciones diferenciales para
aplicaciones especificas, eso o cuando menos indicar que la ecuacién diferencial y, desde
luego, el sistema fisico asociado posefan puntos estables, fue entonces que se desar-
rollaron técnicas cualitativas y cuantitativas. En 1868, por ejemplo, Maxwell creé un
modelo matemadtico para dar explicacién al regulador de Watt; Routh, en 1877, disené
un criterio de estabilidad, en 1893, Lyapunov publico su teorfa de estabilidad; en 1895
Hurwitz inventa un método tabular de estabilidad compatible con Routh , en 1932,
Nyquist disené métodos para demostrar estabilidad basados en frecuencia; en 1940,
Bode crea un método grafico compatible con las ideas de Nyquist, en 1948, Evans de-
sarrolla las bases de lo que hoy en estabilizacién lineal se conoce como lugar geométrico
de las raices; en 1957 Bellman extiende los conceptos previos a sistemas discretos y con
retardos de transmisién; en 1958, Pontryagin introduce el cédlculo variacional, en 1960
Kalman da la pauta para expandir todo el conocimiento previo a los sistemas naturales
(es decir, no lineales). Véase [36, 35, 34].

= Control PID: Casi por mas de un siglo, a partir del regulador de Watt, el control se
estanco en la teoria ON/OFF. No fue sino hasta 1911 que Elmer Sperry disend el primer
controlador PID y, ain mads, hasta 1922 Nicolas Minorsky publicé un articulo formal
sobre el funcionamiento del PID[36, 35, 34].

Este es el primer control robusto del cual se tiene conocimiento. Se dice que es robusto,
porque presenta cierto grado de insensibilidad respecto a perturbaciones de tipo interno y/o
externo.

Una perturbacién es cualquier accién indeseable que puede o no ser medible sobre el
sistema. Toda perturbacién ocurre debido a que en todos los modelos matema&ticos cono-
cidos existe un grado de incertidumbre no modelada, que suele generar efectos adversos al
desempeno para el cual se idealizaron los disenos.

La robustez del PID radica en que es un control de tipo dominante, es decir, mediante la
adecuada seleccién de ganancias, se fuerza al sistema a tener un efecto abrumativo respecto a
las perturbaciones. Sin embargo, si las perturbaciones ocurren muy rapido o presentan picos
de magnitud grande (por ejemplo impulsos), el PID pierde parcial o totalmente su robustez.

Otra ventaja que mantuvo por algunas décadas al PID como controlador lider es que
para su aplicacién sélo necesita de la medicién del error de operacién y de ningiin pardmetro
asociado al sistema, por ello incluso se le nombré “controlador universal” [151, 153, 116, 150,
25, 148].

= Controladores Adaptables: Con ellos se desarrolla la robustez compensativa, es decir,
técnicas que intentan cancelar el efecto de las perturbaciones incluyendo una accién
opuesta en magnitud, esto significa que en vez de dominar las perturbaciones como en
el caso del PID, esta familia de controladores pretende contrarrestarlas.

Quizds los primeros tipos de control adaptable fueron aquellos de compensacién gravita-
toria. Dado que algunos brazos manipuladores venian solo con controladores PD, el efecto de

14



la gravedad mermaba su desempeno; no obstante este efecto podia medirse y ello permitia
obtener un estimado de las fuerzas gravitatorias, este estimado se inyectaba a los motores y
con ello se realizaba una compensacién [110, 228, 59, 205, 206, 215]

Este tipo de controladores tiene la desventaja de requerir parcial o totalmente el modelo
matemadtico del sistema a controlar y esto, como consecuencia, los vuelve particularizantes.
Ello implica un rediseno del control para cada sistema e incluso para cada condicién de
operacién de un mismo sistema.[222, 99, 110, 117, 21, 254, 60, 165, 62, 61].

= Controladores por modos deslizantes: Surgen en los afos 60 como un esfuerzo por
combinar la universalidad y versatilidad del PID con el funcionamiento intuitivo y de
alta velocidad de los controladores ON/OFF (eso y el hecho de que la tecnologia de
la época se basaba en relevadores cuyo principio de operacién solo admite encendido y
apagado).

Técnicamente pueden ser considerados como PIDs con ganancia “infinita”, de ahi su
robustez, pues son altamente dominantes frente a las perturbaciones, en semejanza al PID
también pueden ser considerados controladores universales, dado que para su operacién no
es necesaria la inclusién del modelo matemético sino simplemente proveer la informacién del
error, en particular, sélo el signo, no la magnitud.

El diseno de controladores por modos deslizantes [240, 131, 241, 214, 82, 68| se basa
en la funcién signo y ello mismo es su desventaja dado que el comportamiento de efecto
discontinuo de esta funcién, asi como detalles concernientes a no derivabilidad, producen
fenémenos inherentes, segun sea el sistema en que se aplique, ya sea de castaneo (chatering),
perdida por calor y/o vibraciones. [173] ).

= Controladores por moldeo de energia:

En 1981 Takegaki y Arimoto introducen el concepto de control por moldeo de energia
[234].

En este tipo de controladores la robustez no es tan alta dado que son variantes del PID (de
hecho consideran al PID como un caso particular). Estos controladores requieren informacién
especifica del sistema para el cual son disenados, sin embargo, permiten un acople eficiente de
la energfa suministrada, respecto a la requerida para la realizacién de una tarea, as{ como un
desempeno relativamente suave, en muchas ocasiones son particularizantes y solo funcionan
para un sistema o una familia de sistemas para los cuales sean disenados. Son altamente
complejos, tanto de calcular como de implementarse.

En [166], se demuestra que la familia de controladores por moldeo de energia es un caso
particular de la familia IDA-PBC (Interconnetion and damping assigment, passivity based
control, siglas en ingles de Controlador basado en pasividad mediante la asignacién de inter-
conexién y amortiguamiento) [88, 204, 67, 27, 200, 72, 164, 86, 166, 168, 53, 199, 103, 166,
90, 42, 41, 66, 33].

Cabe mencionar que un producto adicional de esta tesis respecto al tema de IDA-PBC
puede hallarse en [12]
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Otras lecturas de interés y aplicaciones al respecto de mencionada publicacién son [78,
45, 239, 3, 190, 211, 118, 170, 20, 24, 39, 79, 81, 23, 80]

Estos controladores se basan en el principio de transferencia de energfa [162, 26, 204, 192,
74, 101, 138].

= Controladores por modos acotados:

La razén de destacar esta clase de controladores se debe, a que en mayor medida serdn
del tipo a desarrollar y disenar a lo largo de esta tesis. En los noventas, como un intento
de suavizar el efecto de los modos deslizantes y mantener sus bondades, se desarroll la
investigacién de sustitucién de la funcién signo por funciones sigmoidales, las cuales tienen
un comportamiento semejante a la funcién signo pero son derivables y suaves. Ello de algin
modo ayudo a reducir los efectos Zeno y chatering y se inici6 el drea de investigacién en modos
acotados. El nombre se debe a que toda funcién sigmoidal tiene limite inferior y superior a
manera de una letra s, este tipo de controladores terminé siendo una generalizacién de los
modos deslizantes, paraddjicamente solo los modos deslizantes permiten la estabilizacién en
tiempo finito[68, 161, 225, 232, 250, 231, 229, 214].

Existen 2 tipos de modos acotados, los polinomiales y los anidados, esto se abordara en
capitulos subsecuentes [198, 50, 7, 238, 236, 237, 208, 201, 186, 73].

Las definiciones previas permitirdn realizar un diagrama de generalidad para el estudio
de los controladores robustos Fig(2.1) (Nétese que s representa a una funcién sigmoidal)

Puede verse que un controlador robusto puede o no ser adaptable, pero todo control
adaptable ya es robusto al menos ante perturbaciones internas y cierto tipo de perturba-
ciones exégenas acotadas. Puede también notarse que actualmente existen dos tendencias:
buscar una familia general de controladores robustos y buscar controladores robustos con el
desempenio méas suave y eficiente, estos objetivos aparentemente se oponen.

Un controlador puede en la generalidad de los casos asociarse con el disefio de osciladores
armoénicos amortiguados, por ejemplo, si tomamos el controlador més conocido (PD) podemos
observar que es asociable a un sistema resorte amortiguador [46, 219].

PD Sistema Resorte Amortiguador
Kpe + K% | kx + %

El desempernio de una ecuacién diferencial puede juzgarse graficamente con el diagrama
de fase, el cual es bdsicamente una ilustracién de los estados del sistema. Un sistema re-
sorte amortiguador asociado a los controladores mencionados en el parrafo previo adopta el
conocido diagrama de fase correspondiente a una espiral decreciente. Fig(2.2)

Ahora bien, los modos acotados consisten en aplastar la trayectoria en espiral. Fig(2.3).
Esto se logra introduciendo el signo de las magnitudes, con ello se obtiene la llamada superficie
de deslizamiento. Fig(2.4)
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Figura 2.1: Boceto jerdrquico de controladores comunes

2.1. Comparacion de los métodos desarrollados con el estado
del arte

Aunque la cantidad de métodos para el control de los sistemas subactuados es mucho mads
extenso que los aqui descritos, se opta por describir aquellos que representan la mayorfa y
por tanto cobran amplia difusién, relevancia y respaldo cientifico, es decir, estdn presentes en
al menos nueve de cada diez publicaciones, estos son los siguientes:

Método IDA-PBC: Como fue descrito en la seccién previa, es una técnica basada en
la pasividad y utiliza como herramienta de diseno la teorfa de Lyapunov, se sustenta en la
interconexién de un sistema real con uno virtual a traves del moldeo de energia utilizando
como medio el canal de control.

-Ventaja: En general las leyes de control modeladas mediante este método suelen ser
suaves (no presentan efectos de chattering).

-Desventajas y comparativa frente a nuestro diseflo: Este método no es necesari-
amente robusto, dado que en la mayoria de los casos es una generalizacién del PD mads cierto
tipo de compensacién de modelo, por otra parte, demanda un conocimiento preciso del sis-
tema a controlar, por lo cual es sensible a variaciones de modelo, asi como a la incidencia
de perturbaciones y fenémenos disipativos como la friccién lineal y no lineal, para demostrar
esto cabe recordar que el método IDA-PBC es decrito por sus creadores como una técnica de
transformacién entre puertos y es en ese caracter de transformador ideal que no contempla la
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Figura 2.3: Intuicién de modos acotados

incidencia de disipacién energética [89, 204, 169] (véase apéndice A.4). Cabe mencionar que
nuestro diseno si contempla estos efectos, sin embargo el IDA-PBC se ha modificado para
incluir elementos adaptables y con ello ser un poco mds robusto [248, 200, 33|, otra gran
desventaja es la complejidad matemédtica de diseno e implementacién.

Backstepping: Es un método de control basado en la anidacién de funciones de Lyapunov

siempre y cuando el sistema a controlar sea linealizable por retroalimentacién de bloques
estrictamente controlables [113, 187, 253, 139].

-Ventaja: Es una metodologia intuitiva, dado que el controlador se disefia como una
secuencia de estabilizacién en cascada.

-Desventajas y comparativa frente a nuestro disefio: Este método solo puede uti-
lizarse si el sistema adopta la estructura matemadtica requerida (linealizable por retroali-
mentaciéon de bloques estrictamente controlables) y esto no es posible en muchos sistemas
fisicos, de hecho la inclusién de cierto tipo de perturbaciones, le quita dicha propiedad a un
sistema, sin embargo, nuestros métodos explotan, en algunos disefios, la capacidad de vencer
cierto tipo de perturbaciones debido a su naturaleza acotada o evanescente, para ello se aplica

una técnica robusta como lo son las saturaciones o los modos deslizantes y el sistema restante
es controlado via backstepping.
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Figura 2.4: Modos deslizantes, diagramas de fase, tiempo y 3D

Modos deslizantes y acotados: Son un tipo de control robusto basados en control de

estructura variable y limitada.

-Ventajas: Son técnicas que requieren un conocimiento del modelo de nivel medio a nulo,
altamente insensibles a perturbaciones (sobre todo acopladas), adicionalmente son compati-
bles para su implementacion con sistemas reales, dado que contemplan cotas de potencia y
como sabemos todos los actuadores fisicos tienen limites de fuerza y velocidad

-Desventajas y comparativa frente a nuestro disefio: El mayor problema de estas
técnicas es el efecto chattering debido a las frecuencias de conmutacién, sin embargo exis-
ten diferentes métodos para atenuarlas y con ello hacerlas implementables, en esta tesis se
suelen emplear combinadas con métodos de linealizacién y backstepping con el objetivo de
robustificar las leyes de control ante los efectos de las dindmicas no lineales.

Platitud diferencial y otras formas de linealizacién (Taylor, H-infinito, Control
geometrico, etc.): Son técnicas basadas en la premisa de que bajo cierto tipo de trans-
formaciones espaciales, lineales y no lineales, un sistema puede linealizarse puntual, parcial o

totalmente.
-Ventaja: al volver lineal un sistema que no lo es, este puede comandarse mediante técnicas
de control clasico lineal.

-Desventajas y comparativa frente a nuestro diseflo: El mayor problema de estas
técnicas es que no todos los sistemas son totalmente linealizables y el resto de los sistemas
aunque puedan linealizarse alrededor de ciertos puntos de operacidn, si se salen de ese rango
de funcionamiento, no se tiene garantia de un adecuado desempeno. Otra desventaja es que
estos métodos son altamente sensibles a perturbaciones y variaciones en el modelo [91, 47,
126, 195, 4, 189]. Finalmente, atn si se conoce el modelo, si las funciones que lo describen
no son compatibles con las técnicas de linealizacién que utilizan derivadas convencionales
o transformaciones lineales, el sistema no podrd linealizarse. Aqui debe mencionarse que
nuestros métodos son disenados para un rango de operacién parcial, el cual, aunque no
contempla todas las posibles configuraciones de un sistema, al menos es mds versatil que

los métodos puntuales.
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Métodos inteligentes: Son técnicas basadas en competencias y aprendizaje 16gico,
podemos mencionar la légica difusa, redes neuronales y algoritmos evolutivos

-Ventajas: son técnicas relativamente intuitivas, basadas en métodos légicos tal y como
actua un ser vivo, por lo cual el conocimiento del modelo matematico del sistema a controlar
varia desde poco hasta nulo. Son robustas en un rango de operacién amplio y ante perturba-
ciones dificiles de modelar. Finalmente, puede mencionarse que en la generalidad, requieren
menos recursos de procesamiento y energfa que sus contrapartes cldsicas.

-Desventajas y comparativa frente a nuestro disefio: la principal desventaja es que
al ser en su mayoria de tipo intuitivo, no tienen un fundamento matemético sélido para
demostrar que son estables, sin embargo, como ya se ha probado en diversas publicaciones
[130, 92, 182, 111], se ha desarrollado teoria para permitir que sean compatibles y a la vez
complementarias con las técnicas clasicas [129, 128], por ejemplo: el control cldsico puede
actuar en la realizacién de las tareas més rutinarias y demandantes y el inteligente en las de
precisién, sintonizacién automética de ganancias y en la identificaciéon continua de dindmicas
no modeladas o estados no medibles.
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Capitulo 3

Marco tedrico

Este capitulo contiene la teorfa necesaria para introducir al lector en el rubro de los sis-
temas electromecdnicos, concretamente aquellos del tipo subactuado. Asi mismo se presentan
las nociones de importancia refererentes a estabilidad y teorfa de control.

3.1. Sistemas electromecanicos

Fisicamente, un sistema es un objeto complejo cuyos componentes se interrelacionan con
al menos algiin otro componente. Matemdaticamente un sistema puede ser representado por
un conjunto de ecuaciones interdependientes del tipo algebraico, diferencial, integral, mixto,
lineal, no lineal, de primer o enésimo orden, etc.

Un sistema electromecdnico es aquel sistema que posee las propiedades emergentes de
inercia y flujo de electrones. El ejemplo base de este tipo de sistemas es el motor eléctrico,
el cual ya es en si mismo un sistema mecdnico, pero la fuerza que desplaza su eje de giro y
para lo cual fue disenado es de origen eléctrico Fig(3.1).

3.1.1. Modelado de un sistema mediante las ecuaciones de Euler-Lagrange

Para establecer el modelado de un sistema fisico es necesario recurrir a alguna metodologia
matemadtica. Durante siglos se han disenado técnicas equivalentes, como lo son la ecuacién de
la segunda ley de Newton, las ecuaciones de Hamilton, las de Carnot, las de Maxwell-Kirchoff
y las de Euler-Lagrange por citar las mas distintivas [141], ello se resume en la siguiente tabla:

Nombre Ecuacion Asociada
Newton F = ma
Carnot W=0Q+U
Kirchoff V = RI
Euler-Lagrange %(%) _ % —
dg _ 0H
Hamilton dgt_ %pH
i — — 9q

Se recuerda que la igualdad de las ecuaciones mostradas en la tabla previa, manifiestan
la interaccién entre efecto y causa, donde el sistema de control es la causa ( por ejemplo
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Figura 3.1: Motor DC, diagrama electromecénico

fuerza o potencial eléctrico), generando algin efecto en el sistema a controlar (por ejemplo
movimiento), cabe manifestar que todas las representaciones recogidas en esta tabla son de
cardcter conservativo, es decir, en ellas se asume que no hay perdidas; esto es: Newton,
Kirchoff , Hamilton y Euler-Lagrange indican una transferencia directa entre movimiento
y fuerza o potencial y corriente sin contemplar disipaciéon por calor, friccién o alguna otra
forma.

Esta tesis adoptard por método de modelado matemético a la ecuacién de Euler-Lagrange
o las ecuaciones de Hamilton, en algunos casos, de hecho puede deducirse que las ecuaciones
de Hamilton son una representacién en variables de estado de la ecuacién de Euler Lagrange
mediante la transformacién de Legendre [28] .

3.1.2. Sistemas mecanicos subactuados

A partir de este momento se pone en manifiesto otra consideracién de importancia destaca-
ble: a pesar de que esta tesis aborda el control de sistemas electromecanicos, debido a que el
sistema de control se inyecta a través del componente eléctrico y este es generalmente mucho
m4ds répido en respuesta que el sistema mecdnico (esto se debe a las velocidades de respuesta
de disenio de los componentes mecénicos y eléctricos), todos los sistemas referidos a partir de
este punto se analizardn para sus fines practicos como sistemas de tipo mecdnico, a menos
que se indique lo contrario. Esto se verifica a continuacién (ver apendice D):

JO+b0+ kO =1
Li+Ri=V—e
=K1
e:Keé

— JO+ b0+ kO =T (3.1)
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En (3.1) se muestran a la izquierda las ecuaciones electromecdnicas de un motor de cor-
riente directa, obtenibles mediante, Kirchoff o Euler-Lagrange [153, 152], a la derecha se
muestra la ecuacién mecénica equivalente de todo ese sistema cuando la respuesta de los
componentes eléctricos es mucho més rapida que la mecénica, Fig(3.1).

Acotando un poco mads, los sistemas mecédnicos modelables mediante las ecuaciones difer-
enciales de Euler-Lagrange son una enormidad de casos. Dentro de estos, la presente tesis
se limitard a casos particulares de los que admiten la representacién (3.2), conocida como
ecuacién general de robots manipuladores seriados. En ella ¢ € R™®! asf como sus derivadas,
corresponden a los estados del sistema, M(q) € R™", corresponde a la matriz de masas e
inercias asociadas al sistema mecénico C(q, ¢) € R™™ se refiere a los efectos centripetos y de
coriollis, G(q) € R™! es el vector de pares gravitacionales y 7 € R™*les el vector de entrada
al sistema

M(q)i+C(q,9)q+Glq) =T (3.2)

Si fijamos nuestra atencién en la entrada al sistema, pueden existir tres casos: completa-
mente actuado si m = n, hiperactuado si m > n y subactuado si m < n, esta tesis se enfocarsd
en el disefio de controladores para sistemas mecdnicos subactuados. [157, 57, 101, 249, 194, 56].

En la literatura existen dos clasificaciones para este tipo de sistemas: la de Olfati-Saber
y la de Choukchou [57]. Esta tesis, asi como el disefio de los controladores esta basada en la
clasificaciéon de Olfati-Saber [157], la cual se sustenta en la estructura que el sistema en su
modelo matemdtico adopte una vez transformado a variables de estado.

3.1.3. Transformaciones lineales de sistemas subactuados

La idea de las transformaciones consiste en facilitar el diseno de controladores, de esta
forma, si en un espacio cierto sistema conlleva dificultades matemadticas y fuerte presencia
de no linealidades, es posible la existencia de transformaciones (cambio de variables) que
permitan describir el mismo sistema en otro espacio, de tal manera que las no linealidades se
cancelen en forma total o parcial.

Algunas de las técnicas mds utilizadas son [146, 191, 216]:
= Linealizacién por Jacobiano.

= Linealizacién Entrada-Estado.

= Linealizacién Entrada-Salida.

= Linealizacién Carleman.

= Linealizacién por series de Lie: Esta técnica es particularmente 1til en los métodos de
platitud diferencial.

m Técnicas iterativas.

= Linealizacion por retroalimentacién: En esta técnica estdn basadas las transformaciones
de Olfati-Saber, ttiles en gran parte de los controladores de esta tesis.
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= Linealizacién por cambio de variables.

= Linealizacién tangencial.

Variables de estado

Matemadticamente, todo sistema escrito mediante ecuaciones diferenciales admite una rep-
resentacién alternativa en variables de estado, de hecho esta representacion es la clave para
transformar entre la metodologia de Euler-Lagrange y la de Hamilton. Véase [162, 224].

La representacion en variables de estado es una representacién matematica en la que las
variables del sistemas se encuentran relacionadas por ecuaciones diferenciales de primer orden
[220, 91, 111, 54]. La representacién en variables de estado de un sistema no es tnica; por
lo general, en un sistema mecédnico se eligen la posicién y sus derivadas, el niimero minimo
de variables de estado a utilizar equivale a la suma de los ordenes diferenciales maximos de
cada una de las ecuaciones que describen la dindmica del sistema.

Tomemos como ejemplo, la conocida ecuacién de la segunda ley de Newton (3.3). Esta
puede ser vista como una ecuacién algebraica si la variable de referencia es la aceleracion a,
o bien, como una ecuacién diferencial de primer orden si es la velocidad v. Finalmente, es de
orden 2 si se analiza la posicién g, por tanto, respecto a este ultimo referente y de acuerdo a
la metodologia presentada en [153, 152, 219] son requeridas 2 variables de estado.

F =ma =m0 =mg (3.3)

Asi, el sistema (3.3), analizado respecto a la posicién, admite la siguiente representacion
en variables de estado

T

l\?'>—‘
I
33

T

donde las variables de estado son: x1 =qy x

)
I
.
I
<

Sistemas lineales y no lineales

El modelo general asociado a un sistema mediante la representacién en variables de estado
es (3.4) [230]:

T = f(x,u) (3.4)

Se dice que un sistema es lineal si el modelo matemdtico asociado a (3.4) satisface el
principio de superposicién, es decir, que su modelo matemadtico admite una representacién
del tipo (3.5) [196, 219, 111]

& = Ax + Bu (3.5)
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Donde A, B son respectivamente matrices cuyos elementos son independientes de los
estados . A y B son conocidos como matriz de estados y de control, el termino lineal hace
referencia a que la ecuacién (3.5), en su forma escalar, es asociada con la ecuacién de una
linea recta

t=Arxr+Bu—y=ar+5b

Los siguientes son ejemplos de sistemas lineales con respecto a x:

2
T = g + Vot —I—am%
Vp = Vog + Qzt

z | |1t To % .
[Ux]_[o 1][Uom}+[t}ax—Ax+Bu

este sistema de ecuaciones describe la cinemadtica lineal de una particula en una dimensién
asf como su representacién en variables de estado

El siguiente sistema, ficticio y mostrado con fines didécticos, introduce el concepto de
invariancia temporal. Un sistema invariante en el tiempo se denomina estdtico y en caso
de cambiar con dicha variable se denomina dindmico. Puede notarse que, a pesar de ser un
sistema variante en el tiempo, sigue siendo lineal.

[ . ] - [ iﬁ?fff 1nt<2t> ] [ - ] " [ tan(t) ]“

El siguiente sistema es un ejemplo no lineal de la forma (3.4), pues su matriz A o B
contienen uno o més elementos dependientes de los estados :

[ Z:; ] - [ cozl(t) lntt) ] [ Z; ] * [ @ t;n(t) ]“

Existen sistemas del tipo (3.5) que ain cumpliendo las caracteristicas de linealidad de-
scritas son no lineales, pues conmutan entre modelos. Un ejemplo son los convertidores eléc-
tricos Fig(3.2). Véase [220]

[41]2[10,] —<1—1U>inl]+[%]E 50

72 C ~RC q2

donde U es el conjunto discreto asociado a un interruptor que conmuta entre los dos
valores 0 y 1.

Los sistemas de la ecuacién (3.6) se mencionan porque algunos tipos de controladores
obligan al sistema a adoptar este comportamiento [82, 214, 68].
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L u=0

u=1

Figura 3.2: Convertidor boost Sira-Ramirez

En control, los sistemas del tipo & = f(z) + g(u), también conocidos como sistemas
afines, son casos deseables del sistema (3.4), pues bajo ciertas transformaciones admiten
linealizaciones parciales [227, 91, 157, 181]. Muchos sistemas subactuados admiten este tipo
de linealizaciones y con ello facilitan relativamente el diseno de controladores [155, 154, 208,
156, 15, 49, 50, 236, 237].

Formas de Brunovsky

Una representacién lineal particularmente 1til en control, pues representa el sistema en
funcién de una serie de integradores sucesivos, empleada a lo largo de esta tesis, debido a que
una amplia familia de sistemas mecédnicos puede ser llevada a ella, es la forma de Brunovsky
(3.7) [181, 184, 153, 140, 150, 196].

& = Az + Bu (3.7)
con
0 1 0 0 [0 ]
0o 0 1 0 0
A= 1 B=1|0
0 0 0 0 0 1]

el siguiente sistema es un ejemplo escrito en la forma lineal canonica de Brunovsky, tal
disposicién también es conocida como de retroalimentacién estricta

Q1 010 q1 0
g | =100 1 @ |+ 0 |u
g3 0 0O q3 1

Clasificacion de los sistemas subactuados

Previa clasificacion, es necesario definir el concepto de holonomia y no holonomia, debido
a que ello permite realizar una tabulacién con base a las caracteristicas matematicas que
adoptan los sistemas subactuados. Fisicamente se entiende que un sistema holonémico (del

26



griego: ley-nomia, total-holo o totalmente controlable) es capaz de modificar su direccién in-
stantaneamente (sin considerar la inercia, puramente bajo efectos cineméticos). Un automovil
se considera no holonémico lateralmente dado que para desplazarse en ese sentido requisita
la realizaciéon de multiples maniobras:

Considérese un sistema de la forma

G=f(d,q,u) (3.8)
El sistema se considera holonémico si existen restricciones de movimiento y estas restric-
ciones pueden expresarse en la formas:
h(g,t) = 0 (3.9)
En caso opuesto, el sistema es no holonémico.
El que un sistema no sea holonémico implica que las restricciones no pueden expresarse

como la derivada de alguna funcién de sus coordenadas generalizadas, no pudiendo, en con-
secuencia, ser resuelto por integraciéon. Como ejemplo tomemos el siguiente sistema:

i‘l = ux2
i‘g = —Uury

Puede comprobarse que el sistema obedece la siguiente restriccién

r121 + x99 = 0

Al integrar esta ultima ecuacion, se obtiene la restriccién holonémica

:c%—l—x%:QC'

Donde C es una constante de integracién

Como contraejemplo notese que el siguiente sistema:

.fl = Ul
.ii?g = U9
T3 = T1U — ToUl

La restriccion de velocidad asociada es por tanto:

1‘11‘2 — :1321‘1 — :tg =0

Debido a que esta restriccién no puede integrarse, verificamos que es un sistema no
holonémico, los sistemas subactuados presentan no holonomia de aceleracién, es decir, la
combinacién de sus velocidades y posiciones no puede ser expresada como una ecuacién al-
gebraica h(q,q,t) = 0 [176] o, en modo equivalente, sus grados de libertad controlables son
menores a los no controlables.
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Algunos casos particulares de la ecuacién (3.2), basados en las transformaciones de lin-
earizacién parcial de Spong [227] y ciertas propiedades de simetria, presentes en sistemas
subactuados, se ilustran a continuacién Fig(3.3) [157]. En dicha figura, la primer columna
hace referencia al nombre de la familia; la segunda columna a la estructura matemaética que
adoptan las ecuaciones una vez normalizadas; la tercera corresponde al tipo o tipos de control
mds adecuados o utilizados en relacién a la forma normalizada que presenten las ecuaciones
del sistema; la cuarta ofrece algunos ejemplos mecdnicos asociados a dicha familia; de la
quinta a la octava las letras a,b, ¢ y d, significan, respectivamente, variables de actuacién (es
decir, en donde actua el controlador), falta de acoplamiento de entrada (es decir, las condi-
ciones de cancelacién de dicho controlador), momentos normalizados integrables (es decir,
una generalizacién en las condiciones de holonomia que de poseerse facilitan la realizacién
del control) y definicién de condiciones adicionales (estas dependen de cada sistema y pueden
ser regiones de operacién y/o adicién de términos suplementarios) .

Familia Forma Mormalizada Cisefc de control mas frecuente Ejemplos mecanicos a b c d
Retroalimentacion estricta Badstepping Aorobot, TORA, Rueda inercial Si 5i 5i Mo

[IE:! No triangular Q Tecnicas de punte fijo Pendubaot, Furuta, Ball&beam Mo | Si =1l Mo
113 Mo triangular L Tecnicas de punte fijo Robaots Flexiblles Mo | Si Si 5i
1 Feedforward Saturacicnes anidadas Camc pendulo bidimensional Mo | Si 5i 5i
IVa No triangular Q Tecnicas de punte fijo VTOL Si Mo | Si Mo
Vb No triangular Q Tecnicas de punte fijo WTOL Si No | Si 5i
W Retroalimentacion estricta Badstepping Helicoptero § GDL Si Mo | Si 5i
Via Mo triangular L Tecnicas de punte fijo Manipuladores de 3 links Si Si Mo | Mo
Wik Retroalimentacion —ﬂl Badstepping Manipuladores de 3 links Si 5i Mo | Si
Vila Mo triangular LQ Tecnicas de punte fijo Manipuladores de 2 links Mo | Si Mo | Mo
Wik N:}triangular—ﬂl Tecnicas de punte fijo Manipuladores de 3 links Mo | Si Mo | Si
Wil Feedforward Saturacicnes anidadas Camo pendule tridimensional Mo | Si Mo | Si

Figura 3.3: Clasificacién de sistemas subactuados segun Olfati-Saber

De la anterior clasificacién, esta tesis se enfoca principalmente en el disefio de contro-
ladores para los subsistemas tipo I, ITa y puede extenderse a la familia V [157]. A continuacién
se describen con un poco més de detalle estos casos Fig(3.4):

Supongamos que existe algin tipo de transformacién que permite reescribir las ecuaciones
diferenciales de un sistema subactuado en la siguiente representacién de variables de estado:
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Pendubots

V) e : )
IR Ball-Beam | © PVTOL
.. AR =
) " = | ] Quadrotor
'Y - : ”_ - "
\ A% — f =
oW '_
A

TIPO IV

L) ! m
77—)‘"‘/;—,'—," - .
' Carro-Pendulo v ol

Furuta

TIPO lla

Rueda inercial | /\'/\_| | Da
| — = | TORA

T]‘POJ‘ B S o ..._-—-_ <

Figura 3.4: Sistemas I, Ila y IV

Gr = m;l(QS)pr
Dr = gr(‘]ra QS)
ds = Ps
ps =u
Donde g, hace referencia a una variable de transformacién asociada con las posiciones y
P+« con los momentos generalizados.

(3.10)

Los sistemas subactuados del tipo I son aquellos en los que la ecuacién (3.10) puede ser
reescrita como sigue:

Z1 = N(&1)ze
Z9 = fo(z1,61)
£1=2&
S =u

y debido a que N presenta propiedades simetricas y ademés es definida positiva, el con-
junto de ecuaciones queda en retroalimentacién estricta, por lo que puede controlarse di-
rectamente con las metodologias basadas en backstepping [139], fisicamente se asocia esta
clasificacién a los sistemas subactuados de dos estados cuya entrada de control se encuentra
en el segundo grado de libertad. Algunos de ellos, como es el caso del pendulo de rueda
inercial son altamente linealizables (de hecho el pendulo de rueda inercial es completamente
linealizable usando la metodologia de planitud diferencial [219, 96]).

Supongamos ahora que un sistema subactuado puede mediante algin tipo de transforma-
cién ser reescrito de la siguiente forma:
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4 =m; 1 (qs)pr

Dr = gr(qr7 qs) + E(QSapTaps) (311)
Gs = Ps
Ps =u

Los sistemas subatuados del tipo IIa son aquellos en los que la ecuacién (3.11) puede ser
expresada del siguiente modo:

21 = 22
22 = fo(21,&1) +m; (gs)g11(€1)z2 +my (gs)g12(61) €2 + &5 g22(61)62
§1 =24
fo=u

Aunque estos sistemas no tienen una retroalimentacién estricta, pueden controlarse con
técnicas de punto fijo y haciendo suposiciones de acotamiento o evanescencia en las funciones
que los constituyen, concretamente en: m; (gs)g11(€1)22 + m 1 (qs)g12(&1)E + €2 gaa(€1)&o.
Fisicamente, esta familia se asocia a los sistemas subactuados de dos grados de libertad,
cuya coordenada actuada se encuentra en el primer grado de libertad, por ejemplo el carro
pendulo, poseen la caracteristica de ser linealizables sé6lo en ciertos puntos.

Por otra parte, los sistemas de tipo V son aquellos que pueden ser reescritos de la siguiente
forma:

Z21 = 29
2o = fo(z1,&1) +m; (gs)prgu1 (€1) 22 + my ' pr(gs)g12(61)€2 + €3 gaa(61)&o
£1 =28
S =u

Es notable que bajo ciertas consideraciones de estabilidad, estos sistemas presentan el
mismo comportamiento que los del tipo Ila, de este modo hacer la analogia de un VTOL con
un péndulo doble es correcto bajo ciertos modos de operacion [244]. Incluso bajo determinadas
condiciones, parte del modelo puede ser considerado como de retroalimentacién estricta y
controlado por métodos basados en backstepping[18].

3.2. Modelado matematico de algunos sistemas subactuados

A continuacién se ilustran algunos modelos mateméticos asociados y se describen los
mecanismos que representan.
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3.2.1. Motor de corriente directa

Recapitulando lo mencionado en secciones previas, el motor de corriente directa, ademés
de ser un ejemplo base dentro de los sistemas electromecdnicos, es también de uso muy
extendido para la creacién de sistemas mucho més complejos, como los que se verdn en las
secciones siguientes.

Por otra parte, dado su modelo matemético (3.1)

JO+b0+kO=r1
Li+Ri=V —e
T=K1i
e:Keé

s JO b+ kO =T

Puede advertirse que en si mismo ya es un sistema subactuado, la afirmacién es evidente si
observamos que las dos ecuaciones interdependientes que lo modelan, basicamente describen
el comportamiento de dos variables y sus derivadas, a saber la corriente eléctrica y el dngulo
mecdnico. En este modelo, la inica entrada de control para ambos subsistemas es el voltaje
aplicado, como ya se dijo, el sistema eléctrico es mucho méds rdpido que el mecédnico y estd
disenado para ser estable, por lo tanto se considera prescindible en el anédlisis y se termina
por estudiar al sistema como uno puramente mecénico, un motivo que no permitiria esta
exclusion se da en el caso de que se trabajara con motores industriales ya que en ellos los
picos de corriente ejercen efectos considerables en el comportamiento de los mecanismos.

Para aplicaciones de esta tesis, se utilizardn modelos matemaéticos asociados a motores DC
de uso cotidiano, es decir, de transmisién de movimiento a través de sistemas de engranajes.
Lo ideal seria referirnos a motores de transmisiéon directa, pero sus costos y dificultad de
adquisicién los vuelven prohibitivos. Estos motores de transmisién por engranaje presenta
muy alta friccién estédtica debido al transmisor dentado [1], su modelo matemadtico es el
siguiente:

N (T — Jimbm — Fn(0m))
1+ psign(+0)

JO+ H(6,0) + F.(0) =

Puede notarse que la primer ecuacién de (3.1), es un caso particular de esta ultima
ecuacion; prosiguiendo, NV es la relacién de reduccién del engranaje 6,,, y sus derivadas son las
variables de movimiento directamente en el eje del motor; 8 y sus derivadas son las variables de
movimiento en la salida del reductor e idealmente ambos movimientos se relacionan mediante
0= HW’"; Tm es el par de salida del motor; J y J,, son las inercias tanto a la salida del motor
como del reductor del mismo modo que las fricciones dindmicas F,(0,,)y Fe(0); H(6,6)
es un término que contiene elementos gravitatorios, de resorte y/o de coriollis; el divisor
14 usign(yé) hace referencia a un termino de friccién seca, que solo ocurre en el arranque del
sistema de salida del reductor y es dependiente de la velocidad y del propio sistema; a saber
v = JO+H(6,0)+F,(0), porlo tanto es un tipo de friccién estatica y u es su coeficiente. Para
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efectos précticos y dado que solo ocurre durante el arranque del sistema el cual en nuestros
ejemplos es dimensionalmente pequeno (en longitudes, masas e inercias), adicional al hecho
de que u es generalmente pequeiio, el sistema se vuelve:

J6 + H(6,0) + Fo(0) = N (7o — Jmbm — Frn(01))

como 0 = %, la inercia del motor y la de la carga se fusionan en un mismo término, por
otra parte llamando 7 = N7,,. La ecuacién anterior termina por volverse:

JO+ H(6,0) + Fo(0) = 7 — N(F(NG))

dado que F;, > F,

Ji+ H(0,0) = 7 — N(Fp(N6))

generalmente F solo es considerada si la salida del reductor tiene contacto directo con el
medio, el cual generalmente solo es el aire. Un ejemplo donde si debe ser considerada es en un
motor que mueve un eje en un carro, ahi la friccién que debe vencer la salida del motor por
parte del suelo es alta, por otra parte [, es considerada dado que se da por la interaccién
de contacto directo entre los engranes, mds ain, se amplifica por un factor N el cual suele
ser alto.

Un modelo aceptable para esta friccién estd dado en [1], el cual esta basado en [159, 64,
179], otro articulo interesante al respecto es [105]:

F(*) = Fs(x) + Fa(*)

Donde Fs(x) son términos de friccién estética bidireccional y antisimétrica (el coeficiente
puede ser distinto a giro de reloj que en contrarreloj), igualmente se desprecian en el andlisis,
dado que solo estdn presentes en el arranque del sistema, bédsicamente esta friccién es la
combinacién de una friccién de Coulomb (friccién semiestatica presente en el cambio de
sentido) mds uno constante (dado por un coeficiente de friccién puramente estatico).

Fy(+) = Cy(sign(+) + 1) + Cor(sign(+) — 1)

en esta ecuacion C, es el coeficiente a reloj y C., a contrarreloj respectivamente

Por otra parte Fy corresponde a la friccién dindmica la cual siempre deberia ser con-
siderada dado que estd presente durante la operacién del sistema, usualmente se considera
lineal.
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Haciendo estas consideraciones, se llega a que el modelo matemético de un motor de
corriente directa de transmisién mecdnica por engranajes viene dado por:

JO+ H(6,0) =1 — N(Fy(NO)) =7 — N?f6

El modelo resultante ha sido producto de miiltiples simplificaciones y consideraciones

JO+ H(,0)+ N?fo =1

Nétese que el sistema anterior es una versioén simplificada de (3.12), donde se considera el
modelo extendido y la parte eléctrica del motor, la versién en extenso, aunque resulta mucho
mds precisa, es también m&ds compleja, lo cual dificulta la tarea de disefio del controlador y
es inadecuado suponiendo que se trata de un motor y no de mecanismos méas complejos.

J@ + H(G, 0) + Fc(‘g) = N (m —JmOm—Frm (0m))

. 1+u8ign(79)
Li+Ri:V—€ (3‘12)
Tm = K1
e=K.0

3.2.2. Carro péndulo

El carro péndulo, Fig(3.5), es el mecanismo subactuado més difundido [58, 226, 137, 245],
posee dos grados de libertad, uno de ellos consiste en un movimiento traslacional actuado y
uno rotacional no actuado y controlable mediante efectos de coriollis. Su historia se remonta
a 1950 y puede decirse que fue uno de los primeros retos de la teoria de control, ya que el
sistema no es linealizable en su totalidad por el método de retroalimentacién [91], adicional al
hecho de que pierde controlabilidad cuando el péndulo se encuentra sobre el plano horizontal
[101, 212] ,algunas de sus aplicaciones reales son:

1. Emulacién de la posicién humana vertical [108, 107] .
2. Estabilizacion vertical en el lanzamiento de cohetes [43].

3. Absorcién sismica, esto se logra mediante la versién opuesta del carro péndulo, donde
el carro es subactuado y el péndulo genera la accién de control, este sistema se conoce
como TORA [84].

4. Sistemas de estabilidad mdévil y absorcién de vibraciones en vehiculos, como autobuses
o trenes.
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Figura 3.5: Carro Péndulo

Definiendo a ¢ = (z,6)” su modelo matematico [101] es:

M(q)i+C(a:9)q+Glg) =7 (3.13)
Donde
| M+m mlcost | [0 —mlfsing |
Mfq) = [ mlcos®  mi? } P Cled) = { 0 0 } ’
_ 0 . _ |/
G(q)_{—mglsinﬁ]’ T_[O]
Su transformacién lineal parcial es:
i1 2
T €3 L 3
I3 T4
T4 U

[157], por tanto pertenece a la clasificacién Ila de mencionada referencia y tiene las
propiedades descritas en la figura Fig. (3.3):
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3.3. Nociones de estabilidad

Dos aspectos fundamentales e interrelacionados con la automatizaciéon de un sistema son
el estudio de la estabilidad y el disefio del control [65]. El estudio de la estabilidad nos permite
saber el comportamiento respecto al tiempo de los puntos de equilibrio del sistema ya sea
bajo la accién de algiin tipo de controlador o en su total ausencia. Por otra parte, el diseno
de control nos permite imponer comportamientos artificiales, es decir que no estén presentes
en el comportamiento natural o libre del sistema, a través de sus entradas.

El control puede considerarse como una aplicacién fisica de la teorfa matemadtica de la
estabilidad, de hecho, como se hizo notar en la introduccién de esta tesis, hubo un tiempo en
que ambas materias estaban totalmente deslindadas.

El objetivo bésico de la teoria del control es estabilizar un sistema alrededor de sus puntos
de equilibrio, los cuales pueden ser tanto estables como inestables. Fisicamente, se dice que
un sistema es estable si se mueve a alguna posicién de equilibrio y ahi permanece; por otra

parte, es inestable cuando abandona dicha posicién debido a la minima interaccién con algin
tipo de perturbacién Fig(3.7).

Definiendo el equilibrio x =0
Matemdticamente se dice que el punto de equilibrio de un sistema es estable si [111, 162]
para todo € > 0 existe n > 0 tal que para toda solucién z(t) del punto de equilibrio se tenga

|2(0)|| < = ||z(t)|| <eVt>0
Inestable si no es estable.

Atractivo si existe r > 0 tal que para toda solucién x(t) se tiene.

l#(0)] < r = lim z(t) =0

La regién de atraccién hacia el origen estd definida por el conjunto B tal que

z(0) € B= lim z(t) =0

t—oo

Globalmente atractivo si para toda solucién z(t) del punto de equilibrio se tiene:

lim z(¢) =0 en el caso B =R"
t—o00

Asintéticamente estable si es estable y atractivo.

Global asintéticamente estable (GAS) si es estable y globalmente atractivo.
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Exponencialmente estable si existe » > 0, M > 0, y a > 0 tales que para toda solucién
z(t) del punto de equilibrio se tiene:

lz(0)] <r = [la(t)] < M [l2(0)] e Vt >0

y Global exponencialmente estable (GES) si existe M > 0y a > 0 tales que para toda
solucion z(t) del punto de equilibrio se tiene:

l=@)Il < M [|z(0)] e ¥t >0

Figura 3.6: Estabilidad (izq.) y estabilidad asintética (der.)

Para un sistema lineal todas las definiciones previas son equivalentes (salvo estable y
asintéticamente estable), para uno no lineal todas son casos distintos.

Con base a las definiciones previas y considerando la incidencia en los sistemas a analizar
de bifurcaciones, puntos inestables de equilibrio Fig(3.7) o puntos de silla Fig(3.8), es necesario
realizar un estudio analitico mds riguroso de la propiedad de estabilidad de los puntos de
equilibrio del sistema, para ello es conveniente introducir la nocién de funcién de Lyapunov
y sus correspondientes teoremas de estabilidad [133]:

Figura 3.7: Estable (izq.) contra inestable (der.)
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Figura 3.8: Punto de silla

Se dice que una funcién V(z,t) es candidata de Lyapunov para el equilibrio x = 0 € R™
de la ecuacién diferencial Cfi—f = f(z,t) si V: Ry x R® — R4 cumple con lo siguiente:

1. V(z,t) es una funcién definida positiva.

2. 8V8(§,t) es una funcién continua con respecto a x ; la derivada dv(gf’t) existe y es una fun-

cién continua con respecto a x; la derivada respecto al tiempo de una funcién candidata

T
de Lyapunov esta definida como dvc(l?’t) = 6‘/59?) %; esta derivada debe ser definida
dV (z,t)

negativa: — = < 0Vt > 0 Vx € R".

3.3.1. Estabilidad en el sentido de Lyapunov

El método de Lyapunov nos permite saber si el equilibrio de un sistema es o no estable,
sin resolver sus ecuaciones diferenciales.

Dado el sistema de ecuaciones diferenciales & = f(x,t) z(0) € R™ ¥t > 0, se dice que el
origen es un punto de equilibrio estable al menos localmente si existe una funcién candidata
de Lyapunov V() con derivadas continuas respecto a x tal que su derivada temporal satisfaga

V(z,t) <0Vt>0Ver eR"

Si esto se cumple significa que la funcién de Lyapunov es decreciente y por lo tanto las
soluciones z(t) del modelo dindmico referido se encuentran acotadas para toda condicién
inicial z(0) € R™

Una funcién decreciente es una funcién continua V : Ry x R — R si para cada r € Ry
existe un nidmero real k < oo tal que

Ve, t) <k V |z| <r

Se dice que un sistema tiene estabilidad asintética global en el sentido de Lyapunov si:
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. V(0)=0VvVt>0
V(z,t) <0Vt>0,Ver#0eR"

V(z,t) — oo cuando = — oo

si esto se cumple, ello implica que:

lfm (t) = 0

t—o0

Se dice que un sistema posee estabilidad exponencial global en el sentido de Lyapunov si
existe una funcién candidata de Lyapunov V(z,t) y constantes positivas «, v, 8 tales que:

, ale|® <V(z,t) < 8|
V(z,t) < —v|z|® Vt>0,Vz#0eR"

La estabilidad asintética o exponencial global implica que el punto de equilibrio x = 0
€ R” es tnico y la convergencia no depende de la condicién inicial z(0) € R”

En la mayoria de los sistemas analizados a lo largo de esta tesis, se busca lograr estabilidad
global en los puntos de operacién impuestos.

Para sistemas cuyos puntos de equilibrio solo cumplen ser localmente estables es necesario
saber cual es su vecindad de estabilizacién, para ello es frecuente utilizar los teoremas de
Lasalle o Barbalat segin sea el caso (esto se explicard a detalle mds adelante).

Una representacién grafica en R3 de la estabilidad de lyapunov se ilustra en la siguiente
grafica Fig(3.9)

Puede observarse que la bola representa las condiciones iniciales del sistema y el valle de
la cuenca es el punto estable al cual se dirigird la bola, la cuenca representa la funcién de
Lyapunov. Sin pérdida de generalidad, este punto puede ser trasladado a un lugar distinto
del origen (ver mds adelante regulacién) e incluso puede ser dindmico (ver mds adelante
seguimiento), la primer condicién de Lyapunov nos indica que para la existencia de una
cuenca la funcién que la defina debe ser positiva y la segunda condicién nos indica que la
bola pierde energia, de esta forma no le queda mas que avanzar hacia el valle y jaméds podra
salir de él, en caso opuesto (por ejemplo, si la bola inicia con una velocidad muy grande), ird
acumulando suficiente energia como para escapar del valle.

Noétese que, a manera didéctica, el caso particular de las ilustraciones de la primer defini-

cién de estabilidad 3.6, equivale a las curvas de nivel de la superficie usada en la figura
3.9
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Figura 3.9: Funcién de Lyapunov y curva de nivel (plano fase)

3.3.2. Teoremas de estabilidad segiin Lasalle y Barbalat

Para garantizar convergencia hacia el origen en sistemas que s6lo demuestran estabilidad
local por el método de Lyapunov, es decir, V(x) < 0, es factible proseguir el andlisis con
el lema de Barbalat o el teorema L-B-K(Lasalle-Barbalat-Krasovskii) siendo L-B-K un caso
particular de Barbalat, esto es, Barbalat es un método para demostrar estabilidad asintética
global no necesariamente basado en la funcién de Lyapunov elegida, en tanto L-B-K es un caso
especial de Barbalat donde la estabilidad es demostrada con base a la funcién de Lyapunov
seleccionada buscando encontrar un conjunto convergente, ademds L-B-K solo aplica para
sistemas auténomos.

A continuacién se definen estos lemas, su uso se ejemplifica en la siguiente seccidn:

El teorema de Lasalle-Barbashin-Krasovskii establece que dado un sistema & = f(z,t),
para el cual f(0,0) = 0, si este sistema es local-asintéticamente estable en el sentido de
Lyapunov y ademds V(x) — oo cuando x — oo y V(0) = V(0) = 0, sea I la unién de
las trayectorias completas contenidas en el conjunto ¢ x : V(x) =0, entonces el conjunto

de puntos acumulados de cualquier trayectoria estd contenido en I , en particular, si I no
contiene alguna trayectoria que no sea la trivial z(t) = 0 V ¢ = 0, entonces el origen es
global-asintéticamente estable. La desventaja de este teorema es que solamente es vilido
para sistemas auténomos o no auténomos-periédicos.

Lo siguiente es definir el lema de Barbalat, este se deduce para una funcién no auténoma
V(z,t) la cual es en modo general pero no necesario la funcién de Lyapunov V (z), en materia
de esta tesis se supondrd a V(x) como la funcién de diseno.

~ Si V() satisface las condiciones dadas para estabilidad asintética local (ecuaciones) y
V(z) es uniformemente continua, es decir V() es finita y existe, entonces V(z) — 0 cuando
t — o0.
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Lo anterior implica que el sistema puede ser sujeto a la verificacién de L-B-K {m : V(x) = 0}
y entonces tratar de demostrar la existencia del conjunto de puntos en I que demuestren es-
tabilidad global y asintética.

Como ejemplo ilustrativo del teorema L-B-K, considerar el siguiente sistema [235] Fig(3.10)

i=—z+a3

Utilizando el método de Lyapunov, se propone la siguiente funcién candidata, la cual es
definida positiva

2

x
V=—
2
derivdndola respecto al tiempo se obtiene
V =zt = —2® 4 2*

la cual es definida negativa solo bajo ciertas condiciones, ahora bien aplicando el teorema
L-B-K, se encuentra que

V=-—2?+2*=0

lo cual es valido para tres posibles casos x = —1; x = 1; x = 0 de esta forma V es definida
negativa dentro del conjunto invariante x € (—1,1) excepto en x = 0, sin embargo en ese
mismo punto £ = 0 y por tanto el sistema es estable en dicha regién

Figura 3.10: Ilustracién del teorema L-B-K

3.3.3. Estabilidad en tiempo finito

De acuerdo a [161, 38] la estabilidad en tiempo finito es aquella donde el sistema converge
a los resultados esperados, bajo cierta ley de control en un tiempo acotado, generalmente es
dependiente del propio control y por tanto es disenable, por ejemplo, considerando el siguiente
sistema [229]:
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T1 =1
U1 =au — b+ ws

siendo a, b pardmetros del sistema y w; alguna perturbacién acotada, proponiendo u =
—my1+b—ksign(si)

a
donde la superficie de deslizamiento s; se define como: s; = mx; + y1, dicho sistema en
lazo cerrado con referida ley de control se vuelve:

T1 =1y
Y1 = —my1 — ksign(sy)

2
para conocer su estabilidad se emplea la funcién de Lyapunov V = %1, cuya derivada es
V = 5181 = —s1ksign(s1) = —k|s1] <0
ahora bien, para conocer el tiempo de estabilizacién, se utiliza el hecho de que s1$; =
31%1 = —k|s1] , integrando por separacién de variables desde un tiempo inicial tg = 0
12 Ly

hasta uno final ¢; en el cual s; = 0 se obtiene que sign(sl)/dsl = —k:/dt , resolviendo

0 0
y simplificando se llega a lo siguiente: |si(tf)| — [s1(0)] = —tsk, por lo tanto el tiempo de
establecimiento del sistema o tiempo finito esta dado por ty = ‘817,20)', el cual como puede
verse es dependiente de las condiciones iniciales del sistema y de la ganancia del controlador.

3.3.4. Escape en tiempo finito

Existen casos tales que un sistema aparentemente estabilizable, se vuelve inestable en un
tiempo finito, un ejemplo de ello es debido al el efecto peaking [208, 233, 113], considérese el
siguiente sistema

&= —x + ex?
E=1U
bajo efectos de la siguiente ley de control u = —¢ , el sistema evoluciona de la siguiente
manera
& = —x + egeta?
e =¢gpet

2z

‘. . — —, Tpgg < 2
La solucién para z es la siguiente x = (2—oco)e’ +aocoe™"”?
oo en tiempo finito, zgeg > 2

como puede notarse el término 22 genera un efecto inestabilizante en el sistema, en este
caso dependiente de las condiciones iniciales denominado escape en tiempo finito, dicha in-
estabilidad se alcanza en un tiempo finito y es obtenible de despejar las soluciones del sistema
en el valor limite del sistema cuando este tiende a infinito.
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3.3.5. Estabilidad de sistemas lineales

Dos de los métodos mas usuales para verificar la estabilidad de sistemas lineales son
los teoremas de Lyapunov y la ubicacién de los polos. En el primer caso y sin pérdida de
generalidad se tiene que a cualquier sistema que pueda ser escrito en la forma lineal (3.5)

z = Ax + Bu

con un controlador que tenga una excursién lineal del tipo u = — Kz

Puede asocidrsele la siguiente funcién de Lyapunov

1
V= ixTPx

Siendo P una matriz simétrica definida positiva

Para demostrarlo basta considerar el sistema en lazo cerrado
i=Az+ Bu=(A—- BK)x = Ax
cuya derivada es
) R _
V= ix (A" P+ PA)x

De este modo, proponiendo una matriz —( generalmente igual a la matriz identidad de
rango n, si se encuentra y por tanto existe a través del despeje una matriz P que satisfaga
ese sistema de ecuaciones, entonces

V =—2TQuz

y como esta funcién es semidefinida negativa y la funcién de original de Lyapunov es
definida positiva, solo resta encontrar la regién de estabilidad con algiin método de los ya
presentados.

La otra forma de demostrar estabilidad en sistemas lineales es simplemente garantizando
que las raices del polinomio caracterfstico de la matriz A tengan un valor negativo, ello
garantiza convergencia exponencial tal y como lo indica el sentido comin y el método del lugar
geomeétrico de las raices, a tal polinomio se le define como polinomio Hurwitz [153, 196, 116].

Todo lo anterior también es aplicable para sistemas lineales con cierto tipo de perturba-
ciones no lineales en tanto sean del tipo acotado o evanescente (véase apéndice C) [111, 223]

& = Az + Bu+ By(z,u,t)
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3.3.6. Funcién Lipschitziana

El uso de funciones Lipschitzianas, representa un criterio de continuidad 1til en la teoria
de control, de modo tal que si una ecuacién asociada con un sistema no es Lipschitziana
alrededor de un punto de operacién, entonces dicha funcién y por tanto el sistema referido
pueden presentar un crecimiento abrupto o inestable alrededor de ese punto. En caso opuesto
existe al menos algin tipo de convergencia local.

El criterio de Lipschitzidad se define como sigue:

Suponer el sistema & = f(¢,x) se dice que f(¢,x) es localmente Lipchitz en el punto z
si existe un vecindario N(zg,r) = {z € R"||z — z¢| < r} donde f(¢,x) satisface la siguiente
condicién

|f(t,z) — f(t,y)| < Lz —y|,L>0 (3.15)

dicho de otra forma, si el cociente W el cual representa una pendiente lineal,

puede ser asociado con una constante L, entonces existe un crecimiento acotado, si el anterior
criterio ademds de ser valido para zq es védlido para toda x se dice que es globalmente Lipchitz.

3.4. Nociones de control
A continuacién se abordaran conceptos fundamentales de control:

El estudio del control persigue tres finalidades: regulacién, seguimiento y generacién de
oscilaciones [78]:

El seguimiento es un concepto que se refiere a que la salida de control del sistema lleva a
cabo la emulacién de una senal de comando [104].

La regulacién persigue una tarea estdtica, es decir llegar a un punto de operacién y
permanecer en el.

De un modo més global, un sistema adopta la siguiente representacién: & = f(t,u,z, w)
donde x es el vector de estados, ¢ es el tiempo, u es la entrada de control y w son perturbaciones
propias o externas, las cuales pueden o no ser conocidas.

Generalmente, el modelo matemdtico de una ley de control es una entidad de la forma
u=U(t,z,§) donde & representa la inyeccién de un término dindmico del propio controlador,
el cual para fines didédcticos pudiera ser un término integral definido como £ = [ U(t, z,£)
[124]

Un ejemplo ilustrativo es el conocido control PID, definiendo e = x — x4, donde x4
es ya sea seguimiento, regulaciéon o ciclo limite, podemos obtener las siguientes relaciones

u=U(t,z,€) = Kpe + K% + ¢ siendo ¢ = /‘1’@, z,6) = K; [y eds
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El esquema de control robusto utilizado en esta tesis, a diferencia del controlador mostrado
en el parrafo anterior, adopta la siguiente estructura v = U(t,x, &, w) donde el termino w es
un estimado de las perturbaciones.

El control robusto como ya se indicé puede ser dominante o compensativo [29], esto es:
u="U(t,z,§) > w para el caso dominante, o u = U(t, z,&,w) para el compensativo.

La posibilidad de disenar un control capaz de realizar cualquier tarea en un sistema lineal
depende de su controlabilidad, esto es:

Dado un sistema del tipo & = Ax + Bu donde A,zn, Bna1, se dice que es controlable si la
matriz R = [B AB A%2B A"!B] es de rango pleno [54], la cual se simplifica a det(R) # 0
para el caso donde R sea cuadrada, de otra forma no se le puede suministrar alguna ley de
control.

Una extension de esta definicién para cierta clase de sistemas no lineales es definida en
[219, 95] como sigue:

m
Dado un sistema del tipo & = f(z) + Zgi(ac)ui, se dice que es controlable si la siguiente
i=1

matriz es de rango pleno: R = [gl “ e Gm [adjlgi gj] e [adj’}gi]] donde [adj’fcg] es la operacién
del corchete de Lie anidada dada por [adj]}g] =I[f--7-1f, 9] [219]

El control y la estabilidad se relacionan a través de las definiciones de estabilidad en lazo
cerrado y lazo abierto (no confundir con el concepto de control en lazo abierto):

Se dice que un sistema es estable en lazo abierto si cumple las condiciones de estabilidad
descritas en secciones previas sin la intervencién de ningin controlador.

Se dice que es estable en lazo cerrado si se cumplen las condiciones de estabilidad descritas
con la intervencién de algin controlador. Aqui puede notarse que a pesar de que un sistema
sea inestable, si en lazo cerrado con el controlador adecuado se vuelve estable, entonces
tendremos un comportamiento deseado.

Cerrando este seccién y vinculando el control con la teoria de estabilidad, tenemos que
de un modo relativamente general, para un sistema del tipo

&= f(z)+ g(x)u+ Az, t) (3.16)

donde A(z,t) es un término asociado a cualquier tipo de perturbaciones acotadas, es decir

|A(x,t)] < p se suele proponer una funcién de Lyapunov V cuya derivada V' sea al menos
semidefinida negativa, es decir

V =VV(2)i =VV(z)[f(z)+ g(z)u+ Az, t)] <0 (3.17)

Una técnica para el disenio del controlador u aplicada en esta tesis es la de particionar
u en dos componentes, uno de ellos destinado a compensar los efectos del propio sistema,
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lo que en la literatura es conocido como control nominal .., y otro término destinado a
contrarrestar los efectos de las perturbaciones ;.

U = Unom + Urob (3.18)

V =VV(2)i = VV(2) [f(2) + 9()unom] + VV () [9(x)ures + A, )] (3.19)

El reto, con el objetivo de garantizar estabilidad en sentido de Lyapunov o estabilidad
asintética, es lograr que:

VV(z) [f(z) + 9(2)unom] + VV () [g(2)trop + Az, )] <0 (3.20)

Para ello es necesario que las perturbaciones sean acotadas o al menos evanescentes, ello
no solo implica el diseno del controlador sino también a una cuidadosa seleccién de la funcién
de Lyapunov dado que cuando VV (z)g(z) = 0 nos encontramos con un sistema auténomo
respecto al controlador el cual puede o no ser estable, de este modo, también debe garantizarse
que [127]:

VV (@) [f(2)] + VV(2) [Az, )] <0 (3.21)

3.4.1. Control por modos acotados

El control por modos acotados utiliza funciones sigmoidales, una funcién sigmoidal a(zx),

es aquella funcién suave que tiene las siguientes propiedades: «(0) = 0, za(z) > 0y |a(x)| < &
para todo z € R

El control por modos acotados u, se define como aquel que dado un error de magnitud e,
satisface las siguientes condiciones :

—M si eg<e<ey
Dadoe; <es<0<ez<eq;u= 0 sf e=0 seu >0
M si eg<e<ey

siendo M un limite disenable, grificamente. Algunas funciones sigmoidales se ilustran en
la figura Fig(3.11), de entre ellas, la mas empleada y conocida es la funcién signo, la cual
ademds de ser la de comportamiento discontinuo, es también la que define la familia de
controladores por modos deslizantes, el primer control acotado propuesto para solventar los
problemas de los modos deslizantes fue el siguiente:
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Figura 3.11: Funciones sigmoidales (tomado de wikipedia)

El cual como puede notarse no es otra cosa que una funcioén signo suavizada por un valor
muy pequeno, esto es, reduce el golpeteo fisico y permite derivacién matemética cuando
e — 0.

Otra suposicién importante de esta tesis es que en los sistemas analizados existe la retroal-
imentacién de todos los estados, de otro modo, es necesario el uso de observadores.
Como ya se mencioné en capitulos previos, existen dos vertientes del control por modos

acotados [198]:

La paralela (3.22) cuya estructura es (puede llamarsele paralela dado que la ley de control
afecta al mismo tiempo a cada estado en lazo cerrado):

U= —50,(Yn) = SM,_1 (Yn—1) — -+ — s, (1) (3.22)

La anidada o serial (3.23)cuya estructura es (puede llamdrsele serial dado que la estabi-
lizacién general depende de los subsistemas interiores en lazo cerrado):

= =50, (Yn + 501 Yn—1 + -+ 501, (¥1))) (3.23)

Donde s es una funcién sigmoidal, por ejemplo una saturacién, un signo o una tangente

n
hiperbdlica y M, hace referencia al valor cota de la saturacién, por otra parte y; = ka
k=i

Una de las principales ventajas de utilizar los modos acotados respecto a los controladores
mencionados en capitulos previos (por ejemplo el método IDA-PBC o el método de [122, 121,
120]) es que presentan robustez con respecto a ciertos fenémenos como la friccién en la
coordenada no actuada de un sistema subactuado [51]. De forma paraddjica, este diseno no

46



es del todo compatible con los modos deslizantes, los cuales a pesar de ser una familia de los
modos acotados, presentan una situacién de no derivabilidad [75] lo cual implica fisicamente
un comportamiento brusco. Un modo alternativo para solventar la imposibilidad de cierto
tipo de controladores como el IDA-PBC ante los efectos de friccién es mediante la inyeccién de
una senal estimada empleando observadores [200]. Por otra parte, los modos acotados, a pesar
de suavizar el efecto de control agresivo inducido por los modos deslizantes, no garantizan
del todo una convergencia exacta hacia la tarea deseada, [127], no obstante, en secciones
sucedentes se deducird su estabilidad aplicada a algunos sistemas, concretamente, el carro
péndulo y el motor DC.
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Capitulo 4

Contribuciones de la tesis

Este capitulo muestra las principales contribuciones de esta tesis, es decir, el desarrollo
de tres leyes de control para algunos sistemas electromecdnicos, dos de ellas del tipo robusto
y una mas del tipo adaptable, este capitulo dio como resultado tres publicaciones indexadas
y referidas a lo largo del texto.

4.1. Controlador no lineal robusto tipo PI
Los resultados desarrollados en esta seccién, fueron publicados en [14]

Como ya se mencioné en capitulos precedentes, muchos sistemas no lineales poseen incer-
tidumbres o son parcialmente conocidos. Para poder controlarlos, existen dos vertientes, la
adaptable (compensacién) y la robusta (dominacién); los controladores adaptables esencial-
mente son capaces de encontrar valores numéricos aproximados de las incertidumbres para
después con ellos cancelarlas [117, 136]; por parte de los controladores robustos, ya en si mis-
mos representan una estructura dominante e inmune a cierto tipo y rango de incertidumbres
[32, 221, 37], cada técnica tiene sus propias ventajas e incluso existen técnicas mixtas tenien-
do controladores robustos-adaptables y adaptables-robustos [167, 2]. La mayor ventaja de un
controlador robusto frente a un adaptativo es que la sintonizacién de ganancias es minima,
la desventaja es que no todos los sistemas admiten un control robusto, méds aun se vuelven
inestables o se destruyen con ellos, teniendose como ejemplu un sistema mecanico controla-
do por modos deslizantes de primer orden y la discontinuidad por efecto efecto chattering
[241, 214].

De este modo, la investigacién reciente se ha enfocado en aplicar métodos que atenuén
dicho fenémeno. A saber existen tres enfoques: el primero consiste en aproximar la funcién
signo mediante funciones suaves denominadas sigmoides [188, 201, 252], en segundo lugar
estd la filtracion, ya sea mediante observadores, o redundantemente dicho a través de filtros
[63, 251] y la tercer posicién es encabezada por el diseno de modos deslizantes de orden
superior [214, 125, 175], el mayor problema con la segunda y tercer metodologias esta en que
la robustez se reduce dréasticamente a casos especiales, la sintonizacién se vuelve el centro
de la tarea y aunque en los modos deslizantes de orden superior se elimina el chatering
en la variable de interés, éste es trasladado a sus derivadas superiores, aunado al esfuerzo
computacional que implica su aplicacién [60, 124, 177, 203].
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Es de esta manera que el diseno del siguiente controlador adopta la primer estrategia: es
decir basarse en el diseno mediante funciones sigmoidales, adicionalmente, se toman las ideas

de: [163]
En primer lugar es de utilidad la siguiente definicién:

Sea de utilidad la siguiente funcién sigmoidal denominada saturacién (4.1)

Sklz] = x si |z| < ¢; de otro modo ksign(x) (4.1)

sea también la siguiente notacién para una funcién sigmoidal genérica definida en secciones
precedentes a(x)

Teniendo estas definiciones, se procede a un diseno escalonado a partir de un sistema
muy simple o sistema de primer orden perturbado (4.2), ello dard pauta a poder adaptarlo a
modelos mas complejos

y=u+pyt) (4.2)

con p(y, t) representando perturbaciones desconocidas, pero acotadas, en efecto sea |p(y, t)|
T, es sabido que si se aplica la siguiente ley de control u = —ksign(y) con k > 7, entonces, el
sistema referido converge globalmente al origen en tiempo finito [197, 202, 161].

Sin embargo, la definicién discontinua del propio controlador, conduce a efectos inde-
seables denominados "de chatering". Para mejorar tal desempeno, se propone el siguiente
controlador acotado tipo PI

w = —kySan [Y(Ly)] + San 2] + p(y,t)

¢ = —kaSan, V(L) (4.3)

Donde L, ky, kq, M1 y M son constantes positivas a ser disenadas y v(x) = a(x)(5o +
/81*2)Ii

Diseno y demostraciéon por Lyapunov

Con el controlador propuesto y el sistema referido, resulta el siguiente sistema en lazo
cerrado:

v = —kpSan [V(Ly)] + Sas, [2] + p(y, 1)
5 = ko Pr(Ly) (144

para determinar su estabilidad y regién de atraccién, asi como sintonizar las constantes,
se propone la siguiente funcién de Lyapunov
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V=2 (4.5)

Derivando respecto a las ecuaciones de lazo cerrado

Vy = y(=kpSan [ (Ly)] + San[2] + p(y, 1)) (4.6)

por lo cual
Vy < = Iyl (=kpSar, (L |y]) — Mz — 7]

para garantizar estabilidad asintética del estado y es requerido k,My > Ma + 7 + 0 esto
asegura que en un tiempo finito |y| <y = %ail(%)
0
ahora bien para el estado z se propone el siguiente cambio de variable

kpz
w:y—l{% (4.7)

con ello en mente y los resultados obtenidos hasta este punto, se propone la siguiente
funcién de Lyapunov

2

w
diferenciando nuevamente respecto a las trayectorias en lazo cerrado
Vi = wS, [k(y —w)] — 7 |w] (4.9)

con k = % > 0 de este modo para garantizar estabilidad asintética de w es necesario que
P

My > 7+ 2kyps + 0, nuevamente, en un tiempo finito |w| < % +ym+0
Con este resultado y mediante la desigualdad |z/k|—|y| < |w]| se obtiene |z| < T+kyar+96,
por lo cual se asegura que z y y esta acotados y convergen a esa cota.

Una forma de mejorar la estimacién de la regién de atraccién de y es utilizando la siguiente
funcién de Lyapunov (notar que la integral de una funcién sigmoide es definida positiva)

Y z
1
V= O/SM1 [v(Ls)]ds + kdO/SMl [s]ds (4.10)

derivando, nuevamente con respecto al sistema en lazo cerrado

V = —kpSin V(Ly)] + San [V Zy)lp(y, ) < —=San V(L YD) (kpSan, [Y(Ly)] = 7)  (4.11)
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Como ya fue demostrado, en un tiempo finito, y tiende a converger, por tanto las fun-
ciones de saturacién tienen comportamiento lineal alrededor del valor de estabilizacién de
y (cercano a cero), de esta forma, la derivada de la funcién de Lyapunov se vuelve: V<
—v(L |y|)(kpy(Ly) — 7), la cual es definida negativa en la siguiente regién de confinamiento

9(y) = kpy(Ly) =7 >0 (4.12)

Generalizacion a algunas incertidumbres no acotadas

Suponer que la incertidumbre p es no acotada pero estrictamente positiva [p(y,t)| <
1
7pu(y)- Un ejemplo de p,(y) seria 1 + |y|? + |y|*

Utilizando el siguiente controlador

u = —kppu(y)San, [V (LY)] + pu(y) S, [2]
s = ~kapu()San (L) (449

Se llega al sistema en lazo cerrado

Y = —kppu(y)San [V(Ly)] + pu(y)Sas [2] + p(y, 1) (4.14)
2= —kapu(y)San [v(Ly)] '

Utilizando nuevamente la funcién de Lyapunov (4.10) y derivando alrededor de las nuevas
trayectorias se llega a lo siguiente

V < —pu(®)San [V (L [yD] (kpSan, [Y(Ly)] — 7) (4.15)

La perturbacién es definida positiva y por lo tanto no afecta el anilisis, simplemente se
requiere que k,M; > My + 7 + 6, ello implica que |y| < g en un tiempo finito para la regién
de atraccién encontrada previamente: g(y) = kyy(Ly) — 7 >0

Expansion a sistemas no lineales de segundo orden

Llegar a este punto es fundamental, dado que la mayoria de los sistemas mecénicos,
incluyendo robots manipuladores, mecanismos subactuados y robots mdviles son sistemas
no lineales de segundo orden [157, 110, 192], por tanto el desarrollo de la presente seccidn,
permitird extender la aplicacién de la seccién previa a sistemas fisicos.

Supongamos la siguiente estructura matemética en variables de estado, de uso comiin en
articulos y libros de robdtica, control y modelado fisico:

ilzl‘g

9 = p(z,t) + bu (4.16)

con x = [r1,x2] , suponer en este caso que la incertidumbre es acotada y dicha cota estd
definida por:
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()| < Ky + kg |2 (4.17)

con kg, ky > 0, el objetivo es llevar los estados x1 y x2 al origen, para ello también se
utilizara la siguiente variable auxiliar o(x) = z3 + Az1 con A > 0, una forma de lograr el
objetivo principal es hacer que o(z) y su derivada converjan a cero en tiempo finito.

Se propone entonces el siguiente controlador

u = —kpp1(2)San [v(Lo)] + p1(2)Su, 2]

4.18
£ = —kapa(2)Sur, (o) (419
Donde p1(x) < kp + ko |z| + X |x2]; A >0
Luego de algunos célculos, se llega a lo siguiente
o= bpl(x) (_kpSM1 [fY(LO')} + SMQ [2] —|—p<!137 t)) (419)
z = —kap1(x)Sa [v(Lo)]
Donde el termino p(z,t) agrupa todas las incertidumbres y es definido como
Azo + p(x,t)
r,t) = ———"—+= 4.20
p(,t) bor (2) (4.20)

Ademds max |p(z,t)] < T = % puede verse que de igual modo a la seccién anterior, la
misma seleccién de My y My conllevan a que ¢ y z convergen asintéticamente, de hecho
lo| <onm = %a‘l(%), a efectos de estimar la regién de confinamiento de o, se propone
0

la siguiente funcién de Lyapunov

o 4

V= /V(La(s))ds + :d/SM2 [s]ds (4.21)
0 0

y derivando alrededor de las trayectorias obtenidas, se llega a lo siguiente
V < =b(kpp1(2)7?(Lo) + y(Lo)p(z, 1)) = =bp1 (€)y(L |o]) (kv (L |o] — 7))

Por lo tanto, la tinica manera de mantener negativa esta derivada de Lyapunov es dentro
en la siguiente regién de atraccién g(y) = kpy(L |o|) — 7 > 0 verificando asi, la estabilidad
asintética de o a una regién acotada alrededor del origen y en consecuencia de x1 y x2
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Extensién a una familia de sistemas no lineales (e.g carro péndulo)

Muchos sistemas admiten la siguiente representacién en cascada de integradores, entre el-
los los mecanismos de carro péndulo, de furuta y de ball and beam entre otros [157, 123], a este
tipo de sistemas se llega mediante las transformaciones conocidas como feedback linearization
o de linealizacién por retroalimentacién [102, 111, 243, 207].

T1 = T2
Ty = a3+ f(x) +d
T3 = T4
T4 = U+ do

(4.22)

Donde = = [z1, %2, 3, z4] son los estados del sistema, u es la entrada de control, f(z) son
funciones no lineales que satisfacen |f(z)| < k|z|, d1 y d2 son perturbaciones acotadas, es
decir

|di| < d

El objetivo consiste en llevar a los estados = a una pequena vecindad alrededor del origen.
De forma similar a la seccién precedente, se propone la siguiente variable auxiliar, la cual
puede verse como una pseudo-superficie de deslizamiento [214]

o(x) = x4 + Miz1 + Aaw2 + A3x3 (4.23)

con \; > 0, la derivada de esta variable auxiliar es:

o(x) =u+ Kz + Aafi(x) + fa(z) + do (4.24)
donde dy = dy + Aod1 y Kx = Mzo + Aox3 + Azxy

Simplificando y haciendo el siguiente cambio de variables:

pi(z) = k(dy + Xada + (Mok1 + K2) |a])
o) =

La derivada se transforma en:

u+ Kz
p1()

+ p(z, 1) (4.25)

con k> 1y [p(z,t)| <7=¢
Con esto en mente, se propone para lograr el objetivo descrito, el siguiente controlador

u = —kpp1(z) S, [V(Lo)] + p1(x) S, 2]
i = —kapa () San, [y (Lo) (4.26)

De forma semejante al capitulo previo, se demuestra que o es asintéticamente convergente
hacia un valor cercano a cero, de hecho |o] < opr = a7 1( ]g[—g)}) , implicando que
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Ta = —A\T1 — AoT2 — A3x3 + 0

Por otra parte, si se observan las primeras tres ecuaciones del sistema en cascada, se tiene
que son globalmente Lipschitz por lo que los estados x1,x2, x3 no pueden tener un tiempo
finito de escape [111] , de forma que después de un tiempo, las iltimas tres ecuaciones pueden
ser reescritas como:

4= Axq+ B(q,1) (4.27)
donde
0 1 0 1
A= 0 0 1 g = | X2
—)\1 —)\2 —)\3 I3
0

B(g,t)= | di+7+r(1+ )|z
o(t)

con A = méx{\;}, para asegurar la estabilidad de este sistema la matriz A, debe ser
Hurwitz (ver seccién precedente sobre estabilidad lineal), si di =~ 0 y & ~ 0 esto puede
garantizarse con el teorema de perturbaciones evanescentes de Khalil [111] para esto, para
cumplir con todo lo requerido Ay debe satisfacer las siguientes condiciones

PAy+ AA:{P =-Q
£ < BT
Donde @ puede ser la matriz identidad de dimensién tres, después con ese dato se en-

cuentra una P que satisfaga la primer ecuacién (criterio de Lyapunov para sistemas lineales)
y finalmente se verifica que satisfaga la segunda ecuacién para un valor dado de . Todo esto
garantiza la estabilidad asintética de todos los estados, no obstante como se tiene que dy # 0
, solo puede asegurarse la estabilizacion hacia una regiéon de confinamiento lo suficientemente
pequena, siempre y cuando las perturbaciones estén acotadas, esto indica que en un tiempo
de estabilizacién dado, |z| < Z(\, L) pudiendo escoger A, L tal que Z sea tan pequefio como
se necesite.

Ejemplo aplicado al motor DC

Una representacién en variables de estado del motor DC con masa colgante rigida a modo
de péndulo invertido es la siguiente

(4.28)



Asumiendo que los pardmetros son parcialmente conocidos y la perturbacién es constante
y estdn dados por:

1 I
S =08£0. % = 140,25; p(t) =1+ 0,1sin(¢/5)

y teniendo como objetivo llevar a cero los siguientes errores de seguimiento de trayectorias:
e1 = x1 — T, €9 = Tg — T, definiendo la siguiente variable auxiliar o = e; 4 eo
y utilizando la ley de control dada por:

U = —Rpp1 (el)SMl [fV(LU)] + SMQ [Z] + @y
2 = “hapn(e1)San (L) (4.29)

con pi(e1) = 1+ |eq], se asegura con base a las demostraciones previas que ambos errores
convergen a una cota tan pequefia como se requiera, para el caso de la presente simulacién:

~v(o) = \/L—l—%ztan’l(a) s ky =5, kg =1, My =278 My = 3; k=02, 7 =2]T;

oy =68 x 107
En la siguiente figura, se ilustran los resultados de simulacién Fig(4.1), a la izquierda,
esta la convergencia de la posicién, al centro la de velocidad y a la derecha el torque aplicado

0.2 —C =3 = 0.05 Py = T3 = Ty 05 —input u
0.15 : . f '
= 0.1 = :
= H k=] H
8 : s :
= 0,05 K : = -, E
o A O —
-0.05 5 0.2 : . :
0 20 40 0 20 40 0 20 40

Time [s] Time [s] Time [s]

Figura 4.1: Simulacién motor DC con péndulo invertido

95



4.2. Controlador no lineal robusto tipo PD con observador
por modos deslizantes

A continuacién se presenta el disenio de un controlador robusto de tipo adaptable para
el péndulo invertido, presentado en el congreso AMCA 2013 [5], el péndulo invertido puede
0 no considerarse como un sistema subactuado, esto es, si se considera como una entidad
puramente mecédnica es un sistema de un solo grado de libertad y una sola variable de control
mecdnica, por lo tanto estd completamente actuado, sin embargo, visto como un sistema
electromecéanico, es un sistema subactuado debido a que es la interaccién de un sistema
eléctrico y uno mecénico asi mismo la estabilizacién de ambos se realiza a través de una sola
entrada de control eléctrica, para fines de esta tesis, solamente se supondrd que el sistema
eléctrico es mucho méds rapido que el mecdnico y presenta por default un comportamiento
estable (la unica forma de inestabilizar un circuito R-L-C en serie es cancelar la resistencia
o induciendo oscilaciones entre el efecto capacitivo y el inductivo, sin embargo, el fabricante
garantiza que esto no sucede).

El controlador a continuacién mostrado es de tipo adaptable y estd basado en las técnicas
de modos deslizantes para obtener una medida aproximada de las perturbaciones y en la téc-
nica PD con compensacién para realizar la tarea de control. Asimismo incluye un observador
para determinar el estado desconocido de velocidad, pues en las préacticas realizadas en el
laboratorio de control del CINVESTAV Zacatenco, solo se conté con mediciones de posicién

Cabe mencionarse que durante la investigacion del estado del arte para la elaboracién
de otros controladores para sistemas subactuados presentes en esta tesis, se encontré un
controlador similar al desarrollado en este capitulo en [210, 209, 76]y la mayor variante es
que los autores presentan un observador bédsico tipo Luebenger o algebraico. Algunas otras
técnicas para estimar las derivadas de una funcién dada, en este caso 1til para determinar
un aproximado de las perturbaciones incidentes estdn en [216, 77, 218, 112, 149], en estas
referencias se incluyen técnicas lineales, técnicas por modos deslizantes, técnicas por alta
ganancia y asimismo técnicas de estimacion inteligente como redes neuronales.

Modelado y consideraciones de diseno

El controlador presentado en esta seccién es basicamente un PD con compensacién es-
timada, es decir, contiene un cédlculo adaptable de perturbaciones desconocidas, utilizando
la siguiente variante de la ecuacién (3.1), es decir un modelo puramente mecénico o robot
manipulador de 1GDL:

i = %(—fd:b — fesign[z] +n — mgLsinx + k,7) (4.30)

la cual contempla efectos de fricciéon de coulomb e interaccién de perturbaciones exégenas.
Podemos notar los siguientes tres términos:
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ot sianliln—maL si . .

w = fcslg”[fo MIZFRT donde f.,m,g, L, corresponden a magnitudes de friccién y
propiedades internas del sistema (masa, longitud) pero desconocidas que pueden ser consid-
eradas como perturbaciones endégenas y 7, son los efectos externos de adyacencia indeseable
al sistema.

Cabe mencionar que w se presupone acotada es decir w < %(—l—fc + 17 + mgL)

Como ya se menciond, la ley de control ademds de ser robusta ante estas perturbaciones
debe contener un término de estimacién de la velocidad #, dado que en la simulacién y
practica se considera solo la presencia del estado =

Bajo las definiciones anteriores, el modelo en espacio de estados del sistema a controlar
es el siguiente:

jfl = T2
To = —foro +w +u (4.31)
y=x

con: fo = fjd,u = —kf

Diseno del observador

Para disponer de una estimacién del estado x2 necesaria para el disenio del controlador,
se propone la siguiente variante de observador Luebenger [219]

. 10 1 0 Ly

Z—|:0 _fo]z+[1}u+[L2](y—zy) (4.32)
con zy = [ 10 }z
introduciendo el efecto de las perturbaciones

& =z+K vy —z) (4.33)

1
I
elementos del vector v(y — z,) = [ v1 vz v3 ]

Donde K = { (1) ] y el vector truncado va(y — z,) corresponde a los primeros dos

Estimador de los efectos dindmicos de las perturbaciones y de las pertur-
baciones

Para esta seccién se utilizard el diferenciador exacto de alto orden de Levant [125]

. 1 2
01 = =AM v — (y — 2|2 signfor = (y — 2z)] + v
1
Vg = — Ao M2 ‘UQ — ’[)1’5 stgn [1)2 — 1)1] + v3 (4'34)

U3 = —A\gM sign [vg — 09]
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Integrando este vector se obtienen los efectos dindmicos de las perturbaciones, ttiles en la
definicién del observador de velocidad de las ecuaciones previas; por otra parte, la estimacién
de las perturbaciones estd dada por:

W = vg + Lavi + fovs (435)

Diseno del controlador

Finalmente, se propone el siguiente controlador

1
u = ?(_w + fOi%Q + i‘r - k;p(xl - l"r) - kd(:i2 - l"r) (436)

u

Estabilidad en lazo cerrado

Sustituyendo dicho controlador en el sistema original de ecuaciones se obtiene que:

i'lr = T2,
T, = — pLlr — kazar

(4.37)

siendo x1, = X1 —2, ¥ T2, = L2 — &, con esto en mente, podemos notar que se trata de pro-
bar la estabilidad de un sistema lineal teniendo dos posibles opciones para tal demostracién:
la primera seria usar el teorema lineal de Lyapunov y la segunda el lugar geométrico de las
raices. En esta ultima instancia, simplemente deben disenarse k, y kq tal que el polinomio
caracteristico s? + kgs + k, tenga sus raices en el semiplano complejo izquierdo.

Resultados

En las siguientes figuras se ilustra una comparativa de resultados de simulacién contra
resultados experimentales en el equipo del Cinvestav Zacatenco [6]. Para ello se realizaron
dos tareas:

ler tarea: seguimiento de una trayectoria sinusoidal definida como 0,25 sin(¢/6) perturbada
con dos senales indeseables inyectadas mediante torque, una de tipo constante 0,01 y la otra
sinusoidal 0,01sin(t). La Figura(4.2) corresponde al resultado de simulacién, por otra parte,
la Figura(4.3) al experimental. Las condiciones iniciales corresponden en todos los casos al
origen. De acuerdo al andlisis de ambas figuras se concluye robustez, adecuada estimacion
y realizacién de la tarea programada, en ambas graficas se muestran (de arriba hacia abajo
y de izquierda a derecha): la perturbacién calculada, el voltaje de control, la velocidad de
seguimiento, la senal de seguimiento, el error de velocidad y el error de posicién.

2da tarea: seguimiento de una trayectoria sinusoidal mixta 0,25sin(¢/6) + 0,1sin(¢/2),
utilizando las mismas perturbaciones de la primer tarea. La Figura(4.4) corresponde al resul-
tado de simulacién; por otra parte, la Figura(4.5) al experimental. Las condiciones iniciales
corresponden en todos los casos al origen. De acuerdo al andlisis de ambas figuras se con-
cluye robustez, adecuada estimacién y realizacién de la tarea programada, en ambas gréficas
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Figura 4.3: Tarea sinusoidal real

se muestran (de arriba hacia abajo y de izquierda a derecha): la perturbacién calculada, el
voltaje de control, la velocidad de seguimiento, la senal de seguimiento, el error de velocidad
y el error de posicién.
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Figura 4.5: Tarea suma sinoidal real

4.3. Estabilizacion del carro péndulo mediante cascada de in-
tegradores

Esta seccién presenta la metodologia de control del sistema carro péndulo cuyos resultados
se mostraron en el congreso ICMEAE 2013 con la referencia [13] , en el congreso CLCA 2014
[145] y en el articulo [10]

Existen dos etapas en el control de sistemas subactuados, la primera es conocida como
swing-up (es decir llevar al sistema alrededor del punto de operacién) y la segunda es la
estabilizacién alrededor de dicho punto, la razén de que se proceda en esta forma es que [231]
no hay forma de estabilizar sistemas subactuados sino es mediante un controlador de accién
discontinua.

En este capitulo, se propone una estrategia de control para estabilizar el carro péndulo con
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friccién desacoplada (es decir en la coordenada subactuada), aplicable a condiciones iniciales
dentro del plano horizontal positivo y conociendo el coeficiente de dicha friccién, una de las
novedades de esta estrategia es la inclusion de la friccién desacoplada, la cual es actualmente
un reto poco explotado, dado que mucho autores la obvian, sin embargo es de muy alta
prioridad dado que la mencionada fuerza de friccién puede facilmente destruir la estabilidad
del sistema carro péndulo [89, 160, 246]

La estrategia del controlador disenado se basa en la transformacién del sistema a una
cadena de integradores perturbados (3.14), posteriormente se procede a estabilizar dicha
cadena de integradores mediante una combinacién de controlador PD lineal combinado con
una estrategia tipo twisting [147, 178, 197, 202]. Tal combinacién es propuesta para que el
PD estabilice el sistema pendular y el algoritmo tipo twisting lo lleve una vez estabilizado,
al origen. A continuacién se describe la estrategia de diseno.

Retomando el modelo matematico del carro péndulo (3.14) podemos observar que en

2
2 4 . 3T
la segunda ecuacién aparece el término ——4- . donde la parte referente a —%— puede
(1+a3)3 (1+23)2

acotarse con un valor méiximo kg = 0,3849, sin embargo, el término a:i induce efectos de
inestabilidad parcial o total denominados "peaking", de acuerdo a lo referido en [113, 208].

Por otra parte, el termino de friccién no acoplada retransforma la cadena de integradores
en (3.14), a la siguiente variante:

& x3x2x2 da
. .7)3 + 4 _ 4
T2 = (1+2)7  (1+ad)? (4.38)
e T4
Ty u
Definiendo las siguientes variables |a(x)] = —*— < ko = 0,3849; |B(¥)| = ———+ < 1
(14+2)2 (1+%2)2
y haciendo el siguiente escalamiento temporal 7 = et ademads de:
qn 21
S I (4.39)
43 Z3
Z.
Q4 =
con € sintonizable y mayor que cero, el sistema a analizar es transformado en:
@ 72
43 44
(14 Ve

donde ve = % y la perturbacién evanescente (ver apéndice A.3) p(q) = ea(q3)qa — dB(q3)
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Diseno del controlador

los tltimos dos estados del sistema de ecuaciones, pueden ser estabilizables mediante la

ley de control u = —% — % de hecho, bajo tal esquema referidos estados tienden en

tiempo finito a los siguientes valores : |g3| < ”5+5 i lga] < v5+5 donde |vg| < v (ver apéndice
A.5), quedando con ello el problema de la establhzacmn de los estados ¢q1 vy ¢2. Para esto se
propone la siguiente transformacién lineal difeomérfica.

51 = kiq1 + (k1 + k2)q2 + (k3 + k2)q3 + ksqu

s2 = k1q2 + k2g3 + k3qa (4.41)
El sistema original es de este modo transformado al siguiente sistema:
$1 = S92 — vs + €qup(q) (k1 + k2)
82 = s + p(q)ek1qs (4.42)
43 = qa
Gy = _%; _ k1q32;k72Q4

Si v, se propone como vs = A\1sign(si) + Aasign(sz), entonces podemos asegurar estabil-
idad asintdtica del sistema.

Demostraciéon por Lyapunov

usando la funcién de Lyapunov basada en [§]

k 2
_2k: 3+7+7| 1’+2k

v
2

(4.43)

derivando respecto a los estados previamente definidos, considerando los valores de esta-
bilizacién para q3 y q4, asi como la ley de control propuesta, se obtiene que:

) k i
L T (149
ks ks
donde
A1 k1 A2 M\ asi ; A
W = 2L (ks + ka)sign [s1] pla)e + Lsnp(q)e — o1 — Atestgn s signlsal _de o 4
k3 ks ks ks k3

2
usando la desigualdad de Young (apéndice A.1): |qqvs| < q4+v

k2 2 1 'U2
V< - 5t W
<k3 2k3> oy

después de algunos cédlculos puede acotarse el siguiente término

v2 _)i_7| ’+)\2
T ks ks 20T Ok

A1
|82| €qap + — (ko + k1) (ko€’q3 + edqs)

s (
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donde p = |p(q)| = Ko€qs + d es el valor terminal de la funcién p(q) evaluada en el valor
de convergencia de q4, de este modo

: ka1 A ) Xe ki -\ A2 A2 Ad _
V(2o — A2yt k - 2 ~ Ly 22 Ak
< < € (ko + 1)%0) qi —|s2] Ty o P 2k3+2k3+ s e(ko+k1)qu

De este modo si se disenan las ganancias tal que, ko > % + 2—;62(/{:2 + k1)Ko + I1; )\% >
)\% + 2)\1d6(/€2 + kl)@; +d2 y Ag > kl(d664 + /igequ) + 03

Se concluye que la derivada de la funcién de Lyapunov propuesta es semidefinida negativa
y dada por:

d3 0

. 512
V< ——¢g5— = =
1 ‘32|2k3 ks

= T

Demostracién de estabilidad asintética por medio del teorema Barbalat

Para probar que los estados del sistema convergen a cero, se integra en ambos lados de la
derivada de Lyapunov

5 [? 5 t
1/ @ (s)ds + — [ |sa(s)|ds < V(0)
k3 to 2]{33 to

esto implica que las senales s v q4 son respectivamente L; y Lo y por tanto de acuerdo
al lema de Barbalat so — 0 y g4 — 0 conforme ¢ — oo , para demostrar la convergencia
de s1 basta con retomar la ecuacién $1 = so — vs + €qup(q)(k1 + k2) y evaluarla en s — 0
y g4 — 0 es simple verificar que $; = —A1sign [s1] + A(q) ello es simplemente la dindmica
del modo deslizante de primer orden por lo tanto s; — 0 (28)

Finalmente, para probar estabilidad asintética del estado g3, se utiliza la siguiente variable
auxiliar z = k3qq + kogs — so derivando esta expresién se obtiene

z = —%(z — k3qq + s2) — kiequp(q) debido a la convergencia de sy y ¢4, la ecuacién
diferencial se vuelve z = —%z ello implica que z — 0 y en consecuencia gg — 0
Simulacién

Con base a los resultados obtenidos, se procede a mostrar una simulacién del sistema en
lazo cerrado con el controlador descrito, para ello se utilizaron los siguientes valores:

d |09
k1| 0.9
ko | 3.5
ks | 4

A1 | 6

Ao | 0.8
€ 0.4
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y las siguientes condiciones iniciales: (0,9,0,0,0)

Adicionalmente los siguientes resultados de simulacién Fig(4.6), se compararon con el
trabajo de [197], en la figura referida aparecen de arriba hacia abajo y de derecha a izquierda
las siguientes variables: posicién angular, posicién del carro, velocidad angular y velocidad
del carro, se concluye con la simulacién estabilidad y realizacién de la tarea descrita en un
modo méds suave que el trabajo de compacion.
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Figura 4.6: Estabilizacién del carro péndulo comparativa con Orlov
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Capitulo 5

Resultados, conclusiones,
recomendaciones y trabajo a futuro

A continuacién se ofrece un sumario de los resultados obtenidos y las consideraciones a
efectuarse en futuros trabajos.

5.1. Resultados

5.1.1. Publicaciones

En el articulo de nombre A Nonlinear Robust PI Controller for an Uncertain System [14]
de corte JCR , se induce una metodologia de control robusto que utiliza la técnica proporcional
integral (PI) con saturaciones, en este articulo se muestra de forma escalonada su aplicacién
a sistemas de primer orden con perturbaciones acotadas, de primer orden con perturbaciones
sin cota pero positivas, sistemas de segundo orden y finalmente sistemas de tipo cadena de
integradores, tiene aplicaciones desde un simple motor DC hasta una amplia gama de sistemas
incluidos mecanismos subactuados como el carro péndulo, el péndulo de Furuta, el ball and
beam y aquellos que puedan ser llevados a linealizacién por retroalimentacién de estados
(feedback linealization), hasta el momento los resultados de la publicacién, se sustentan en
simulaciones, la caracteristica mas destacable de este articulo es la inclusién de robustez
frente a perturbaciones no acotadas siempre y cuando sean positivas.

En el articulo Stabilization of the cart pole system: by sliding mode control [10], también
de tipo JCR, se muestra otra técnica de control robusto basada en la técnica de los modos
deslizantes, a diferencia de publicaciones afines, este articulo presenta un disefio bastante
s6lido con respecto a un tipo importante de perturbaciones no acopladas, concretamente la
friccién lineal en la coordenada subactuada, los resultados de referida publicacién se respaldan
con simulaciones y son congruentes respecto a resultados similares ya publicados [193].

5.1.2. Congresos

En el congreso ICMEAE 2013, se presenté la ponencia Stabilizing the Damped Inverted
Pendulum Cart System by Means of a Cascade Chain of Integrators [13], se mostré una ley de
control no lineal suave para lograr tanto el levantamiento (swing-up) como la estabilizacién en
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el punto de equilibrio inestable del carro péndulo, por medio de un encadenamiento sucesivo
de saturaciones, dicha ley de control, ademds es robusta ante perturbaciones acotadas e
incluye una forma de rechazo ante la friccién en la coordenada no actuada del sistema, estos
resultados se sustentan en simulaciones.

En el congreso AMCA 2013 se present6 la ponencia Controller of a DC Servomechanism
System with Uncertainties Compensation by Using a Super-Twisting Sliding Mode Observer
[5], donde se ofrecié una técnica de control adaptable y robusta de tipo PD con un esti-
mador de perturbaciones endégenas y exégenas mediante la técnica del observador por mo-
dos deslizantes del tipo super twisting, los resultado de tal publicacién, se sustentaron con
aplicaciones reales de laboratorio, con un sistema de péndulo acoplado a un motor DC

En el congreso CLCA 2014 se presenté la ponencia PD + Twisting stabilization of the
cart pole system in finite time [145]. En esta conferencia se present6 el disefio de un esquema
de control robusto de comportamiento semejante al controlador Twisting para estabilizar el
sistema de carro péndulo alrededor de su punto inestable de equilibrio, puede verse como una
variante del articulo Stabilization of the cart pole system: by sliding mode control.

En los congresos ICMEAE 2015, CCE 2015 y CIRC 2015, se presentaron las ponencias
Control of the PVTOL system by using a backstepping method and saturation functions;
Output Feedback Stabilization for a PVTOL Aircraft Based on a Sliding Mode Combined
with an Energy Control Strategy y PVTOL Control: a backstepping approach, las tres con
distintas metodologias para el control del mecanismo volador (PVTOL) basados en los méto-
dos de control desarrollados en el articulo Stabilization of the cart pole system: by sliding
mode control.

5.1.3. Adicionales

De forma complementaria al contenido de esta tesis se logré un congreso internacional
y una publicacién JCR ambos tratan sobre una aplicacién del controlador IDA-PBC para
generar oscilaciones estos son:

CLCA 2014: Port Hamiltonian approach for inducing limit cycles [11]
A limit set stabilization by means of the Port Hamiltonian system approach [12]
CCE 2015: Master-slave synchronization for a chaotic system by means of Tel observer [9]

5.2. Conclusiones

= Se desarrollé una ley de control robusta basada en el método super-twisting, para el
control del carro péndulo frente a perturbaciones lineales no acopladas , por ejemplo la
friccién en la coordenada subactuada. Dicho enfoque se comparé frente a otros Fig(4.6)
[197] y demostré tener un desempeno mas suave, con menos efecto chatering y un ran-
go mds amplio de operacién. Dio como resultado la publicacién:[10], esta metodologia
de control probo ser extensible a otro tipo de sistemas que comparten la estructura
matemdtica base del carro péndulo, como lo es el PVTOL [18, 16, 244] Fig(5.1) y el
quadrotor en un trabajo a publicacion futura. Respecto al articulo del PVTOL, se mues-
tran algunas graficas comparativas del dispositivo siguiendo una trayectoria variante en
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el tiempo, las leyes de control contra las cuales se realizé la comparacién se describen
en: [158, 85]. El resultado es equivalente, es decir, se presenta un desempefo mds suave,
menos chattering, un rango m&s amplio de operacién y robustez frente a variaciones
dindmicas, en este caso variaciéon de masa. Debido a sus alcances y extensiéon probada
a otro tipo de sistemas mecdnicos, esta puede considerarse la principal contribucién de
la tesis.

Se desarrollé también una ley de control robusta de tipo PI para sistemas no lineales de
primer y segundo orden, incluyendo el carro péndulo y el motor DC, la cual tiene como
principal caracteristica ser robusta ante perturbaciones no acotadas siempre y cuando
estas sean positivas.

Por ultimo, se desarrollé una ley de control adaptable la cual continua en proceso de
publicacién y que utiliza un observador basado en modos deslizantes de orden supe-
rior [60] para la estimacién de dindmicas y pardmetros no modelados, las pruebas se
realizaron en el laboratorio de control del CINVESTAV

Zacatenco.
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Figura 5.1: PVTOL seguimiento de trayectoria
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Esta tesis mostré el diseno de tres diferentes controladores para el motor de corriente
directa con masa colgante y el carro péndulo subactuado, siendo de fécil extensién para otros
sistemas subactuados cuya estructura matemadtica resulte parecida al modelo citado, que de
acuerdo a la tesis [157] corresponden a lo que el autor nombra clase 1T

Dos de estos controladores fueron de tipo robusto, es decir de efecto dominante respecto
a cierto tipo de perturbaciones acotadas en magnitud; el tercero fue de tipo adaptable pues
las dindmicas no modeladas en vez de ser dominadas fueron estimadas numéricamente y con
esta estimacion se realizo una compensacioén directa.

Todos los controladores aqui descritos ademads tienen la factibilidad de ser aplicados a cier-
to tipo de mdviles aéreos: el sistema PVTOL y el sistema Quadrotor bajo ciertas condiciones
de operacién, tales que permitan obtener en su modelado, las formas matriciales especiales
mencionadas en [157, 155, 154]

El controlador de tipo adaptable fue satisfactoriamente probado en equipo fisico del CIN-
VESTAV unidad Zacatenco, los resultados obtenidos se muestran en la seccién 4.2.

Con base a todo lo anterior se lograron 3 publicaciones de tipo JCR [14, 10, 12] y la
participacién en siete congresos internacionales [13, 11, 145, 17, 16, 9, 19] y uno nacional [5].

5.3. Trabajo a futuro

Se propone el siguiente trabajo a futuro:

= Extension de los controladores propuestos al espacio cartesiano de trabajo, ya que como
se habra notado, la presente tesis se enfoca en la realizacién de tareas en el espacio
articular de los sistemas descritos [228, 213, 192], este trabajo permitiria el disefio de
controladores de caminado para robots humanoides [176].

= Introduccién de posibles algoritmos de optimizacién de consumo de potencia o de op-
timizacién de trayectorias tipo LQR.

» Posible publicacién de un articulo con respecto al trabajo mostrado en el congreso [5].

= Posible extencién para estabilizar el péndulo de Furuta utilizando las suposiciones de
[172, 171, 69, 71, 123, 70]

= Usar las ideas de las secciones previas para controlar sistemas aéreos subactuados como
lo son ciertas configuraciones de vuelo de los sistemas PVTOL y quadrotor [101, 198,
158, 15, 85, 52, 143, 94, 242]

= Realizar y publicar estudios comparativos de los controladores aqui propuestos contra
el desempeno de novedosas técnicas de control como la de invarianza e inmersién [30,
29, 115, 114]

= Construir uno o més de los sistemas aqui descritos y probar en ellos las leyes de control
disenadas
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5.4.

Demostrar robustez de las técnicas descritas para fricciones de tipo no lineal por ejemplo
la friccién de coulomb [159]

Determinar las frecuencias de validez para las perturbaciones, es decir, esta tesis muestra
que las perturbaciones deben tener ciertas cotas de amplitud pero jaméds se realiza
un andlisis de sus limites frecuenciales , para ello convendria utilizar las herramientas
relativas al teorema de Kharitonov [22, 184]

Recomendaciones

En caso de diseniarse leyes de control para sistemas aéreos, disponer de algin modo
para medir la pose absoluta del mévil, es decir posicién y orientacién tridimensionales,
ya que los equipos disponibles en el mercado carecen de una forma eficiente de sensar
el movimiento planar o simplemente no la tienen.

Asimismo se debe contar con dispositivos con control independiente de los actuadores,
dado que los disponibles en el mercado en su mayoria tienen embebida una interfaz que
los limita a considerarse y comandarlos como particulas cartesianas.

En caso de proseguir con leyes de control para péndulos invertidos, conviene probar
robustez frente a diversos tipos de perturbaciones y no solo aquellas de tipo constante
y lineal. Es recomendable utilizar diversos teoremas de perturbaciones evanescentes asi
como la teorfa de Karitonov y Lozano.

Es altamente recomendable disefiar una interfaz en tiempo real que vincule el equipo
construido con Simulink(marca registrada) o algin software afin como Scilab (que per-
mita controlar de 2 a 4 motores y leer de 2 a 4 sensores)

Demostrar formalmente la estabilidad de observadores por modos deslizantes de orden
superior

Realizar una comparativa entre el desempenio de los controladores robustos contra aque-
llos del tipo adaptable o en el caso que asi lo permita, fusionarlos.
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Apéndice A

Teoremas, herramientas y
consideraciones utilizadas

A.1. Desigualdad cuadratica de Young

dadas dos funciones o vectores a, b se cumple que:

2 bZ
ab < % +5 (A1)

demostracion: considérese la siguiente desigualdad:
0 < (a—b)?
desarrollese el lado derecho
0 < (a—b)? =a*—2ab+ b?
sumar 2ab en cada lado de la desigualdad

2ab < a® + b?

con esto queda demostrada la desigualdad.

A.2. Polinomios Hurwitz

Considérese la ecuacion diferencial escalar

dr _
dt

ax

cuya solucion es:

z(t) = zoe™

la cual presenta un comportamiento estable hacia el origen solo si el coeficiente a < 0
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Considérese ahora el sistema de ecuaciones diferenciales lineales:

T = Az

donde z y sus derivadas € R” y A € R™"

cuya solucién es:

z(t) = zoe

dado que A es una matriz, un comportamiento estable semejante al caso escalar es
obtenido solo si los eigenvalores de A son negativos, ello es equivalente a decir que las raices
del polinomio caracteristico de la matriz son negativas o simplemente que la matriz A es
hurwitz .

A.3. Perturbacion evanescente

Supéngase el sistema de ecuaciones diferenciales con perturbacién A(t, x)

T = f(t,x) + A(t,x) (A.2)
Supdéngase que el punto x = 0 es un equilibrio estable del sistema sin perturbaciones

& = f(t,z) y sea V una funcién de Lyapunov que satisface:

o |z’ < V(ta) < o laf?
B+ L (t2) < —cg|af? (A.3)
|5
xr

Adicionalmente, la perturbacion satisface la condicién de crecimiento lineal A(¢, z) < |z
siendo v una constante negativa.

derfvese V respecto al sistema perturbado

- oV oV ov

usando las suposiciones previas

V < —cslx|? + eay |z (A.5)

es claro que esta ultima ecuacién serd al menos semidefinida negativa y por tanto el
sistema serd estable si v < i—i

A.4. TIDA-PBC vs efectos disipativos

Uno de los motivantes para la realizaciéon de esta tesis es que muchas de técnicas de
control ya existentes para la estabilizacién de sistemas subactuados como lo es el método
IDA-PBC (al menos en su forma estdndar) presentan severos inconvenientes frente a efectos
de disipacién como lo es la friccién lineal, ello se describe a continuacidn.
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Supongamos que un sistema dado puede ser escrito de acuerdo a la siguiente repre-
sentacion en variables de estado (por ejemplo la familia del carro péndulo ver [51])

i=—-F(0)—GO)u (A.6)
supongamos que se desea que el sistema tenga el siguiente comportamiento:
&= MY (~kgd — 8%’?)) (A7)

donde My, kg y V4 son funciones de diseno o interconexién, cuyas caracteristicas se es-
pecificardn de acuerdo a la siguiente funcién de Lyapunov

E = iT Myi + Vy(z) (A.8)

de acuerdo a tal funcién de Lyapunov Vy(x) debe ser una funcién definida positiva,
derivando se obtiene:

. i LoV,
i = T My 4 2 9Va(@) (A.9)
Oox
sustituyendo con las ecuaciones del sistema objetivo:
. o OVy(z),  2TOVy(x) T,
E =T (—kgd — = 3T kqi <0 A.10
& (—kat — =5 =) + ——- " kgt < (A.10)
la cual es al menos semidefinida negativa si kg es simétrica definida positiva, por extensién
M, también es simétrica definida positiva, pues —&l kqd = —QETMdded_lfc, finalmente el
control a utilizar se calcula como sigue:
G (a2 ey} 4 (k) (A1)
U=—— — T .
GTG [\ o d ™

por lo cual la complejidad del método IDA-PBC consiste en resolver las ecuaciones difer-
enciales parciales que permiten encontrar My, kg v Vg

Ahora bien, introduciendo efectos de friccién dindmica:

Z=—-F()— GO)u— Bz (A.12)
y utilizando la funcién de Lyapunov originalmente propuesta, se llega a lo siguiente
. y T
E—ﬂ}wﬂ—m§@+3@+x2?@W~¢W@+Bn (A.13)
x x

Es claro que B no necesariamente cumple con las propiedades de simetria tal que puede
garantizarse que F < 0y de ese modo tampoco puede garantizarse estabilidad directa.

Cabe mencionar que estos efectos pueden contrarrestarse mediante el uso de observadores
como lo muestran [200, 5, 209, 210]
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A.5. Estabilidad parcial del sistema en ¢3 y ¢4

sea el subsistema:
g3 | _ | a4
Q4 Ve

u wvs kigs + kaqa
VYg= 7 = ——— — —————=

62 k‘3 kig

en lazo cerrado forman el sistemas:

4s | _ q4
q4 - _vs _ kigztkoqa

k3 k3

y la ley de control:

derivando la ultima ecuacién y asumiendo que vs puede acotarse a |vs| < Ug:

. kids + kogs  |0s] ki1ga + kada | |0s]
_ 10s] _ _ K1ga & kada | J0s| Al4
“ ks + ks ks * ks ( )

sustituyendo los valores pertinentes y considerando que v actia con efecto evanescente,
se obtiene que |g3| < % i aal < %

73



Apéndice B

Aplicaciones del control a la teoria
de sistemas computacionales

La mayor parte de las aplicaciones de la teorfa de control a los sistemas computacionales,
estd enfocada en la regulacién de la velocidad de transmisiéon de datos, la bisimulacién, la
automatizacién de la distribucién de ancho de banda y la distribucién del nimero limite de
usuarios conectados a distintos servidores, mayor informacién al respecto puede ser encon-
trada en [87, 97, 135, 100, 55, 142, 174, 134].

Los controladores desarrollados en esta tesis pueden ser extensibles y aplicables a los fené-
menos descritos en el parrafo anterior, siempre y cuando sean compatibles con la estructura
matemaética de los sistemas fisicos analizados en capitulos previos, ya sea en forma total,
parcial o puntual.
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Apéndice C

Tipos de perturbaciones vistas a lo
largo de la tesis

Tomando como referencia a [111], la presente tesis contempla las siguientes perturbaciones:

= Disipativas: que eliminan energia, puede provenir de elementos resistivos o por friccién.

= Lineales: si una perturbacién cumple el principio de la superposicién es lineal, si no,
no lo es, también existe el concepto de bilinealidad el cual sucede cuando un sistema
cambia entre dos sistemas lineales, lo cual es muy comin en modos deslizantes y sistemas
eléctricos.

» Evanescentes(Vanishing): que desaparecen como consecuencia de la estabilizacién de
ciertos estados.

» Acotadas: que poseen limites superiores e/o inferiores.

= No Acopladas(Matched): que no estédn presentes en el canal de control.
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Apéndice D

Abstraccion concentrada

Muchos sistemas dindmicos y no dindmicos tienen un gran nimero de representaciones,
un mismo sistema de hecho puede ser sujeto de un andlisis muy dificil o de uno bastante
simplificado, por ejemplo el motor de corriente directa. ;En qué caso debemos utilizar las
ecuaciones simples y en cual las complicadas?, la respuesta a ello depende de las condiciones
de operacion, es decir el modelo asociado a un sistema solo es titil mientras se respeten sus
limites de trabajo, asi pues, un motor de corriente directa puede obedecer las ecuaciones
(3.1) en tanto la dindmica eléctrica sea mucho més rapida y estable que la mecénica y en
tanto los sensores sean lo suficientemente rapidos para considerar al sistema como uno de

tipo continuo.

Un ejemplo interesante de la abstraccién concentrada aplicada a la teorfa electromagnéti-

ca, Figura(D.1), puede encontrarse en [3]:

(

Naturaleza electromagnética en general

Electronica digital
Leyes de Demorgan

— —
Ingenieria eléctrica y
electronica (Ecs Kirchoff)
Mundo mas lineal que no I
lineal

— — — ——

Programacion

Leyes fisicas (Ecs Maxwell)
Mundo lineal y no lineal

N

y

Figura D.1: Abstraccién concentrada aplicada a electromagnétismo
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This paper presents a smooth control strategy for the regulation problem of an uncertain system, which assures uniform
ultimate boundedness of the closed-loop system inside of the zero-state neighbourhood. This neighbourhood can be made
arbitrarily small. To this end, a class of nonlinear proportional integral controllers or PI controllers was designed. The
behaviour of this controller emulates very close a sliding mode controller. To accomplish this behaviour saturation functions
were combined with traditional PI controller. The controller did not need a high-gain controller or a sliding mode controller
to accomplish robustness against unmodelled persistent perturbations. The obtained closed-solution has a finite time of
convergence in a small vicinity. The corresponding stability convergence analysis was done applying the traditional Lyapunov
method. Numerical simulations were carried out to assess the effectiveness of the obtained controller.
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1. Introduction

Many of the nonlinear systems used in actual applica-
tions are uncertain or partially known (Abdallah, Dawson,
Dorato, & Jamshidi, 1991; Bernhard, 2002; Grimble, 2006;
Lee & Cheng, 1996; Siqueira, Terra, & Bergerman, 2011;
Sira-Ramirez & Spong, 1988). Usually, these systems are
subject, both to external unknown or unmodelled sustained
perturbations and to the uncertainties produced by the mis-
matches and discrepancies between the system mathemati-
cal model and the actual plants (Fulwani, Bandyopadhyay,
& Fridman, 2012). The control approaches known as adap-
tive and as robust are frequently used to overcome these ob-
stacles. Essentially, the adaptive control approach consists
of design a controller able to figure out the actual values of
the uncertain terms (Krstic, Kokotovic, & Kanellakopoulos,
1995). On the other hand, a robust controller has a fixed
structure, which provides a decent performance for a fam-
ily of uncertain systems (Qu & Dawson, 1995; Spong &
Sira-Ramirez, 1986). These control approaches have their
own advantages; for instance, an adaptive controller can be
applied to a wider range of uncertainties than a robust con-
troller can (Pérez-Cruz, Ruiz-Velazquez, Rubio, & de Alba-
Padilla, 2012; Rubio, 2012; Wen & Moreno-Armendariz,
2005), though its implementation is much more difficult.
In addition, a robust controller does not need to be tuned
while an adaptive one does. A third strategy combines
both approaches to attempt a higher degree of robustness
(Abdallah et al., 1991; Bartolini, Ferrara, & Usai, 1997).
In Abdallah et al. (1991), an excellent motivation using

the robust control approach can be found. In that study,
the robust control approach is divided into five categories:
linear multi-variable control, passivity, variable structure,
saturation, and robust and adaptive. Among these cate-
gories, the variable structure or sliding modes approach
may well be one of the most used nowadays. This ap-
proach ensures robustness against disturbances and parame-
ter variations, though having the inconvenience of produce
high-frequency violent control signals, known as chatter-
ing. In fact, the presence of chattering may excite unmod-
elled high-frequency dynamics, resulting in unforeseen in-
stability and damage to the actuators (Bondarev, Bondarev,
Kostylyeva, & Utking, 1985; Levant & Fridman, 2002; Rafi-
manzelat & Yadanpanah, 2004). In recent years, emphasis
has been placed on developing a technique to avoid this un-
desirable effect. Basically, there are three well-established
types of approaches to eliminate the chattering effects. Con-
tinuous approximations, as the saturation function, of the
sign function appearing in the sliding mode controllers are
used in the first approach (Burton & Zinober, 1986; Eker,
2006; Slotine & Li, 1991). Approaches based on observers
design are another way of overcoming the chattering; here,
the idea consists of by passing the plant dynamics by a
chattering loop, reducing the robust control problem to an
exact robust estimation problem (Rubio & Soriano, 2010;
Wen & Li, 2006). Unfortunately, the robustness with re-
spect to the plant uncertainties and disturbances is reduced
(Bondarev et al., 1985; Resendiz, Yu, & Fridman, 2008;
Sira-Ramirez, 1993). The third type of approach, based
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on the high-order sliding-mode method, guaranties conver-
gence to the origin of the sliding variable and its correspond-
ing derivatives. Here, the high-order sliding-mode algo-
rithms translate the discontinuity produced by the sign func-
tion to the higher order derivatives, producing continuous
control signals; however, these algorithms require an oner-
ous computing effort (Davila, Fridman, & Poznyak, 2006;
Levant, 1993, 2001; Polyakov & Poznyak, 2009; Santieste-
ban, Fridman, & Moreno, 2010). In addition to these three
approach types, the neural network-based techniques are
efficient to identify and control uncertain models. A full
review of these topic is beyond the scope of this introduc-
tion, but we refer the interested reader to the following
references (Wen & Poznyak, 1999; Wen, Poznyak, & Li,
2001).

The present work presents a smooth control strat-
egy for the regulation problem of an uncertain system
where the origin is not an equilibrium point. Hence,
asymptotic stability of the closed-loop system cannot
be expected in a single point (Benabdallah, 2009). In-
stead, in the present study, attention is focused on as-
suring uniform ultimate boundedness within an arbitrar-
ily small neighbourhood of the zero state, which can be
made as small as needed (there exist other alternative
known as uniform stability, see Rubio & Pérez-Cruz, 2013;
Rubio, Plamen, & Pacheco, 2011; Rubio & Wen, 2007).
The idea behind this consists of shaping a class of nonlin-
ear PI-controllers, which approximately emulate a sliding
mode controller. This approach was accomplished using
a combination of saturation functions and a traditional PI
controller. The stability convergence analysis was carried
out using the traditional Lyapunov method. The obtained
continuous controller is quite robust against the unmodelled
and persistent perturbation without needing to dominate it
by a high-gain controller or by a sliding mode controller. In
addition, the obtained closed-solution has a finite time of
convergence in a small vicinity. As pointed out in Fulwani
etal. (2012), Santiesteban et al. (2010), this property is very
important. Examples of it can be found in many electro-
mechanical, robotics, and power converter systems, which
require a quick response without any overshoot. In this con-
text, it is important to mention that the obtained results were
based on the works of Santibanez, Kelly, Zavala-Rio, and
Parada (2008), Parra-Vega (2001) and Ortega, Astolfi, and
Barabanov (2002) and were designed to control generalised
uncertain systems of first or second orders.

The remainder of this work is organised as follows. In
Section 2, the robust PI controller motivation is introduced.
Some generalisations of this controller are developed in
Section 3, while Section 4 is devoted to the conclusions.
Convincing numerical simulations to assess the effective-
ness of the obtained results can be found throughout the,
where appropriated.

Notation: Let, x € R, k € (0, 00), and sign() be the
standard sign function. The linear saturation function will

be refereed, as
Sk[x] = {x if |x| < k, otherwise k sign(x)}.

In a similar way, the symbol «(x) € R indicates a sigmoidal
function; that is, a(x) is any smooth function with the prop-
erty of @(0) = 0, xa(x) > 0 and, |w(x)| < & forallx € R, and
a(Lx) — wosign(x), as long as L — oo. On the other hand,
o~ !(s) indicates the inverse function of the corresponding
sigmoidal function.

2. Robust PI controller motivation

Consider the following control system:

y=u-+p,t), (1)

where y € R and u € R are the system single state and the
system single input, respectively; p(*) € R is an unknown
continuous function, which satisfies |p(y, )| <7 for all
t > 0. It is well know that if we select u as

u = —ksignly], k>r, (2)

then the state y globally converges on the origin in a finite
time. However, discontinuities presented in the proposed
controller lead to chattering. To overcome this drawback,
the following controller is introduced, which can be seen as
a generalisation of a PI -controller with variable gains or a
smooth approximated version of the twisting algorithm.

Let us introduce the following smooth bounded con-
troller:

lft - _k[)SMl [V(Ly)] + SMz [Z]» (3)
2= —kaSu, [y(Ly)],
where L, k,, kg, My and M, are the positive gains to be
designed; y(») is defined as

y(0) = a(ye(y) = a(y)(Bo + By,
Bo>0, p1 >0, «xeR,. 4)

Hence, the closed-loop system, defined in (3) and (1), is
given by

y = —kpSu, [y (Ly)] + Sup,[z] + p(y. 1),

2= —kaSy, [y (Ly)]. ®)

In the following subsection, it is demonstrated that the above
system is globally ultimately stable.
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2.1 Boundedness of the closed-loop system

Proposing ¥, = »*/2 and differentiating V, around the tra-
jectories of (5), we obtain

Vy =y (=kpSu, V(LY + Su, [2] + p(y. 1))
< — 1yl (kpSu, [y (L IyD] — My —F)

where k,, M, and M, must satisfy k,M; > M, +7 + &

with § > 0. Obviously, if a(Ly|)8(y) > M, then V, < 0.
Hence, there exists a finite time, T, > 0, after which,

y(LIyl) < My; Vi=To, (6)
implying that

M,

1
ly®)l < )’MQZOl_1 (ﬂ_K> , Vt>T,. (7
0

Note that in the case when k,y (L |y|) > M> +7 + 6, Vy <
0 holds. That is, after some finite 7y > 0, [y| < y) where
yum can be as small as desired. Having shown that y is ulti-
mately bounded, we proceed to show that z is also ultimately
bounded. To this end, the following auxiliary variable, w =
¥ — kypzlky, with its time derivative is given by

w = Sy, [(y — w)k] + p(y, 1), ®)

with k = ky/k, > 0 is used. Therefore, to compute the
confined region of w the following function V,, = w?/2 is
used where its time derivative, around the trajectories of
(8), produces the following relation:

Vi < wSy, [k(y — w)] = 7 |wl. &)

Remembering that [y(¢)| < yy, for all £ > T (see the previous
discussion), it is enough to select M, > 7 + 2kyys + 8 with
8 > 0 for assuring that Vw <0, if lw| > yy +7/k+56.
This implies that, after some finite time, 77 > Ty, the fol-
lowing inequality holds

lwt) <7/k+yu+6 V=T =T,

Hence, substituting the inequality, |z/k| — |v| < |w|, into the
above expression, we have

lzO)| <7 +kyy +68, Vi>T.

Then, it can be concluded that both states, y and z, are
ultimately bounded.

It is noted here that the obtained bounds for y and z
are quite conservative, as the present paper is concerned
with showing that the whole state is bounded. However, the
following subsection is focused on finding a better bound
for the state variable, y.

2.2 Improving the estimation of the confined
region of the variable, y

In order to determine a good-estimation for the bound, y >
0, such that |y(t)| <y < yy forallt > T, > T, we propose
the following Lyapunov function:

y 1 z
V(x) = /0 Sin [y (Lo)lds + ¢ /0 Su, [s]ds.  (10)

It must be stressed that the proposed function, V, is a strictly
positive and radially unbounded function, with a local mini-
mum at the origin (see Ortega, Loria, & Kelly, 1995). Thus,
its time derivative, around (5), satisfies the following in-
equality:

V() = —=kpSiy, [y (L)) + Su, [y Ly pOL 1)y
< =Su, [y (L 1yD] (kpSu, [y (Ly)] =7)

where the set of control parameters M; and M, must be
selected according to the previous discussion. Therefore,
from the last inequality, V <0 as long as a(Ly))B(y) >
M. Once again, inequality (6) is satisfied, implying that
there exists a finite time, 77 > T such that Sy, [*] works
in the lineal region. Consequently, inequality (11) converts
to

Vx) < —y(LIyD) (kpy(LIy)) = F).,
and, evidently, V< 0, while

g§y) =kpy(LIy)—=7>0. (12)

Thus, there exists a time, t > T, > T; such that g(y(f)) <
0Vt > T,. In other words, y is confined to moving inside of
the compact set, By, where

By={yeR:|y| <y, withg(y)=0}.

It should be stressed that the confined region can be shrunk
by selecting the values of the control parameters, &, k4, L,
Bo and B, as conveniently large.

Remark 1: Evidently, y can be numerically computed by
plotting, y > 0, versus, g(y), and detecting the sign change

of g(y).

Henceforth, Q = {M, M3, k,, kg, L, Bo, B1,6,k} is
used to denote the set of positive control gains parameters.

Proposition 1: Consider the scalar uncertain system (1),
with the uncertain |p(y, t)| <7, in closed-loop with

u = _kpSM1 [V(Ly)] + SMz [Z] )

2= —kySy, (L)1, (13)
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where the set control parameters, Q, satisfies the restric-
tions

kpM1>M2+7+3, M2>F+2kyM+8, (14)

with

I

! 1<M‘) k= ke (15)
y —u — ), k=—.
M L /30

Then, the closed-loop system is uniformly ultimately
bounded. Besides, for some finite time, T > 0, |y(t)| <y
forall, t > T > 0, where'y is the single root of

8 =kpy(LIyD)—7. (16)

The following properties help to stress some facts about the
proposed controller:

(P1) If p(y, t) = r, where r is a constant and, under the same
consideration in Proposition 1, we have that y — 0
and z — —r, as long as t — oo.

(P2) Suppose that |p(y, t)| < pp(y) <7, for all y € R with
pp(0) =0, and selecting «(Ly), B(y), and the set of
control parameters, Q, such that

kp [Su, [y (L IyDI| > 1os(0)], Yy € R—{0}, (17)

with, M| > M, + 7, + 6, it can be assured that
y— 0andz — 0, as long as t — 0.

The proofs of these facts are in the Appendix.
Based on the previous facts, Lemma 1 is established as
follows.

Lemma 1: Consider the closed-loop system (1) and (13),
and suppose that the uncertain term can be written as

p(y,t) =ro+ pp(y),

where ry is any fixed constant and py(y) satisfies P2. Tacking
r=ry, + |ro| and restricting the set of control parameters Q,
according to (14), then we have y — 0 and z — —ry, as
long as t — oo.

The above Lemma is a straightforward consequence of
properties P1 and P2.

Comment 1: The inequality (17) is quite easy to fulfil by
adequately fixing the set of parameters, Q. For instance,
suppose that

p(y, 1) =sin(y), i€ N.

Hence, pp(y) = |sin(y)| with i € N. Then, using the
following setup

y(y) =V 1+ y2tan”'(y),

L=2M,=2k,=18=10",
inequality (17) converts to

|sin(y)'| < Sm,=2[ tan™'(2 [y)v/1 + 4y2],
Vye R—{0}Ai €N,

which always holds. In addition, note that the parameter L
does not needs to be too large.

Numerical example: In order to test the effectiveness of
the proposed control law strategy (13), for the uncertain
system (1), we run a numerical simulation for the unknown
term, p(y, £) = 0.5sin (#/4) + sin(y). The control objective
was to follow the reference signal, sin(#2). The system
was initialised at 0.2 rads; the control function was y(y) =

1+ y2tan~!(y), with L = 50, k, = 3, ks = 1, M; =3 and
M, = 2. The corresponding results can be seen in Figure 1.
From this figure it can be seen that the proposed control
law effectively makes the uncertain system to follow the
selected reference in a very short period of time.

3. Some generalisations of the proposed control
scheme

The proposed scheme can be also extended for the case
where the uncertain term is unbounded. Suppose that the
uncertain term can be upper-bounded by some nonlinear
strictly positive function, as

lo(y, I <7 pu(y), (18)

where 7 > 0 and p,(») is any strictly positive non-bounded

function (for instance, p,(y) = 1 + Iyl% + |y|?). Then, the
following proposition is fulfilled:

Proposition 2: Consider the scalar uncertain system (1),
where the uncertainty fulfils the inequity (18), in closed-
loop with

u = —kppu(¥)Su, [y (L] + pu(¥)Su, [2],

2= —kapu(y)Su, [y (LY)], 4

where control parameters are selected according to (14)
and (15). Then, the closed-loop system is uniformly ulti-
mately bounded. Thatis, |y(t)| <7, fort> T > 0, wherey
is the single root of (16).
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Figure 1. Close-loop response of the uncertain first-order system.

Proof: First of all, we must recall that the closed-loop sys-
tem, defined by (1) and (19), is

Y = —kppu(y)Su, [y (LY)] + pu(¥)Sm, [2] + p(y, 1),
2= —kapu(¥)Sm, [y (Ly)],

(20)
where |p(y, t)] < 7p.(y). Following the same steps as in
Proposition 1 is easy to see that this closed-loop system
is stable. Now, to estimate a convenient bound for y, we
use the proposed function, V, given in (10). Hence, the
time derivative of, V, around the trajectories of (20) can be
upperbounded by

V(x) < —p(0)Su, [y (L 1y1] (kp S, [y (Ly)] — 7).

Now from the restriction that k, M| > M, + 7 + § for some
finite time,

y(Ly) < M.

Once again, V <0as long as g(y) = k,y(L|yl)—7 >0,
implying that |y| <y for a finite time.

3.1 Controlling a second-order uncertain system

Suppose that we have the following uncertain second-order
nonlinear system:

X1 = X,
) 21
Xy = p(x,t)+ bu, (21)
wherex = (x1, x) € R? is the vector state, u € R is the control
action, and p(x) is a scalar uncertain nonlinear function,
provided that

|p(-x’ t)| E kb + ka ”x” 5 ka’ kb 2 05 (22)

40 60 ~o 20 40 60

Time[s] Time[s]

with0 <b <b < b. The control objective is to render the
states x; and x; to the origin by using a continuous con-
troller. To accomplish this, the auxiliary variable, o(x) =
Ax; + xp, with A > 0, is forced to move very close to the
origin in a finite time. Roughly speaking, it is attempted to
make variables o(.) and o (.) almost zero in a finite time.
Now, this control problem is solved, taking advantage of
the previously proposed robust control scheme, leading to
the following controller:

u = —kpSu, [y(Lo)] pi(x) + Su, [2] pi(x),
7 = —kgSu, [y(Lo)] pi(x),

(23)
where p;(x) = (kp + Alx2| + kyl|x||), and for simplicity,
o=Ax;+x;, Xi>0. (24)

From the above relation, after some simple algebra, o, may
be written as

o = bpi(x) (~kpSu, [y (Lo)] + Su, [2] + p(x, 1)) ,
2 = —kaSu, [y(Lo)] pi(x), (25)

where p(x, ) lumped all the uncertain terms, defined by

Axy + p(x, 1)

PO =" )

Then, the parameter 7 is redefined as

max |p(x, )| <7 = —, (26)

IS —

and selecting the control parameters M;and M, according
to (14) and (15), respectively. It is easy to check whether o
and z are bounded (see the previous section). In fact, from
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the first equation of (25), there is 7Ty > 0, such that

lo(1)] < : ‘1<M‘> Vi>To.  (27)
o SOy =« - 1> = 19.
L B

Now in order to determine a good-estimation for the bound,
o > 0, such that, |o(t)] <o < gy, from the above restric-
tion, we have that Sy, [] works in the linear region, after # >
Ty. Therefore, the following Lyapunov function can be pro-
posed:

V(o, 2) =/0 y(Lo(s))ds + %/OVSM2 [s1ds, (28)

where the time derivative around of the trajectories of (25)
leads to

V(o,2) = —blk,p(x)y*(Lo) + y(Lo)p(x,1).  (29)

After some simple algebra, it is easy to show that V can be
upperbounded by

V(0,2) < —bpi(x)y (Lo kyy (L |o| = 7).
In addition, evidently, V <0,as long as

gy)=kpyy(L|o])—7>0.

Consequently, there exists a finite time 7', > Ty > 0, after
which |g(0)| < g(o), where o is the single root of g(y’). This
section is ended by introducing the following proposition,
which summarises the above developments.

Proposition 3: The second-order nonlinear system (21) in
closed-loop with (23), where the saturation function level
parameters were selected according to (14) and (15), is
uniformly ultimately bounded. That is, |o| <o for all t >
T > 0, where © is the single root of (16).

3.2 Stabilisation of a class of nonlinear systems

It is well known that many mechanical systems admit the
following cascade form:

x| =x2,

X2 =x3+ f(x)+d, (30)
X3 = X4,

X4 =u+d,,

where x = [x1, X3, X3, x4] is the state, u € R is the controller,

f R* — R and b: R* — R are nonlinear smooth functions,

d; and d, are bounded perturbations, and, f and d; satisfy
the following:

|fOl < & llxll 5 ldi(0)] < d; -

The control objective is to render the state x to one small
vicinity at the origin by using a continuous controller. Sim-
ilarly to before, the variable o is selected as

o(x) = x4 + Aix1 + Aoxo + Azxs3,

where the set of constants A; > 0 will be selected below.
Therefore, its corresponding time derivative is

a(x) =u+ Kx + A fi(x) + fo(x) + do,

wheredy =d; + Aydyand Kx = 1x; + Ayx3 + Aszxs. Now,
using simple algebra, the last equation can be rewritten as

u-+ Kx

o(x) = pi(x) (W

+P(x,t)>, 31
where p;(x) and p(x, ) are defined by

p1(x) = k (d1 + hads + (Aaky + k2) l|x]l)

p.ny = 2o
p1(x)

with £ > 1. Again, using simple algebra, |p(x,1)| <7 =
1/k.
Based on Proposition 3, u is introduced as

u = pi(x) (—kpSw, [y (Lo)] + Su, [2]) , (32)
2= —kaSu, [y(Lo)] pi(x).
Note that the proposed controller (32) in closed-loop with
(31) corresponds to the previously obtained system (25).
Therefore, following similar steps as before, after some
finite time, ¢ > T,

1
lo(t)| <ou = Za" ( >,Vt > To.

Bo
Even more, there exists some time, 7 > Ty, such that
|g(o())| < g(o) forall t > T}, where o is the single root of

g() (e.g. (16)). Hence, |o(?)| < o, where o can be forced
to be very close to zero. This means that

X4 = —A1x1 — Aaxy — Azxz + 6(2), (33)

where |8(¢)| < @ for all # > T;. Observe that the first three
differential equation of system ( 30) are globally Lipschitz.
That is, the states {x1, x, x3} cannot have a finite time of
scape (Khalil, 2002). Therefore, after some finite period
of time, 77 > ¢, these last three equations of (30) can be
rewritten as

q = Axq +d(q.1), (34
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Figure 2. Close-loop response of the uncertain inverted pendulum attached to a DC-motor.

where

0 1 0 X1
A, = 0 0 1 , g=| x|,

_—)\.1 —)\.2 —)\3 X3
0

B(g.t)=| B() |,
| 3(7)

where 1B <d, +7 + k(1 + 1) |x]| with

A =max{A;}i=;1,23. Now, to ensure the ultimate
boundedness of system (34), matrix 4; has to be Hurwitz,
and the system has to be asymptotically and exponentially
stable if d; = 0 and & = 0. It can be easily solved invoking
Khalil’s vanishing perturbation theorem (see Khalil, 2002).
To achieve this, it is enough to satisfy the following
inequity:

)"min(Q)

K < —mnel (35)
2dmax(P)(1 + 1)

where Q and P satisfy the following Lyapunov equation:
PA, + Al P =-0, (36)

where O > 0 and P > 0. That is to say, if 4, is selected
such that the expressions (35) and (36) are fulfilled, the state
q exponentially decayed to zero. However, considering the
perturbations d; # 0 and §; # 0, it is easy to see that the
state ¢ is ultimately bounded. This means that |¢| < 8(A, L),
where the constant § can be as small as needed.! According
to the above discussion, the following proposition gives
sufficient conditions to ensure the ultimately boundedness
of system (30) in closed-loop with (32).

Proposition 4: Let us consider the nonlinear system (30)
in closed-loop with (32), under the assumptions that A;
is selected according to (35) and (36), and the saturation
function level parameters were selected according to (14)
and (15). Then, there exists a finite time T > 0 where the
state X is ultimately bounded, with |x| < Y(X, L), where X
can be as small as needed, selecting adequately A and L.

3.3 Numerical example

To show the effectiveness of the proposed controller (23),
it was applied it to the well-known inverted pendulum at-
tached to a DC-motor, whose state model is given by

. : 1

X1 = X2, X2 = 7 u
where x; and x, are the pendular angle position and the
pendular angle velocity, respectively; the control signal u
corresponds to the motor torque. The parameters M, L, g
and J are the pendulum mass, the pendulum arm length, the
gravity constant and the arm inertia, respectively, while p is
a bounded perturbation. Assuming that physical parameters
are partially known and p given by

L i) + p(0),

1 MgL .
7= 0.8+£0.2, =7 = 1£0.25, p(t) = 1+ 0.1sin(t/5).

The objective is to drive the tracking errors e; = x; — x,
and e; = x, — x, close enough to the origin. That is, e; =
0 and e; = 0. Thus, defining 0 = e; + e, and repeating
similar steps as before, the following controller

u= _kPSMl [V(LG)] ,01(61) + SMz [Z] + jc.rv
2= —kaSu, [y(Lo)] pi(er), pi(er) = 1+ |ea],

assures that both errors can be as small as desired if the
set of control parameters satisfies the conditions (14) and
(15). In order to achieve a good performance, the control
parameters were fixed as

2
y(o) =L+ %tan”(a) ky=5 ko=1

M, =278 M, =3 k=02,

where ¥ = 2.7 and 0y = 68 x 107* (see (26) and (27),
respectively). By numerical computation, it is easy to see
that the steady-state error of ‘c’ is given by o = 1.1 x
1073, implying that |e;| < &.

Figure 2 shows the closed-loop response of both track-
ing errors and the corresponding controller. From this
figure, it is clear that the proposed controller effectively
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renders the errors close enough to the origin in about
2.25s.

4. Conclusions

A smooth control strategy for the regulation problem of an
uncertain system was obtained. This strategy assures uni-
form ultimate boundedness of the closed-loop system inside
of the zero-state neighbourhood, which can be made arbi-
trarily small. To accomplish this, a class of nonlinear PI con-
trollers was designed. This controller behaves as if it were a
sliding mode controller. This behaviour approximation was
in turn achieved using a combination of saturation func-
tions and a traditional PI controller. The controller robust-
ness against unmodelled and persistent perturbations did
not need a high-gain controller or a sliding mode controller
to dominate it. In addition, the obtained closed-solution has
a finite time of convergence in a small vicinity. To perform
the corresponding stability converge analysis the traditional
Lyapunov method was used. Finally, the effectiveness of the
obtained controller was validated by numerical simulations,
which demonstrated clearly the controller is able to render
the system to a small vicinity of the origin. It is worth
mentioning that the obtained controller was designed for a
generalisation of uncertain systems of first or second order.
However, a generalisation for systems of higher order can
be obtained.
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Appendix A

Proof of property in P1

If p(y, t) = r with r being constant, then the single equilibrium
pointgivenbyx = (y = 0, z = —r)isasymptotically and globally
stable for the system (5). Under the assumption in Proposition 1,
y and z are globally stable in a Lyapunovian sense. However, to
assure convergence at x, we must use the following function:

Vi(x) = V(x) +rz, (D

where V(x) > 0 was previously defined in (10). Evidently, its time
derivative of around (5) leads to

Vi) = —k, Sy, [y (Ly)] < 0. @)

Since, V;(x), is bounded from below and, V';(x), is semi-definite
negative, then global stability of x = (y, z) is once again as-
sured. However, remarking that V(x) = 0, if and only if y = 0,
straightforwardly proves global asymptotic stability of the equi-
librium point, (y = 0, z = —r), via LaSalle’s theorem (see Khalil,
2002). O

Proof of property in P2

From the previously-defined Lyapunov function, V(x) > 0, defined
in (10), its corresponding time derivative is around the trajectories
of (5) (for more detail, review the first expression of (11)), and after
substituting, [p(y, 1)| < p»(»), the following expression holds:

V(x) < =S, [y (L 1yD] (kp S, [y (L 1yD] = 1op()]) -

Now, from the assumption (17), it can be assured that V(x) < 0,
for all y € R — {0}. After using LaSalle’s theorem, it is easy to
show that both variables, y and z, asymptotically converge on the
origin. O
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Abstract This paper presents a control strategy desig-
ned as a combination of a PD controller and a twisting-
like algorithm to stabilize the damped cart pole sys-
tem, provided that the pendulum is initially placed
within the upper-half plane. To develop the strategy,
the original system is transformed into a four-order
chain of integrator form, where the damping force is
included through an additional nonlinear perturbation.
The strategy consists of simultaneously bringing the
position and velocity of the pendulum to within a com-
pact region by applying the PD controller. Meanwhile,
the system state variables are brought to the origin by
the twisting-like algorithm. The corresponding conver-
gence analysis is done using several Lyapunov func-
tions. The control strategy is illustrated with numerical
simulations.
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1 Introduction

The cart pole system (CPS), also known as the inverted
pendulum on a cart, is among the classic mechani-
cal systems that have been studied extensively in con-
trol theory during the last four decades. This sys-
tem was originally used as a benchmark for educa-
tional purposes, see [1,6,15,33,39,43,44,46] .Through
the years, this system has attracted attention as an
important underactuated mechanical system, because
the pendulum angular acceleration cannot be directly
controlled [18,42]. As the CPS dynamics resembles
that of many underactuated robot systems, it has
been studied as a simplified model such systems (see
[7,27,30,38,40,43] ). This system is made up of a cart
that moves, forward and backward, over a straight line
and has a free-moving pendulum hanging from it. The
cartis moved by a horizontal force, which is the input of
the system. It is well known that several control strate-
gies that were initially conceived for fully actuated sys-
tems cannot be applied to drive this system. Actually,
the system is not feedback linearizable [23,42]; also,
the system loses controllability when the pendulum
passes through the horizontal plane [18,41]. However,
the system can be controlled when located near the
unstable equilibrium point, by applying the direct pole
placement procedure [25,42].

In the present authors’ opinion, there are two impor-
tant problems related to the control of the CPS. The first
consists of the upward swing of the pendulum from the
hanging position to the upright position. In general, this
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problem has been tackled by using methods based on
energy control and hybrid schemes [2,3,8,9,22,26,31,
44,45] . The second issue arises when the pendulum
is located somewhere in the upper-half plane, and the
goal is bringing it to its unstable equilibrium point. Usu-
ally, this control challenge has been solved by applying
nonlinear control tools. A full review of these tools is
beyond the scope of this work; however, we mention,
for instance, the well-known energy-based controller or
Lyapunov-based techniques, and methods based on the
feedforward or the backforward forms, in conjunction
with the saturation function or the bounded function
approaches [3-5,13,14,22,30,45].

In this work, we propose a control strategy to stabi-
lize the damped CPS around to its unstable equilibrium
point, assuming that the pendulum starts moving from
some position located inside of the upper-half plane and
that the damped coefficient is known. Considering the
damping force in the non-actuated coordinate makes
controlling this system a challenge, because this force
can easily destroy the system stability [21,32,47]. In
addition, managing this force is a very difficult task.
Several works have neglected the damping coefficient
for this reason.

To develop the proposed control strategy, we trans-
formed the original system into a four-order chain
of integrators, with an additional nonlinear perturba-
tion. Then, we proposed the strategy as a combination
of a linear PD controller and a modified version of
the twisting algorithm [16,28,34-36] ,where the first
acts over the pendulum position and velocity, while
the second brings the whole system state to the ori-
gin. The corresponding stability analysis was carried
out by using several Lyapunov functions. Convincing
numerical simulations were done to assesses the per-
formance of the proposed control strategy. Finally, we
mention that this work was inspired by [35,36]. How-
ever, our strategy, when the controller gains are ade-
quately selected, may guarantee global convergence,
as long as the position pendulum is initialized into
the upper-half plane, though it has the disadvantage
of being less robust in the presence of unmodeled per-
turbations. During the development of this study, we
use the following functions:

1 if x >0,
sgn[x] =43 —1 ifx <0, ; p
e[—1,1] ifx =0. .

@ Springer

— |x| = sgn[x].

The following sections are organized as follows. The
nonlinear model of the system is presented in Sect. 2. In
Sect. 3, we develop the control strategy. The numerical
simulations and the conclusions are in Sects.4 and 5,
respectively.

2 Problem statement

Consider the damped inverted pendulum mounted on a
cart. This system can be described by the following set
of normalized differential equations [42]:

(14 p) ¥ 4 cos66 — 6%sind = f,
)'écosé’+§—sin9=—dé, (n

where x is the normalized cart displacement, 6, is the
angle between the pendulum and the vertical, f is the
normalized force applied to the cart, which is also the
input to the system, and p > 0 is a scalar constant
dependent on both the cart and pendulum masses. The
pendulum viscous friction is considered as a linear
function of the angular velocity, d 0, withd > 0.

In this work, the physical parameters 1 and d are
actually given by [42]:

M.
=

= Lt
where M and m stand for the cart and pendulum masses,
respectively, the pendulum length is L, g is the gravity
constant, and y is the actual dissipation coefficient pre-
sented in the non-actuated coordinated 6. The damping
force presented in the actuated coordinate is neglected
in order to simplify the methodology presented here.
It is important to remark that this force can be easily
compensated by using any adaptive control algorithm
([20,29)).

The control objective consists of bringing the pen-
dulum to its unstable equilibrium point,

p=0=0,06=0x=0,x%=0),

under the following important considerations:
C1) The system is initialized inside of the following
set:

U=1{6,6,x,%) : (—7/2,7/2) x R’}

C2) The state variables are available and the para-
meters are known.

It should be notice that C1 is not very restrictive,
because the pendulum is assumed to be somewhere
inside of the upper-half plane; in fact, it can be easily
accomplished by using some suitable controller such
as those proposed in [26].
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Differential equations are understood in the Filip-
pov sense [19] in order to provide for the possibility
to use discontinuous signals in controls. Filippov solu-
tions coincide with the usual solutions, when the right-
hand sides are Lipschitzian. It is assumed also that all
considered inputs allow the existence of solutions and
their extension to the whole semi-axis t > 0.

3 System transformation

After introducing the following feedback law:
f =u(u+sin?0) — dcos 06 — 62 sin 6 + cos O sin 6,
2
the system can be rewritten as:
§ = sin® — cos Ou — dé,
¥=u, 3)

Now, in order to represent the system (3) as a four-
order chain of integrators plus an additional nonlinear
perturbation, we define the following new change of
coordinates:

0
71 =X + 2 tanh™! (tan 5)’ z3 =tan0;

72 =x+0sect; z4=0sec’6. 4)
Then, the system (3) can be rewritten as:
21 = 22;

=23+ a(z3) 25 —dzaB (23);

73 = Z4;
24 = V; )
where

_ . _ 1
a(z3) = m ;o Bz3) = \/@’
and v is the new control variable, defined as:
v = sec? 0 (sin@ — cos Gu — df) + 26* sec’ 0 tan
(6)
It is important to remark that:
() <ko =57 1B =1 )

Now, to dominate the undesirable term d8(z3)z4, found
in the second equation of (5), we use the following

change of coordinates and the following scale of time:
q1=€z1; g =e;

q4 = z4/€;

q3 = 73;
T = €,

®)

where € is a strictly positive free parameter. Hence, the
system (5) can be written in the new coordinates as:

q1 = q2;

G2 = q3 +€q4p(q);

43 = qa

. v

44 = —5 = Ve, (€]
€

where p(q) is a vanishing perturbation defined by:
p(q) = €a(q3) ga — dp (q3) (10)

Here, the symbol “dot” stands for differentiation with
respect to the dimensionless time 7. We must under-
score that the free parameter, ¢ > 0, can be tuned as
desired.

Finally, the above system can be expressed in a com-
pact form as:

q = f(q) + Bve = F(q, ve); an
where v € R, ¢ € R*and f(q) : R* — R*.

4 Control of the cart pole system

The control law is proposed as:

Ve(q) = vs(q) +ve(q),

where v,.(q) is a linear controller devoted to bring the
states g3 and g4 close enough to the origin, and vs(g) is a
bounded controller designed using the twisting sliding
mode algorithm.

The linear control part of the controller, v, is
selected as:

_kigz +kags
e k3 3
Let us introduce the following auxiliary variables:
s1 = kiq1 + (ki +k2)g2 + (k3 + k2) g3 + k3qa;
52 = k1q, + kags + k3qa; (13)

where the set of constants k; > 0 should be selected
such that they satisfy the following:

ko > 1/2 4 hi€? (ko + ki) ko + 81
AT > 25+ 2hied (ky + k1) Gy + 82
A > ky (Koe2ﬁﬁ + edc_]4) + 83; (14)

12)

where 8; > 0,i = {1,2,3}).! The inequities in (14)
are referred to in the sequel as assumption Al. Let us

! With g, = 2% and §; can be fixed as needed inside of a

. ka
suitable range.
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propose v as a discontinuous injection based on the
twisting control algorithm [28,34-36] .That is,

1 v

vy = —— (Aisgnlsi] + Azsgn[ss]) = ——; (15)
k3 k3

where A1 > A > 0.

Let us synthesize the main result of this work in the
following theorem:

Theorem 1 Consider the system (9) in closed-loop
with:

v=—— (kig; + koga + Asiglsi] + Aisiglsa])

o
k3
where

s1 = kiq1 + (ki +k2)g2 + (k3 + k2) g3 + k3qa;

52 = ki1q, + kogz + k3qa.

Under the assumption that the control parameters
ki > 0; withi = {1,2,3} and Ay > 1o > 0, satisfy
the inequalities in (14), then the closed-loop system

is asymptotically stable. In particular, the variables s
converge to zero in finite time.

Proof Following the application of the linear control,
and after some simple algebra, the dynamics of 51 and
s> become:
S1 =82+ (ki +k2)eqap(q) + k3vg;
2 = kieqap(q) + k3vy. (16)
Then, the system composed by (16) and the last two
equations of (9) reads as:
§1 =52 +€qap(q) (ki + k2) + k3vy,
§2 = €qap(q)k1 + kavs
43 = qa,
. 1
Gu=- (k1g; + kaga) + vs: (17)
3

To be able to carry out the convergence analysis, we
analyze the boundedness of the states g3 and g4, when
the system (17) is feedback by the twisting controller,
to assure the boundedness of the vanishing nonlinear
perturbation p(g). That is, the system (17), in closed-
loop with (15), reads as
§1 =82 +€q4p(q) (ki + ko) — v
§2 = ki1€qap(q) — vs
43 = q4,
iy = 1(k + k2q4) ln (18)
q4 = ks 195 244 ks s

@ Springer

where

oy = Apsiglsi] — Azsiglsa].

Before formally presenting the corresponding proof,
we introduce the following auxiliary lemma:

Lemma 1 Consider the following second order sys-
tem:

x=y; y=—kpx —kqy+uv;
where the set of constants k; > 0, fori = {p, d}, with
|u| < ©U. Then, there exits a finite time, #yp > 0, such

that:
~ Utdp. ~ U+do. >
|x| — kp L) |)’| — kd k) Vt_t07

where 89 > Ois sufficiently small. The proof of this
lemma is omitted due to its obviousness.

According to this lemma, the last two equations of
(17) satisfy the following inequity:
A1+A2+60 .
k1

AM+A2+d0 .
k2 ’ Vt Z th

19)

lg3| < s lgal < g4 =

where #( is a finite period of time and Jg is a small
positive constant. That is, g3 and g4 are bounded after
t > to. This fact assures that the proposed closed-loop
systemis Lipschitzian, implying that the states s1 and 52
remain bounded during a finite time. Hence, the finite
time of scape does not exist—see [24]. On the other
hand, from the relations (7) and (10), the inequality,

lo(@)] < ko€ lgal +d; Yt =1, (20)

is fulfilled. Having shown that g3 and g4 are uniformly
bounded after some finite time, we are in a position to
finally perform the convergence analysis of the whole
system, using a continuous and differentiable almost
everywhere Lyapunov function. Before to proceeding,
we must remember that these kinds of Lyapunov func-
tions have been introduced since the late nineties to
prove the stability of discontinuous systems and sys-
tems with solutions intended in Filippov’s sense—see
for example, [10-12]. Let us introduce our Lyapunov
function, as:

ki 1
; 21
a4y Dl sk an

with the vector state p = (s1, 52, g3, g4), whose time
derivative around the trajectories of the system (17) is
almost everywhere given by:

Vr(p) =
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W(p)

. ko 1
Vr(p) = ——aq; + —

o]
k3 k3q4 s+

Al [].+1 .

—Sgn|s S —S855).

k3g 1151 k322
(22)

Notice that the derivative of the Lyapunov function (21)
exists for all 51 values except the set of measure zero
given by s; = 0. Notice that W(p) can be expressed
after using (16), as follows:

A k
W(p) = k—; (ka + k1) senlsi1p(q)e + ésw(q)e
_)»_% _ Mhosgnlsilsgnls2] A2 52|
k3 k3 k3 2t

By using the inequality |g4v| < (qf + U?)/Z, we have
that (22) can be upperbounded, as:

ko 1 5 2
—=-— -2 4w 23
(k3 2k3)¢]4 2k +W(p). (23)

It is easy to see, after some simple algebra that the
following inequality

Vr(p) <

2

02 23 ki
S W )_————|z|+—xz+

% 2k |S2| €q4p

+k— (ks + k1) (Koe g2 +eda4) (24)
3

holds, forall ¢ > #y; where for simplicity, we introduce,
D, such that?

lo(@)| =0 = Koeqq +d. (25)

After substituting (24) into the relation (23), we obtain
the following inequality:

Vi(p) < — ('3 L hag +k1)Ko)
- k3 2k3 k3
—LA%+ ! /\2+A € (ka 4+ k1) gy
ks 2k ks

Then, according to the conditions in assumption Al,
we have that after a finite time ¢ > #(, the following
inequity is fulfilled:

. 31 4 ) 83
Vi(p) < — g2 — = — 2y, 26
T(p) < B4 TG T Is2] (26)

From the above, it follows that V7 (p) < Vr(p(0))
and, from its own definition, Vr (¢) is radially bounded

2 Notice that by definition

lo(q)| < ko€ lq4l +d < koeqy +d; ¥t > 1.

and differentially everywhere, except when s; = 0.
Consequently, the vector state p is bounded. On the
other hand, as V7 is bounded from below, with strictly
negative definite time derivative, then V converges and
p has a limit. Also, p is bounded, according to (18).
That s, p is uniformingly continuous. Now, integrating
both sides of the last inequity and using simple algebra,
we can claim that the following inequity:

81
k3

holds, for r > fy. It implies that the signals s, and g4
are, respectively, L1 and L;. According to Barbalat’s
lemma, we have that s, — 0 and g4 — 0, as long
as t — o0o. We proceed to show that s; converges
to zero, in a finite time. So, as the values of |s;| and
|g4| decreasing continuously toward the origin, always
exists a finite time #; > 0 and a constant u > 0, such
that, A1 > |A(gq(?))| + p, for all t > t1, where:

A(g(1)) = 52+ €qap(q) (ki + k2) — Aasgnls2], (28)

because A1 >> X,. Hence, the first equation of (18)
can be read, as:

st = —Arsgnlsi] + A(g);

Evidently, the dynamics of s; concides with the
dynamics of a first-order sliding mode.

To see the convergence of 51, we propose Vi = s 2/2.
According to (28), we have:

2o+ 3 / Is2(5)|ds < Vr(p(i0)), (27)

fo

t>1. 29)

Vi<-—ulsil; t>1.

From the above inequity, we conclude that s; — 0, in
a finite time. That is, there is a time #, > ¢{, such that,
s1(t) — 0,aslongast > t,.To prove that g3 converges
to zero, we introduce the following auxiliary variable
7 = kzqa + kogz — 52, whose time derivative can be
written, after using simple algebra, as:

. k1
i = —E(z — kaqa + 52) — k1eqap(q). (30)

According to (20) and the fact that s; — 0 and g4 —
0, the last differential equation turns out to be z =
—ki1z/ky. Ttimples that z — 0 and g3 — 0. Therefore,
the closed-loop system (18) asymptotically converges
to the origin, if the control gains are selected according
with Al.

Remark 1 The function V7 is continuous but not
locally Lipschitz. Therefore, the usual version of the
traditional Lyapunov theorem cannot be applied [10,
17]. However, it can be shown that function V7 (p)is
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Fig. 1 Closed-loop 1.5
responses for two initial
conditions (p1, p2 ), and a
partial knowledge of 85 %
of the damping force

Angular Position [rad]

Cart Position [m]

absolutely continuous along the trajectories of the
closed-loop equation (17), implying that V7 (p) is dif-
ferentiable almost everywhere, monotone decreasing
and converges to zero. These are the conditions needed
by the theorem of Zubov [28,37].

Remark 2 Should the damping parameter d be very
large, assumption A1l becomes a strong condition,
because assuring the positiveness of constants §; and k;,
i = {1, 2, 3}, in a way that the inequities in (14) hold,
needs the parameter € to be sufficiently small, which
converts the controller into a high-gain controller—see
(9). Another way to see it is that when the damping force
is very strong, strong control actions must be taken.

It is important to note that the proposed controller
has a very simple structure and does not presents singu-
larities, if the system is initialized inside of the upper-
half plane.

Tuning the control parameters The correct perfor-
mance of the control strategy requires control parame-
ters tuning according to the restriction (23). To illus-
trate this tuning, we fix the pendulum length, mass,
and damping as L = 0.35(m), m = 0.250(Kg),
and y = 4 (kgm?/s), respectively. Then, according to
the expression given in comment C1, the normalized
damping coefficient is d = 0.9. Now, fixing the con-
trol gains as k1 = 0.9,k = 3.5,k3 = 4,11 = 6,
and A, = 0.8, and setting the rescale parameter as
0 < € < 0.404, it is easy to see in a plot that the
inequities in (14) hold.

Summarizing Given d > 0 and §; ~ 0.1, we need to
find an admissible parameter vector

Q = (k1. k. k3, k1. 22, €) € R

fulfilling the restrictions given in (23). This problem
can be solved using any numerical optimization pro-
gram.

@ Springer
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5 Numerical simulations

In order to verify the proposed controller performance,
we carried out some numerical simulations, where the
above proposed control gains were used, with € =
0.4. To make this experiment more interesting, we
assume that the knowledge of the damping force has an
accuracy of 85%. We ran two experiments with their
own different initial conditions. The obtained closed-
loop responses for p; = (0(0) = 1.2 (rad), 9(0) =
—0.1(rad/s), x = 0,x = 0) and p» = (6(0) =
—0.7[rad], 9(0) =0, x = 0.2(m/s), x = 0) are shown
in Fig. 1, where p; correspondto (0, 9, X, x).As wecan
see, the control strategy is able to render the system to
the origin after 7 (s) elapsed, even when the value of
the damping coefficient, d, is partially known.

To provide an idea of how good the proposed control
strategy OC is, we compared it with the control tech-
nique proposed by Riachy et al. in [35], here referred
to as RC. The control parameters of RC were tun-
ing heuristically, but to be fair, we tried to find the
values that enable the best transient response. The ini-
tial conditions were fixed as (6 = 0.9,0,0, 0). The
obtained results are shown in Fig.2, where we can
see that the closed-loop response of the propose con-
trol strategy is as good as the responses of RC. Fur-
thermore, we can see that our strategy presents a bet-
ter behavior in the angular variable, if compared with
the RF strategy. However, the cart displacements in
our strategy are larger that those in RC. Please keep
in mind that this is a numeric comparison, a formal
comparison is beyond the scope of this work, as is a
comparative study between our control strategy and
others found in the literature. We must underscore
that all the simulations were carried out in the actual
coordinates of the pendulum system. Finally, Fig.3
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Fig. 2 Comparison T o
between the closed-loop i- M . T
responses of the OC and the S o A ’ T\ e N - = 5
RC strategies, represented 'g Vs =
with a solid line and a e on e’ ---0C S
dotted line, respectively =2 —RC £
2, ©
T % 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Time [s]
@
K o)
= E
£ z
2 2
Z S
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6 v 10 p somewhere inside of the upper-half plane. To this end,
MY vT L] s s v: we first used some nonlinear transformations over the
| L O N .. .
2 O e original pendulum system to express it as a four-order
0 5 chain of integrators, with an additional perturbation that
2 10 vanishes at the origin. The PD controller was designed
-4 MII”WM to bring the pendulum position and its velocity inside
; : ‘ -15 Lo .
6 of a compact region simultaneously. At the same time,
T 5 10 15 20 % 5 10 15 20 the twisting-like algorithm renders the whole system

Normalized time Normalized time

Fig. 3 Asymptotic behavior of V7 and VT, for the initial con-
ditions: (s1 = 1,50 = 0,93 = —=5,q4 = 1) and (s = 0,5 =
0,93 = 1, g4 = 4). The plot on the left side corresponds to the
first initial conditions, and the one on the right side to the second
initial conditions

shows numerically the asymptotic behavior the Lya-
punov function Vr (p), and its derivative. To this exper-
iment, we used the same setup as before, but normal-
ized time, and the following two different sets of initial
conditions: (s; = 1,50 = 0,93 = —5,¢94 = 1) and
(s1 = 0,50 = 0,93 = 1,qa = 4). The numerical
similations shown in this figure are the expect results,
because V7 converges asymptotically to zero and Vr
is always strictly negative, with V7 tends to —4.9.

6 Conclusions

In this work, we introduced a control strategy, based
on a PD controller in conjunction with a twisting-like
algorithm, to solve the stabilization of the damped cart
pole system, assuming that the pendulum is initialized

state to the origin. For the convergence analysis, we
used several Lyapunov functions, thereby assuring that
our strategy converges asymptotically once the pendu-
lum position and its velocity are inside of the compact
region. The effectiveness and robustness of the strat-
egy was tested running numerical simulations, where
uncertainties in the parameters’ values were included.
The obtained results allow us to claim that the perfor-
mance of our controller is satisfactory.
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